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CHAPITRE IV (suite)

ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS

§ 8. LIMITES PROJECTIVES DE PRÉSCHÉMAS

8.1. Introduction.

(8.1.1) Dans ce paragraphe, nous allons étudier systématiquement la situation
suivante. Soient I un ensemble préordonné filtrant croissant, (Ax, cp^) un système
inductif d'anneaux ayant I pour ensemble d'indices, A — lim Ax sa limite inductive.
Pour tout a G! et tout Aa-préschéma Xa, considérons les Ax-préschémas Xx = Xa®A Ax

pour X^a, et le A-préschéma X —Xa®A A; il est clair que les préschémas Xx (pour
X^a) forment un système projectif, et on verra (8.2.5) Q116 X est une limite projective de
ce système dans la catégorie des préschémas. Nous nous proposons de trouver des
conditions sur Xa ou sur les Ax permettant de démontrer des propriétés du type suivant :
pour que X possède une propriété P (par exemple, la propriété d'être propre sur
S = Spec(A), ou irréductible, ou connexe, etc.), il faut et il suffit qu'il existe un
indice [x^oc tel que, pour tout X^JJL, Xx ait (par rapport à Sx = Spec(Ax), le cas
échéant), la même propriété P. Nous obtiendrons des énoncés analogues pour des
propriétés de ^-Modules, de A-morphismes de A-préschémas, etc. Nous montrerons
également (8.9.1) que la donnée d'un A-préschéma de présentation finie (1.6.1)
équivaut essentiellement à la donnée d'un Ax-préschéma de présentation finie Xx

pour un X assez grand, X étant alors isomorphe à Xx®AxA. On a aussi des énoncés
analogues pour les 0x-Modules de présentation finie, leurs homomorphismes, les
A-morphismes de A-préschémas de présentation finie, etc.

(8.1.2) L'utilité de tels résultats apparaîtra par exemple dans les questions
suivantes :

a) Soient Y un préschéma, y un point de Y, (Ux) le système projectif filtrant
décroissant des voisinages ouverts affines de y dans Y; si Ax est l'anneau de Ux,
les Ax forment un système inductif filtrant croissant, dont la limite inductive A est
l'anneau local Gy ; d'ailleurs, si on désigne par px l'idéal premier \y dans l'anneau Ax,
le système inductif (Ax) est cofinal à tout système inductif (AJ/5 où/parcourt Aa—pa

(pour un a fixe), car les D(/) forment un système fondamental de voisinages de y dans Ua,
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donc dans Y. Les résultats du présent paragraphe impliqueront que la géométrie
algébrique des ^-préschémas de présentation finie (et la théorie des Modules de
présentation finie sur ces préschémas) est essentiellement équivalente à la géométrie
algébrique des préschémas de présentation finie sur des voisinages ouverts « assez
petits » de y. Ainsi, l'énoncé (8.10.5, (xul) implique que si un morphisme f: X->Y
est de présentation finie, alors, pour que XxYSpec(^) soit propre sur Spec(^), il faut
et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que /-1(U) soit propre
sur U.

Un cas particulièrement important, et dans une certaine mesure classique, est
celui où Y est intègre et où y est son point générique, de sorte que Gy n'est autre que
le corps R(Y) = K des fonctions rationnelles sur Y. Les résultats du présent paragraphe
reviennent alors à interpréter la géométrie algébrique sur K en termes de la géométrie
algébrique au-dessus d'ouverts non vides « assez petits » de Y, c'est-à-dire, intuitivement,
en termes de « familles » d'objets géométriques indexées par les points d'un tel ouvert.
Ce point de vue a d'ailleurs été couramment utilisé depuis longtemps, non seulement
en Géométrie algébrique sur des corps algébriquement clos, mais aussi dans l'étude
arithmétique des variétés définies sur un corps de nombres K (extension finie de QJ, en
considérant ce dernier comme le corps des fractions de son anneau des entiers A
(« théorie de la réduction modulo p » (p idéal premier de A); cf. (I, 3.7)). Les résultats
des §§ 8 et 9 fournissent donc entre autres des fondements du langage de la « réduction
modulo p » en arithmétique.

On notera que dans l'exemple envisagé ici, les morphismes S^-^Sx (pour X^JJL)
sont les immersions ouvertes canoniques U^-^Ux, et a, fortiori sont des morphismes plats
(mais non fidèlement plats en général), ce qui explique l'intérêt des énoncés qui font
appel à une telle restriction.

b) Supposons que les Ax soient des corps', de sorte que A = lim Ax est aussi un

corps. Ce cas se présente généralement lorsqu'on part de données géométriques au-dessus
d'un corps quelconque K, que l'on considère comme extension d'un corps k (par exemple
le sous-corps premier de K). il y a alors intérêt à considérer K comme limite inductive
de ses sous-extensions qui sont de type fini sur &, ce qui permet dans de nombreuses questions
de se ramener au cas où K est une extension de type fini de k. Utilisant aussi la méthode
esquissée dans a), on peut alors se ramener généralement au cas d'un anneau de base A
qui est une algèbre intègre de type fini sur k.

On notera que dans cet exemple, les morphismes S(Jl->Sx sont fidèlement plats.
c) Supposons qu'on s'intéresse aux propriétés, locales sur Y, des préschcmas de

présentation finie au-dessus d'un préschéma quelconque Y, que l'on peut dès lors
supposer affine d'anneau A. Il y a alors intérêt à considérer A comme limite inductive
de ses sous-anneaux qui sont des Z-algèbres de type fini^ ce qui permet de ramener de
nombreuses questions au cas où Y est le spectre d'une telle algèbre. C'est là l'explicitation
du « point de vue kroneckérien » suivant lequel la Géométrie algébrique se réduit à la
Géométrie algébrique des préschémas de type fini sur Z (que l'on qualifie parfois de
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« Géométrie algébrique absolue »). Cet exemple nous montre en particulier que dans
la plupart des questions « relatives » sur un préschéma de base Y, on peut se ramener
au cas où Y est noethérien.

On notera que dans cet exemple, au contraire des précédents, les morphismes
SJJL-^SX n'ont en général aucune propriété particulière de régularité.

Par la suite, quand nous appliquerons les résultats qui vont suivre à l'une
quelconque des trois situations particulières qui viennent d'être décrites, nous nous
dispenserons de reprendre en détail le procédé qui permet de faire ces applications,
nous contentant de renvoyer à ce qui précède.

(8.1.3) Dans l'exemple a) de (8.1.2), nous avons vu que si Y est un préschéma
intègre de point générique jy, /:X->Y un morphisme de présentation finie, alors, si
la fibre générique f~l(y) est propre sur h(y), il y a un voisinage ouvert U de y tel que
/~1(U) soit propre sur U ; il en résulte a fortiori que pour tout seU,f~l(s) est propre
sur k(s). Il arrive qu'on ait besoin d'une réciproque, assurant que si f ~ 1 ( s ) est propre
sur k(s) pour « suffisamment » de points jeU, alors f~l(y) est propre sur k(y).
Par exemple, supposons que X et Y soient des préschémas algébriques sur un corps k
algébriquement clos (on peut prendre pour k le corps C des nombres complexes, pour
fixer les idées) ; on a parfois besoin de savoir que si, pour tout jeY, rationnel sur ky

la fibre f ~ l ( s ) est propre sur k(s), alors f~l(y) est propre sur Jc(jv), et par suite f~l(U)
est propre sur U pour un voisinage U dejy (*). Or cet énoncé résultera aisément du
suivant : l'ensemble E des points seY tels que f ~ ± ( s ) soit propre sur h(s) est
constructible (et par conséquent identique à Y tout entier s'il contient les points fermés
de Y, grâce au théorème des zéros de Hilbert (10.4.8)); cela équivaut encore à dire
que si f~l(y) n'est pas propre sur k(y), alors il existe un voisinage ouvert U de y tel
que f"l(s) ne soit pas propre sur k(s) pour tout jeU (cf. (9.6. i, (iv))). Cet exemple
illustre l'intérêt qu'il y a à développer systématiquement des critères de constructibilité pour
les notions les plus importantes : c'est ce qui sera fait au § 9.

8.2. Limites projectives de préschémas.

(8.2.1) Soient S0 un espace annelé, L un ensemble préordonné filtrant croissant,
(j/x, 9{JtX) un système inductif de 0So-Algèbres (non nécessairement commutatives),
ayant L pour ensemble d'indices. On sait que, considéré comme système inductif
de 0St-Modules, (<J/X5 9nx) admet une limite inductive j/; désignons par 9X : j/x->j/
l'homomorphisme canonique (de 0So-Modules). Soit mx : J/X®J/A->J/X Phomomor-
phisme de 0So-Modules qui définit la multiplication dans la 0So-Algèbre j/x ; l'hypo-
thèse sur les 9(JtX entraîne que les mx forment un système inductif d'homomorphismes,

(x) On notera qu'un tel énoncé est en fin de compte purement géométrique, en ce sens qu'il ne fait appel
qu'à des points rationnels sur k, et non à des points génériques; par exemple, lorsque k = C, cet énoncé a une signi-
fication topologique évidente pour l'analyste, en interprétant « propre » au sens topologique du terme, pour les
espaces sous-jacents aux espaces analytiques formés des points de X et Y rationnels sur C.
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et comme le foncteur lim commute au produit tensoriel, m = Km mx est un homo-

morphisme £/®jtf-^jtf de 0go-Modules; par passage à la limite sur les diagrammes
commutatifs exprimant l'associativité de wx et l'existence de la section unité dans j/x,
on voit que m définit sur j/ une structure de &$-Algèbre et que <px est un homomorphisme
de 0So-Algèbres pour tout XeL. En outre si est limite inductive du système (J2/X5 ?nx)
dans la catégorie des ®%-Algèbres, autrement dit, pour toute &$-Algèbre 38, l'application
canonique

(8.2.1.1) HomSo_Alg.(j/, ^) -> Um HomSo.Alg (

qui à tout homomorphisme / : j/->^ de <9So-Algèbres, fait correspondre la famille (/o<px),
est bijective. En effet, on sait déjà qu'elle est injective et identifie HomSo.Alg (<$$, 3S] à une
partie de lim HomSo.Mod (j/X5 âS}\ tout revient à voir que si (/x) est un système inductif

^T~
d'homomorphismes de 0So-Algèbres, /x : J/X->J*, sa limite inductive /: j/->^, qui
est par définition un homomorphisme de &%-Modules, est aussi un homomorphisme
de &$-Algèbres; mais cela résulte du passage à la limite inductive dans le diagramme
commutatif d'homomorphismes de 0So-Modules

et du fait que le foncteur lim commute aux produits tensoriels.

On notera enfin que si les J/X sont des 0So-Algèbres commutatives, il en est de
même de jtf.

(8.2.2) Supposons maintenant que S0 soit un préschéma, et que les j/x soient
des 0So-Algèbres (commutatives) quasi-cohérentes•; on sait alors que j/= lim j^/x est

une (5So-Algèbre quasi-cohérente (1,4.1.1). Désignons par Sx (resp. S) le spectre de
la 0So-Algèbre «a/x (resp. j/) (11,1.3.1), et soient u^ : S(J1^SX (pour X^p.) et
wx : S-^SX les S0-morphismes correspondant aux homomorphismes 9^ et 9X respec-
tivement (H, 1 .2 .7) ; ^ est c^r °lue (^x? wX[x) est un système projectif dans la catégorie
des S0-préschémas. On notera que les z/X{Jl et ux sont des morphismes affines (H, 1.6.2),
donc quasi-compacts et séparés.

Proposition (8.2.3). — Avec les notations de (8.2.2), les morphismes MX : S->SX font
de S une limite projective du système projectif (Sx, uX[l) dans la catégorie des préschémas. En outre,
si h : S0-^T est un morphisme, faisant de tout S0-préschéma un T'-préschéma, S est aussi
limite projective du système (Sx, z/X{J dans la catégorie des T-préschémas.

Prouvons d'abord la seconde assertion de l'énoncé dans le cas T=S0.
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Tout revient à démontrer que si X est un S0-préschéma quelconque, l'application
canonique

(8.2.3.1) HomSo(X5 S) -> Km HomJX, Sx)

qui à tout S0- morphisme v : X->S fait correspondre la famille (u^ov), est bijective.
Or, si g : X->S0 est le morphisme structural et si on pose &—g^(@x)> °lui est une

0So- Algèbre, l'application (8.2.3.1) s'identifie canoniquement à (8.2.1.1) (II, 1.2.7),
et la conclusion résulte donc de ce qu'on a vu dans (8.2.1).

Les autres assertions de (8.2.3) sont; conséquences du lemme général suivant :
Lemme (8.2.4). — Soient C une catégorie^ T un objet de C, CT la sous-catégorie des

objets de C au-dessus de T. Soit (Sx, MX{J un système projectif dans CT; alors toute limite projective

de ce système dans CT est aussi limite projective dans C, et réciproquement.

Soit J\ : SX-^T le morphisme structural. Supposons que S soit limite projective
de (Sx, u^) dans C, et désignons par wx : S->SX les morphismes canoniques corres-
pondants. Considérons alors un système projectif de T-morphismes wx : Y->SX,
où YeCT. Il existe par hypothèse un morphisme unique (dans C) w : Y-»S tel
que wx = uxow pour tout X. L'hypothèse que les z/x sont des T-morphisrnes entraîne
que les morphismes /xowx : S->T sont tous les mêmes, et ce morphisme / fait donc
de S un T-objet. Si g : Y-^T est le morphisme structural de Y, on a alors
fow==fxouxow==f^owx=g pour tout X, ce qui prouve que w est un T-morphisme.
Inversement, supposons (avec les mêmes notations) que S soit limite projective
de (Sx, #XfJ dans CT, et considérons maintenant un système projectif de morphismes
(de C) w^ : Y->SX. Les morphismes composés /x°z#x : Y->T sont alors tous les
mêmes : en effet, pour deux indices quelconques X, JJL, il y a un indice v tel que
X < v et fi,<v, d'où /v=/xOMxv=jk°Mi*v; comme wx = u^ow^ et 0^ = ^00;^ on a
f*ow*—fxou\v°wv—fvowv et on v°ît de même que /pL

0^=7v°z^v. Si g : Y->T est
l'unique morphisme ainsi défini, g fait de Y un T-objet, et les wx sont alors des
T-morphismes ; ils ont par suite une limite projective w : Y->S qui est un T-morphisme,
et a fortiori un morphisme de C; d'ailleurs la première partie du raisonnement montre
que toute limite projective w' (dans C) du système projectif (z0x) est nécessairement
aussi un T-morphisme, donc égale à w, ce qui achève de prouver le lemme.

Proposition (8.2.5). — Sous les conditions de (8.2.2), soient a un élément de L, Xa un

S^-préschéma. Pour tout X^a, posons Xx — Xaxs Sx, et pour a<X^[ji, posons VX[L=IX Xw X f A ,

de sorte que (XX5 VX{L) est un système projectif de X^-préschémas, dont l'ensemble d'indices est

formé des X^a dans L. Posons de même X — Xaxs S et vx=ix Xz/x . Alors les ̂  ^-morphismes

#x : X->XX font de X une limite projective du système projectif (Xx, #X{J dans la catégorie

des ^^-préschémasy ou dans la catégorie de tous les préschémas.

Cela résultera encore du lemme général suivant :
Lemme (8.2.6). — Soient C une catégorie dans laquelle les produits jïbrés existent,

q : T;-^T un morphisme de C, CT (resp. CT,) la catégorie des objets de C au-dessus
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de T (resp. T'). Soit (Sx, wxj un système projectif (non nécessairement filtrant) dans CT, et
posons Sx = SxxTT', u([L = u^[Lx ir, de sorte que (Sx, MX[X) £rt w;z système projectif dans CT,.
^4/or^, M* (S, wx) &rt Mfl£ /zmzte projective de (Sx, MXlJ ^j* CT, (SxTT', t/xx IT») &tf ww#
limite projective de (Sx, HX(Z) dans CT.

On a par hypothèse, pour tout X, un diagramme commutatif

u\ h(
O/ A^ O/ A^ np/

pi p4 ig

S —> Sx —> T
"A \

où l'on a posé S'= S XTT', u( = wx X IT,, Ax = Ax X ir. Soient Y un T'-objet, 5' : Y->T
le morphisme correspondant, et considérons un système projectif de T'-morphismes
z0x:Y->Sx . Alors Y est un T-objet pour le morphisme g = qog', et les wx=/>xo^x sont
des T-morphismes puisque h^owx = h^op^ow'^ = qohr^ow^ = qogf par hypothèse. En outre,
on vérifie aussitôt que (z«;x) est un système projectif. Il existe donc par hypothèse un
T-morphisme w : Y->S et un seul tel que uxow = wx pour tout X. Par définition du
produit fibre, il y a un unique T'-morphisme w' : Y->S' tel que pow'=w. On a
alors u^opow'=u^ow==w^=p^ow^9 ce qui s'écrit aussi p\°u'^owf=p^ozv^ ; d'autre part,
en écrivant que w' est un T'-morphisme, il vient hf^ou^ow' = g' = k(owf^. La définition
de Sx comme produit fibre SXXTT' donne donc u'i<>w'=w'x, et il est immédiat que w'
est l'unique T'-morphisme vérifiant ces relations, d'où le lemme.

Remarque (8.2.7). — Étant donné un espace annelé quelconque S, les limites
inductives par rapport à un ensemble préordonné quelconque L (non nécessairement
filtrant) existent dans la catégorie des 0s-Algèbres commutatives, puisque la limite
inductive filtrante existe d'après (8.2.1) et d'autre part, pour deux homomorphismes
de 0s-Algèbres &/->&, <$#'->fé', le produit tensoriel 3§® j/6 est la « somme amalgamée »
correspondante dans cette catégorie.

Lorsque S est un préschéma, on sait que le produit tensoriel 38®^ est une
0S-Algèbre quasi cohérente lorsqu'il en est ainsi de J/, 3S et ̂  (I, i . 3.13) ; on en conclut
que, dans la catégorie des 0s-Algèbres quasi-cohérentes^ les limites inductives pour un
ensemble préordonné quelconque d'indices existent toujours. Cela permet de généraliser
la définition d'une limite projective de préschémas et les prop. (8.2.3) et (8-2.5) au

cas où l'ensemble préordonné L n'est pas nécessairement filtrant.
(8.2.8) Les notations étant celles de (8.2.2), posons wX{JL = (^Xpl, 0Xpl) et

# X ~(^ X > 0 X ) ; (Sx, ^XlA) est donc un système projectif d'espaces topologiques et (^x) un
système projectif d'applications continues S->SX des espaces sous-jacents respectivement
aux préschémas S et Sx.

Proposition (8.2.9). — Avec les notations de (8.2.8), la limite projective du système
projectif (^»x) d'applications continues est un homéomorphisme de Vespace sous-jacent à S sur la
limite projective du système projectif (Sx, ^X{JL) d'espaces topologiques.

10
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Soit T l'espace topologique limite du système (Sx, ^X|X) et posons ip = lim <f>x
 : S->T.

On peut se borner au cas où S0=Sa pour un aeL, et X>a.

(i) Montrons en premier lieu que la topologie de S est image réciproque par fy
de la topologie de T; autrement dit, si TTX : T->SX est l'application canonique, il faut
montrer que tout ouvert de S est réunion d'ouverts de la forme ^~1(^;T1(UX)), où Ux

est ouvert dans Sx. Or tout ouvert de S est par définition réunion d'ouverts obtenus de
la façon suivante : on considère un ouvert affine U0 de S0, d'anneau A^,, de sorte que
^~1(U0) est l'ouvert affine de S d'anneau A= F(U0, «s/), puis on prend un élément feA
et on considère dans Spec (A), identifié à ^â1(U0)5 l'ouvert D ( f ) . Ce sont ces ouverts D(/)
qui forment une base de la topologie de S (II, 1.3.1). Or, si on pose Ax = r(U0, ̂ x),
on a A = limAx (I, 1.3.9), donc il existe un indice X tel que /soit l'image canonique

d'un élément y^eAx; on a alors D(/)=^1(D(/X)) (I, 1.2.2), et comme ^x = 7rxo^3

notre assertion est démontrée.

(ii) Prouvons maintenant que fy est bijective, ce qui achèvera la démonstration.
Comme S est un espace de Kolmogoroff, il résulte déjà de (i) que ^ est injective, et il
reste donc à montrer que fy est surjective. On peut évidemment remplacer pour cela T
par un ouvert 7r~1(U0), où U0 est ouvert affine dans Sa = S0, donc on peut se limiter au
cas où les Sx et S sont affines, autrement dit eS/x est le faisceau associé à une A0-algèbre Ax ,
et j/ le faisceau d'algèbres associé à A = lim Ax ; nous noterons encore 9^ : Ax->A{Jl

et <px : AX->A les homomorphismes canoniques. Par définition, un élément de T est

une famille (px)X 6 L> °ù Px est un idéal premier de Ax et où l'on a Px^'P^Pn) Pour

X^fji . On sait alors ((5.13.3) et (5.13.1)) qu'il y a un idéal premier p de A tel que
px = <p~1(p) pour tout XeL, ce qui achève la démonstration.

En particulier, on a ainsi démontré le

Corollaire (8.2.10). — Soit (AX)X6L un système inductif filtrant d'anneaux, et soient

A = lim Ax, 9X : AX->A les homomorphismes canoniques. L'application canonique p->(9x"1(p))

est un homéomorphisme de Spec (A) sur l'espace topologique lim Spec(Ax).

Corollaire (8.2.11). — Avec les notations de (8.2.8), pour tout ouvert quasi-compact U
de S, il existe un indice X et un ouvert quasi-compact Ux de Sx tel que U = ^1(UX).

Cela résulte de ce que, par définition de la topologie limite projective, les ^X"1(UX)
(Ux ouvert quasi-compact de Sx) forment une base de la topologie de S, et de ce que
l'ensemble d'indices L est filtrant.

Corollaire (8.2.12). — Avec les notations de (8.2.8), la limite inductive du système

inductif d' homomorphismes 0f : ^x(^sx)~>^)s de faisceaux d'anneaux sur S est un isomorphisme

(8.2. 12. i) limfx(^x)^s.
X

On peut évidemment supposer les Sx affines; avec les notations de la démonstration
de (8.2.9), t°ut revient à voir que la limite inductive du système d'applications cano-
niques (Ax)p ->Ap est un isomorphisme, ce qui n'est autre que (5.13.3, (ii)).

il
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Proposition (8.2. 13). — Supposons que les morphismes u^ : S(JL-^SX soient des immersions
ouvertes, de sorte que S^ s* identifie à un sous-préschéma induit sur un ouvert de Sx pour X^JJL.
Alors y pour tout aeL, l'espace sous-jacent au préschéma S s'identifie au sous-espace de Sa inter-
section des Sx pour X^a, et le faisceau structural (9S au faisceau induit (G, II, 1.5) par &$ sur

cette intersection ; plus généralement., pour tout &$ -Module Jr
a, M* («^"a) s'identifie au 6%-Module

induit par Jr
a sur S.

La première assertion résulte de (8.2.9), vu la définition d'une limite projective
d'espaces topologiques; en outre tous les ^x(^sx) sont égaux au faisceau induit par &$

sur S par définition (0I3 3.7.1) et, avec les notations de la démonstration de (8.2.9),
les homomorphismes (Ax)px->(AJp sont bijectifs pour un système (px) d'idéaux

premiers correspondant à un même point de S ; l'assertion relative à 0S se déduit donc

de (8.2.12). La dernière assertion résulte alors de la définition de ^(^a) (Ou 4 - 3 - 1 ) *

Remarque (8.2.14). — Les résultats de (8.2.9) et (8.2.12) montrent que S est
limite projective du système projectif (Sx, MX{X) dans la catégorie de tous les espaces
annelés (ou de tous les espaces annelés en anneaux locaux). En effet, soit Y un espace
annelé, et considérons un système projectif de morphismes d'espaces annelés w^ : Y->SX.

Si l'on pose ^X = (PX> <*>x)> IGS Px forment un système projectif d'applications continues
et, en vertu de (8.2.9), 'eur limite projective p s'identifie à une application continue Y->S

telle que px = <K0P • D'autre part, les cof : p*(<9sx)~
>^Y forment un système inductif

d'homomorphismes de faisceaux d'anneaux; comme on peut écrire Px(^sx)
 = P*(^x(^sx))

et que le foncteur p* est exact, la limite inductive des PX($SX) est P*(^x) en verta de (8 . 2 . 1 2),

et il y a donc un homomorphisme unique o># : p*(^)s)~>^Y te^ °lue <$= w*op*(0|)3 ce
qui démontre notre assertion.

8.3. Parties constructibles dans une limite projective de préschémas.

(8.3.1) Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons remplies les conditions
de (8.2.2), dont nous conservons les notations.

Théorème (8.3.2). — Pour tout X, soient Ex, Fx deux parties de Sx. Posons

On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(i) Pour tout X, Ex est pro-constructible et Fx est ind-constructible (1.9.4).
(ii) Pour X^fx, on a

(iii) // existe aeL tel que Sa soit quasi-compact (ce qui entraîne que Sx est quasi-
compact pour X>oc).

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) ECF.

12
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b) // existe X^a tel que u^l(E^) C^1(FX) (et alors on a ^i(E[L)Cu~l(F[))
pour

c) // existe X^oc te/ çw0 EXCFX (et alors on a E^CF^ pour
Les remarques entre parenthèses dans b) et ^ résultent de (ii). Posons

Gx = Exn(Sx-Fx), G = En(S-F).

Alors Gx est une partie pro-constructible de Sx (1.9.5, (i))> et en vertu de (8.3.2.1)
et de (ii), on a

On est donc ramené à prouver le cas particulier de (8.3.2) correspondant à Fx — 0
pour tout X :

Corollaire (8.3.3). — Pour tout X, soit Ex une partie pro-constructible de Sx telle que,
pour X<[z, on ait EtxCM^ |

1(Ex). Supposons qu'il existe aeL tel que Sa soit quasi-compact.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) E = n«x-1(Ex)=0.

b) // existe un X tel que w^ l(Ex)=0 (et alors M~1(Epl)=0 pour JJL^X).
c) // existe X tel que Ex=0 (et alors E^— 0 pour jz^X).
Il est clair que c) implique a). Prouvons que a) entraîne b) : puisque Sx est

quasi-compact, il en est de même de S (8.2.2); Ex étant pro-constructible, il en est
de même de w^"1(Ex) (1.9.5, (vi))î alors la famille filtrante décroissante d'ensembles
pro-constructibles w^"1(Ex) a une intersection vide, donc (1.9.9) l'un d'eux est vide.

Enfin, montrons que b) entraîne c). Comme Sa est quasi-compact et L filtrant,
on peut remplacer Sa par un ouvert affine, donc supposer (8.2.2) que S et les Sx

pour X^a sont affines; on a alors (1.9.2.1), pour

d'où Exnax(S)

Or, comme wx et les u^ sont quasi-compacts, ftx(S) et ^(SJ sont pro-
constructibles dans Sx (1.9.5, (vii)), donc les ensembles ExnMX!Z(S(X) pour pi^X
forment une famille filtrante décroissante de parties pro-constructibles de Sx. Comme Sx

est quasi-compact, l'hypothèse b) entraîne que l'intersection de cette famille est vide,
donc (1.9.9) un des ensembles ExnwX[JL(SJ est vide, donc EIXCM^Ï

1(EX) est vide.
C.Q.F.D.

Corollaire (8.3.4). — Pour tout X, soit Fx une partie ind-constructible de Sx telle que

pour X^[jL on ait ^1(Fx)CFjl. Supposons qu'il existe aeL tel que Sa soit quasi-compact.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) U ensemble F = Uwr1(Fx) est éSal à S.

b) // existe un X tel que w^"1(Fx) = S (et alors M~1(F(JL) = S pour (ji^X).

13
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c) // existe un X tel que FX = SX (et alors F^^S^ pour
Cela se déduit aussitôt de (8.3.3) Par passage aux complémentaires.
Corollaire (8.3.5). — P°ur tout ^ soient Ex, Fx deux parties constructibles de Sx telles

que, pour [x^X, on ait E^Cu^(E^) et FplI)^
1(Fx). Supposons qu'il existe un indice a tel

que Sa soit quasi-compact. Alors, pour que E CF (resp. E = F), il faut et il suffit qu'il existe X

tel que EXCFX (resp. EX = FX), auquel cas on a aussi E^CF^ (resp. E|1 = FJ pour \L^\.

C'est un cas particulier de (8.3.2).
En particulier :
Corollaire (8.3.6). — Supposons qu'il existe un a tel que Sa soit quasi-compact. Pour

que S=0, il faut et il suffit qu'il existe un X tel que Sx=0.

Corollaire (8.3.7). — ®n a> Pour

(8.3-7.1) «x(s)
Il est clair que le premier membre de (8.3.7.1) est contenu dans le second. Soit s

un point de Sx et posons Xx = Spec(fe(j)); considérons le système projectif (X^, z^)
où X{Jt = Xxxs S^ et ^v=iXt/ | l v pour X^^v; sa limite projective est X = Xxxg S
et P X = I X M X est l'application canonique X->XX (8.2.5). Si ^0^(8^) , cela

tt^X

entraîne que X^ + 0 pour tout [ji^X (I, 3.4.8); il résulte alors de (8.3.6) que X=}=0,
donc seu^(S) par (1,3.4.8).

Proposition (8.3.8). — (i) Pour que le morphisme wx : S->*SX soit dominant (resp.
surjectif), il faut et il suffit que pour (ji^X le morphisme UX[L : SJX->SX soit dominant (resp.

surjectif).
(ii) Si, pour un indice X, les morphismes u^ : 8{JI->SX sont plats (resp. fidèlement plats)

pour tout (Ji^X, alors le morphisme wx : S->SX est plat (resp. fidèlement plat).

(iii) Supposons que les morphismes u^ : S-^S^ soient surjectifs pour (jt^X. Pour que wx

soit un morphisme ouvert (resp. universellement ouvert), il faut et il suffit que, pour tout jji^X,

HXfA soit un morphisme ouvert (resp. universellement ouvert).

(i) Comme wx(S)C#X|Jl(SJ pour [ji^X, la nécessité des conditions est triviale, et
il résulte aussitôt de (8.3.7.1) que si les wX(JL sont surjectifs, il en est de même de wx.
Supposons maintenant les UX[L dominants pour [i^X, et considérons dans Sx un ouvert
quasi-compact non vide Ux; alors les U|t = M^1(Ux) pour \L^\ forment un système
projectif dont la limite projective est U = w^"1(Ux) (8.2.5). Par hypothèse les U^ sont
tous non vides, donc il en est de même de U par (8.3.6), ce qui prouve que MX est
dominant.

(ii) En vertu de (i), il suffit de considérer le cas où les WX|A sont plats; on peut alors
se borner au cas où Sx est affine, donc aussi les S^ pour (jt^X et S, et l'assertion résulte
alors de (2.1.2) et (Û!, 6.2.3).

(iii) En vertu de (8.2.5) et de (I, 3.5.2), il suffit de traiter le cas des morphismes
ouverts. Comme u^ = u^ou^ et que u^ est surjectif, on sait que si wx est ouvert il en est
de même de u^ pour fji^X (Bourbaki, Top. gén., chap. Ier, 3e éd., § 5, n° i, prop. i).

U
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Inversement, pour montrer que wx est ouvert lorsque tous les &X{JL le sont pour
il suffit de voir que pour tout ouvert quasi-compact V de S, MX(V) est ouvert dans Sx;
mais il existe alors [ji>X tel que V— ̂ "^VJ, où V^ est ouvert dans S^ (8.2.11);
comme u^ est surjectif, on a VpL = wlA(V) et #X(V) = ̂ («^(V)) est donc ouvert par
hypothèse.

On notera qu'il peut se faire que tous les wXjJl soient ouverts sans qu'il en soit ainsi
de wx si les u^ ne sont pas surjectifs. On en a un exemple en considérant un anneau
intègre A qui n'est pas un corps, et son corps des fractions K, qui est limite inductive
des A/? où / parcourt A — {o}; si l'on pose S1 = Spec(A), S/ = Spec(A/), on a
S=lim S/ = Spec(K), et le morphisme S->Sj n'est pas ouvert, bien que les mor-
phismes S^-^Si le soient.

(8.3.9) Pour tout préschéma X, nous noterons comme d'ordinaire ^3(X)
l'ensemble des parties de l'ensemble sous-jacent à X, par (£(X) (resp. £)c(X), gfc(X),
£3rc(X)) l'ensemble des parties constructibles (resp. constructibles et ouvertes,
resp. constructibles et fermées, resp. constructibles et localement fermées) de X.
Il est clair que ($(SX), u^) est un système inductif d* ensembles et que les applications
u^1 : ^J3(SX) -*^$(S) forment un système inductif d'applications, d'où, en passant à la
limite inductive, une application canonique

(8.3.9.') Wsp

En outre, il résulte de (1.8.2) que w^1 applique (£(SX) (resp. £)c(Sx), 2fc(Sx)>
£2fc(Sx)) dans (^(SJ (resp. Oc(SJ, 2rc(SJ, fi8fc(S,,)) et que u^ applique ttfo) (resp.
Oc(Sx), 8fc(Sx), £2fc(Sx)) dans Œ(S) (resp. Oc(S), 5c(S), figc(S)). On a donc par
restriction de (8.3.9.1), des applications canoniques

(8.3.9-2) lini£(Sx) ^G(S)

(8 .3-9-3) l_iniOc(Sx) ->Oc(S)

(8.3.9-4) lim8fc(Sx) ->2rc(S)

(8 .3-9-5)

(8.3.10) Soit g a : Xa->Sa un morphisme; avec les notations de (8.2.5) on a

comme ci-dessus une application canonique v^ : lira ^j3(Xx)-> ^Î(X); d'autre part, on a
des morphismes de projection gx : XX->SX pour tout X^a et un morphisme de
projection g : X->S. Il est clair que les g^1 : sÇ(Sx)-> ^(Xx) forment un système
inductif d'applications, et que les diagrammes

15
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sont commutatifs; on en déduit donc par passage à la limite inductive un diagramme
commutatif

(8.3.10.1) rl

et il résulte de (1.8.2) que l'on a des diagrammes analogues en remplaçant ^ par (£,
Oc, gc ou fige.

Il résulte de (8.3.5) (lue sous l'hypothèse que pour un aeL, Sa est quasi-compact,
l'application canonique (8.3.9.2) est injective. En outre :

Théorème (8.3.11). — Supposons qu'il existe un aeL tel que Sa soit quasi-compact et
quasi-séparé. Alors les applications canoniques (8.3.9.2), (8.3.9.3), (8 • 3 • 9 • 4) et (8.3.9.5)
sont bijectives.

En vertu de la remarque précédente, il reste à prouver que ces applications sont
surjectives ; comme toute partie constructible de S est réunion finie d'ensembles de la

forme UnÇv, où U et V sont ouverts et constructibles, il suffira de prouver
que (8.3.9.3) est surjective pour qu'il en soit de même de (8.3.9.2) (et aussi
de (8.3.9.4), Par passage aux complémentaires). Or, comme les morphismes Sx->Sa

et S->Sa sont affines, donc séparés, les Sx pour X^a et S sont quasi-compacts et quasi-
séparés (1 .2 .2) , et l'on sait que les parties ouvertes constructibles dans un tel préschéma
ne sont autres que les parties ouvertes quasi-compactes (1.8.1). La conclusion résulte
donc de (8.2.11) sauf pour l'application (8.3.9.5). Pour prouver que cette dernière
est surjective, considérons une partie Z localement fermée et constructible dans S;
Z est donc quasi-compacte (Om, 9.1.4). Comme tout point #eZ admet par hypothèse
un voisinage ouvert quasi-compact V^ dans S tel que Z n V^ soit fermé dans V^, on peut
couvrir Z par un nombre fini des Vx; autrement dit, il y a un ouvert quasi-compact U
contenant Z et tel que Z soit fermé dans U; comme Z est constructible dans S, il l'est
aussi dans U (Om ,9.1.8). On sait (8.2.11) qu'il y a un indice X et un ouvert quasi-
compact Ux dans Sx tels que U —w^1(Ux). Appliquant à U (qui est limite projective
des U^ — MX^UX) pour (x^X) le fait que l'application (8.3.9.4) esc surjective, on voit
qu'il existe un [i^X et un ensemble fermé constructible Z^ dans U^ tels que Z — u^l(ZlL).
Mais comme l'immersion canonique U^-^S^ est quasi-compacte par hypothèse (1 .2 .7) ,
elle est de présentation finie (1.6.2, (i)), et Z^ est aussi une partie constructible de S^
en vertu de (1.8.4) et ( x -8. i ) ; comme Z^ est évidemment localement fermée dans S^,
cela achève la démonstration.

Corollaire (8.3.12). — Supposons qu'il existe un a tel que Sa soit quasi-compact, et soit,

pour tout X, Zx une partie constructible de Sx telle que Z{Jt = M^1(Zx) pour (ji^X. Si Z = w^"1(Zx),
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alors, pour que Z soit ouverte (resp. fermée, resp. localement fermée] dans S, il faut et il suffit

qu'il existe X^a tel que Zx le soit dans Sx.

Couvrons Sa par un nombre fini d'ouverts affines U^; alors les U^ = M~1(U^)
forment un recouvrement ouvert affine de S, et pour que Z soit ouvert (resp. fermé,
resp. localement fermé) dans S, il faut et il suffit que chacun des Z n Uw le soit dans U(tl).
Comme L est filtrant et que chacun des Z n Uw est constructible dans Uw (Om, 9.1.8),
on peut se borner à démontrer le corollaire lorsque Sa est affine, donc quasi-compact
et quasi-séparé; mais alors il résulte de (8.3.11).

Proposition (8.3.13). — Supposons que les morphismes u^ : S{Jt->Sx soient plats

pour X^JJL, et qu'il existe oc tel que Sa soit quasi-compact. Pour tout X, soient Zx, Zx' deux parties

pro-constructibles de Sx, telles que Z^ = wx^t
1(Zx) et Z^ = u^(Z^) pour (ji^X; on suppose en

outre que Z^ est constructible dans Sa. Soient Z'=wx~1(Zx), Z" — wx~1(Zx
/); pour que Z"CZ'3

il faut et il suffit qu'il existe X^a tel que Zx' CZX .

En effet, on sait que ux : S->SX est aussi un morphisme plat pour tout X (8.3.8);
comme Zx est pro-constructible, l'adhérence de Z^ pour [i^X (resp. de Z') dans S^

(resp. S) est égale à «^(ZJj (resp. «^(Z^)) (2.3.10). Comme les u^(Z[) et u^fà)
sont constructibles (1.8.2), la conclusion résulte de (8.3.2).

8.4. Critères d'irréductibilité et de connexion pour les limites projectives
de préschémas.

Proposition (8.4.1). — Supposons qu'il existe un indice a tel que Sa soit quasi-compact.

(i) Si S n'est pas irréductible et si de plus l'espace sous-jacent à S est noethérien et Sa quasi-

séparé, il existe X^a tel que, pour [Ji^X, S^ ne soit pas irréductible.

(ii) Si & n'est pas connexe, il existe X^a tel que, pour [z^X, S^ ne soit pas connexe.

Supposons que S soit réunion de deux ensembles fermés S', S" distincts de S
(resp. fermés disjoints et non vides). Dans le cas (i), S' et S" sont constructibles puisque
l'espace S est noethérien. En vertu de (8.3. n), il existe donc un X^a et deux ensembles
fermés constructibles Sx, Sx' de Sx tels que S'= wx

 1(SX), S"= w^1(Sx
/) ; comme S — S'u S",

il résulte aussi de (8.3.11) que l'on peut supposer que Sx —SxuSx ' ; comme Sx et Sx'
sont distincts de Sx, cela prouve que Sx n'est pas irréductible.

Dans le cas (ii), S' et S" sont ouverts quasi-compacts, donc, en vertu de (8.2.11),
il existe un X^a et deux ensembles ouverts quasi-compacts Sx, Sx' de Sx tels que
S'=M~1(Sx), S'^i^Si'). D'ailleurs, comme S' et S" sont ouverts et fermés dans S, ils
sont à la fois pro-constructibles et ind-constructibles (1.9.6), donc constructibles (1.9.11),
et il résulte donc de (8.3.5) que l'on peut supposer X pris tel que Sx = SxuSx ' et
Sx n Sx' =0, ce qui montre que Sx n'est pas connexe.

Proposition (8.4.2). — Supposons que l'espace sous-jacent à S soit noethérien et que l'une

des deux conditions suivantes soit vérifiée :

a) Pour X^IJL, WX{JL : S{Z->SX est dominant, et il existe a tel que Sa soit quasi-compact.

17
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b) // existe a tel que l'espace sous-jacent à Sa soit noethérien, et pour (ji^X, wX(Jl est un
homéomorphisme de S^ sur un sous-espace de Sx.

Sous ces conditions, il existe un X tel que, pour tout

(i) Pour toute composante irréductible Y{de S (i ̂ i^m), ^(Yj) &rt M/ze composante irréduc-

tible de S^, £* l'application Yi->w{Jl(Yi) &rf ww* bijection de l'ensemble des composantes irréductibles
de S ^wr l'ensemble des composantes irréductibles de S^.

(ii) P0ttr fowte composante connexe Cj de S (i^j^n), u^C-) est une composante connexe

de S^, tf£ l'application C,f~ >wlx(CJ-) &y£ zw0 bijection de l'ensemble des composantes connexes de S
.rar l'ensemble des composantes connexes de S^.

Nous établirons d'abord le

Lemme (8.4.2.1). — Sous la condition a) ou b) ̂  (8 . 4 . 2) , il existe X te/ ̂ 0, pour [L^\,
M^ : S-^S^ soit dominant.

Dans le cas a), cela a déjà été prouvé sans supposer l'espace S noethérien (8.3.8,

(i)). Dans le cas b), posons Za — wa(S); en tant que partie fermée de l'espace noethé-
rien Sa, Za est constructible, et comme w~1(Za) = S, il résulte de (8 . 3 . 5) qu'il existe X^= a
tel que, pour [Ji^>, on ait Z{JL = ̂ 1(ZX) — S^. Mais comme z/a{JL est un homéomorphisme
de S^ sur un sous-espace de Sa, et comme l'application composée S->Z(Jl->Za est
dominante, il en est de même de S-^Z^ — S^.

Ce lemme étant démontré, on peut supposer que pour tout X, wx est un morphisme
dominant.

(i) Chacun des Sx est réunion des Mx(Yi), qui sont irréductibles. D'autre part,
si Ut- est l'ouvert de S complémentaire de la réunion des Y?- d'indice j^i(i^i^m),

les U< sont deux à deux disjoints et Y^U^ (0I5 2.1.6). Comme l'espace sous-jacent
à S est noethérien, les Ut- sont quasi-compacts, donc il existe un indice X et des
ouverts Uix de Sx tels que Ui = z/^"1(UiX) pour i^i^m (8.2.11). On en conclut que
si l'on pose 11̂  = ̂ (̂11 )̂ pour X^[i, les \Ji[L sont deux à deux disjoints, car

les Ui = u~1(Ui[l) le sont et u^ est dominant. Par suite, aucune des adhérences Ui|X

n'est contenue dans une autre et ^(U^) est dense dans Ui[L puisque u^ est dominant;

on a donc Ut.|i = M|1(Yj, ce qui prouve que les U^ sont les composantes irréductibles
de S^ (Oj, 2 .1 .7) et achève la démonstration.

(ii) Comme l'espace S est noethérien, les C?- sont ouverts et fermés dans S et quasi-
compacts ; le même raisonnement que dans (i) montre donc qu'il existe un X et des
ouverts VyX de Sx tels que C~tÇ"1(VyX) pour i^j^n. On voit aussi, comme dans (i),
que si l'on pose Vj[l = u^(VjX) pour (x^X, les V^ sont deux à deux disjoints, et ^(Cy)
est dense dans V^; cela entraîne que V/lx est connexe. En outre, il résulte de (8.3.4)
que pour ^ assez grand, la réunion des V^ est S^, puisque tout ouvert dans un
préschéma est ind-constructible (1.9.6). Les V^ sont donc les composantes connexes
de S^, ce qui achève la démonstration.

On notera que si les morphismes UX[L sont des immersions, ils vérifieront en particulier
la condition b) de (8,4.2).

18
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Corollaire (8.4.3). — Supposons vérifiée l'une des conditions a), b) de (8.4.2), l'espace

sous-jacent à S étant noethérien ; alors, pour que S soit irréductible, il faut et il suffit qu'il existe X

tel que S^ le soit pour tout ^^X.

Proposition (8.4.4). — Supposons qu'il existe un a tel que Sa soit quasi-compact et que,

pour X<(ji, u^ : S{JL->SX soit dominant. Alors, pour que S soit connexe, il faut et il suffit qu'il

existe X tel que S^ le soit pour tout [JL^X.

La condition est suffisante en vertu de (8.4.1); d'autre part, on a vu (8.3.8, (i))
que u-^ : S->SX est dominant pour X assez grand, donc, si S est connexe, il en est de
même de Sx, puisque MA (S) est dense dans Sx et connexe.

Corollaire (8.4.5). — Soient k un corps, X un k-préschéma quasi-compact. Pour que X

soit géométriquement connexe (4.5.2), il faut et il suffit que, pour toute extension finie et séparable K

de k, X®^K soit connexe.

La condition est trivialement nécessaire. Pour voir qu'elle est suffisante, nous
devons prouver que si Q est une clôture algébrique de k, XO^O est connexe (4.5.1).
Or, O est limite inductive filtrante des sous-extensions finies k' de k, et pour k C k' C k" C £>,
le morphisme X®A.£"->X®fc£' est surjectif. On est donc ramené, en vertu de (8.4.4),
à prouver que X®feA;' est connexe pour toute extension finie k' de k. Mais si K est la
plus grande extension séparable contenue dans k', le morphisme X®fc£'->X®fcK est
fini, surjectif et radiciel, donc (2.4.5) un homéomorphisme, et comme X®fcK est
connexe par hypothèse, il en est de même de X®^'.

Remarques (8.4.6). — (i) La démonstration de (8.4.2) montre que la conclusion
de cette proposition est valable si l'on suppose que l'espace sous-jacent à S est noethérien,
qu'il existe a tel que Sa soit quasi-compact, et enfin que les ux : S->SX sont dominants.

(ii) Par contre, la conclusion de (8.4.2) peut être en défaut lorsque les MX ne sont
pas dominants pour X assez grand, même lorsque les Sx et S sont noethériens, ainsi que
le montre l'exemple suivant. Prenons pour ensemble d'indices N, tous les Sn étant
égaux à Spec(AxK) = Spec(A)uSpec(K), où K est un corps, A une K-algèbre
quelconque, et tous les morphismes #w>n + i étant égaux au même morphisme correspon-
dant à l'homomorphisme (x,y}~>(j(y),y] de AxK dans lui-même, où j : K^A est
l'homomorphisme canonique. On vérifie aisément que la limite inductive de ce système
d'anneaux est K, l'homomorphisme canonique un correspondant à la seconde projection
Ax K-»K. On voit donc que S = Spec(K) est irréductible bien qu'aucun des Sn ne soit
connexe.

8.5. Modules de présentation finie sur une limite projective de préschémas.

(8.5.1) Nous conservons toujours les notations de (8.2.2); nous nous bornerons
en outre au cas où S0 est l'un des Sx, auquel on peut toujours se ramener.

Lorsque, dans cette section, nous considérerons une famille (Jr
x), où, pour tout XeL, ̂ x est

un (9 g -Module, il sera sous-entendu que cette famille vérifie la condition

(8.5.1.1) ^ = «U^x) P°ur
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Nous poserons alors

(8.5.1.2) P=

qui est un 0s-Module ne dépendant pas de l'indice XeL, en vertu de l'hypothèse
(8.5.1.1).

Soient maintenant (^x), (^x) deux telles familles de 0S -Modules.

Il est clair que les applications A~>wxJ/x) de Homs (^x, âfx) dans Homs (J^, ̂ )

définissent alors un système inductif de groupes abéliens (Homs (^x, ^x), wXfJ, et que les

applications ./X~*"MA(./A) forment un système inductif d'homomorphismes de groupes abéliens

d'où, en passant à la limite inductive, un homomorphisme canonique de groupes
abéliens

(8.5.1.3) uy^ :limHomSx(^x, #x) -> Homs(^, #).

Notons que lorsque ^"X = 0S la condition (8.5.1.1) est vérifiée, et que l'on a

JF— 0g ; P homomorphisme (8.5.1.3) donne donc (Oj , 5 . i . i ) un homomorphisme
canonique de groupes abéliens

(8.5.1-4) %

Théorème (8.5.2). — (i) Supposons S0 quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé]
et que , pour un XeL, ^x soit quasi-cohérent et de type fini (resp. de présentation finie) et ^x

quasi-cohérent. Alors V homomorphisme u^^ est injectif (resp. bijectif).

(ii) Supposons S0 quasi-compact et quasi-séparé. Pour tout 0^-Module quasi-cohérent ̂  de
présentation finie , il existe un XeL et un 0^- Module quasi-cohérent J^ de présentation finie tels
que 3F soit isomorphe à MX(«^"X).

(i) On peut évidemment se borner au cas où S0— Sx puisque les morphismes
wox : SX->S0 sont affines, donc quasi-compacts et séparés. Considérons d'abord le cas
où S0— Spec(A0) est affine. Alors l'assertion (i) équivaut au

Lemme (8.5.2.1). — Soient A0 un anneau, (Ax)XeL un système inductif de AQ-algèbres,
A = limAx; soient M0, N0 deux A0-modules, et posons Mx = M0®AoAx, Nx — N0®AoAx,

M = M0®AoA==lim Mx, N = N0®AoA=:lim Nx. Si M0 est de type fini (resp. de présentation

finie), V homomorphisme canonique

(8.5.2.2) limHomAx(MX)Nx) -> HomA(M, N)

est injectif (resp. bijectij}.

On sait en effet (Bourbaki, Alg., chap. II, 3e éd., § 5, n° i) que l'on a des
isomorphismes canoniques fonctoriels

HomAx(Mx,Nx)^HomAo(M0,Nx), HomA(M, N) ̂  HomAo(M0, N)

20



§ 8 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 21

si bien que l'homomorphisme (8.5.2.2) n'est autre, à des isomorphismes canoniques
près, que l'homomorphisme canonique

(8.5.2.3) limHomAo(M0,Nx)->HomAo(M0,limNx),

qui, à tout système inductif d'homomorphismes de A0-modules 6X : M0->NX, fait
correspondre sa limite inductive.

Or, si M0 est de type fini (resp. de présentation finie), on a une suite exacte
A™->M0->o (resp. AQ->A™->MO->O); comme il est clair que (8.5.2.3) est bijectif
lorsque M0 est de la forme A^, il suffit d'utiliser l'exactitude à gauche du foncteur
M0->HomAo(M0, P) et l'exactitude du foncteur lim (dans la catégorie des groupes
abéliens) pour conclure.

Passons au cas où S0 est quasi-compact, et soit (UJ un recouvrement fini de S0

par des ouverts affines; pour tout X, les Ua = w^1(U^) forment un recouvrement ouvert
affine de Sx, et les V^ — ^1(Ut-) un recouvrement ouvert affine de S. Pour voir que uy^

est injectif, il faut prouver que si /x : «^"x~>^x est te^ °lue /— wxCA)~°3 alors il existe
[jt^X tel que f^=-wX[X(/x) = o. En vertu du lemme (8.5.2.1), pour chaque i il existe
un \ tel que /JU^ = o pour [i^A^. Il suffit donc de prendre ^ plus grand que tous
les A;.

Supposons en outre S0 quasi-séparé et ^0 de présentation finie, et soit f : & -><&
un homomorphisme de ^-Modules. En vertu du lemme (8.5.2.1), pour tout i, il existe
un indice \t et un homomorphisme f$ : ̂ "x.lU^.-^^. Uz- j X . tels que u(.(f^l))=f\Vi.
Comme L est filtrant, on peut en outre supposer tous les A; égaux à un même A. Notons

maintenant que Sx est quasi-séparé (1.2.3) et ̂ \ est un ^-Module quasi-cohérent de

présentation finie (0I? 5.2.5); comme, pour tout couple d'indices i, j, Ui;-x = Ua n U;-x

est quasi-compact et que l'on a ul(f^\Vij^ = u^(f^\VijX)=f\(VinVj) par défi-
nition, il résulte de ce qu'on a vu plus haut qu'il existe un indice Ai?- tel que
Mxn(^*)|U<A) = Mxn(^[ f )lu<A) P°ur V->\j°> prenant ji plus grand que tous les A-y,
on voit donc que u^(f®) et ^(/F) coïncident dans U^nU^ pour tout
couple (i,j), et par suite définissent un homomorphisme f^ : ̂ ^^^ tel que f=u*lL(f[t).

Avant de passer à la démonstration de (ii), notons les corollaires suivants de (i) :
Corollaire (8.5.2.4). — Supposons S0 quasi-compact, J^x quasi-cohérent de type fini.,

^x quasi-cohérent de présentation finie. Soit fx : J^"x->^x un homomorphisme. Pour que
y=z/x(/x) : JF->^ soit un isomorphisme, il faut et il suffit qu'il existe (ji^A tel que
f[l = u*iVi(fi) : J^-»^ soit un isomorphisme.

On peut toujours supposer SX = S0; la question étant locale sur S0, on peut en
outre (S0 étant quasi-compact et L filtrant) se ramener au cas où S0 est affine, donc quasi-
séparé. La condition étant trivialement suffisante, il reste à montrer qu'elle est néces-
saire : or, il y a par hypothèse un 0g-homomorphisme g : S?->JF tel que g°f= i&

et f°g=ig.. Comme ^ est de présentation finie, il existe v ^ A et un homomorphisme
£v : ^V->J^V tels que g = «*(&,) en vertu de (8.5.2, (i)); on a par suite */*(&,o/v)=: ÏJF
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et H*(^,ogv):= ig; compte tenu de ce que «^"v et â?v sont de type fini, on en conclut
par (8.5.2, (i)) qu'il existe ^v tel que l'on ait g[lof[l=i^ et f[logli=i^ d'où le
corollaire.

Corollaire (8.5.2.5). — Supposons S0 quasi-compact et quasi-séparé. Supposons que 3P 'x,

^x soient des &$ -Modules quasi-cohérents de présentation finie. Pour que 3F et <3 soient isomorphes -,

il faut et il suffit qtfil existe (ji^X tel que 3F ̂  et *£^ soient isomorphes. De plus, pour tout

isomorphisme f : e^^>^, il existe un v^ (JL et un isomorphisme f^ : «^"v^â?v tels que f=ul(ff).

Cela résulte de (8.5.2.4) et de (8.5.2, (i) ) puisque tout homomorphisme / : &> -> S?
est de la forme */*(/J pour un (i^X et un homomorphisme f^ : «^"|X->S?lt.

(ii) Considérons encore en premier lieu le cas où S0=Spec(A0) est affine. Alors
l'assertion équivaut au lemme (5.13.7.1).

Dans le cas général, en partant d'un recouvrement ouvert affine fini (U,-) de S0,
on déduit de (5.13.7.1) que pour tout i, il existe un indice X(i) et un 0^ -Module

*> Mv

quasi-cohérent de présentation finie «^ tels que u*^(^r
i) = ̂ r\Vi (avec les notations

de (i)). En outre, comme L est filtrant, on peut supposer que tous les \ sont égaux à
un même X. Comme U^ = Ut-x n UjX est quasi-compact et quasi-séparé (1.2.7), *'
résulte de (8.5.2.5) que pour tout couple (î,j), il existe un indice X^X et un isomor-
phisme e£/ :tt^.(^f|U£/x)^MxfX<.(-^/|U l7x) tel que ii^(6l7) soit l'automorphisme
identique de ^ \ (V,- n V;-) ; on peut encore supposer tous les X^- égaux à X. Changeant
les notations, on peut donc supposer qu'il existe pour tout couple (i,j) un isomor-
phisme 0t-y : ̂ i | U,^x ^> ^j \ Uf ?-x , tels que Mx(6i?.) soit l'automorphisme identique
de ^ \ ( Vi n Vj-) . Enfin, pour trois indices quelconques i, j, £, si l'on pose
U^ x = Ut-x n Uj-x n UfcX , Uf.?.ftf x est quasi-compact, et si 6t'?-, 6^fc et 6 .̂ désignent les
restrictions de 6 .̂, Qjk et 6ife à U^x, on a wx(9t'yo9^) = Mx(%)- H y a donc, en vertu
de (i), un indice (OX tel que l'on ait MXpt(9^.) = MXtJt(9^o0^)J donc les isomorphismes
MX[A(%) : "xix^tîlU^ ^> MXï*(-^y)|U^ vérifient la condition de recollement, et défi-
nissent par suite sur S^ un fî^g -Module quasi-cohérent 3F ̂  de présentation finie (0I? 3 . 3 . i)

tel que & soit isomorphe à tt*(<^J-
Scholie (8.5.3). — Le résultat de (8.5.2) s'exprime encore en disant que si S0

est quasi-compact et quasi-séparé, la catégorie des 0s-modules quasi-cohérents de pré-
sentation finie est déterminée à équivalence près par la donnée des catégories des
0S -Modules quasi-cohérents de présentation finie, des foncteurs WX{A entre ces caté-
gories, et des isomorphismes de transition w*voz/X{x^>wXv. De façon imagée, on peut dire
que la donnée d'un 0g»Module quasi-cohérent de présentation finie ÏF équivaut « fonc-
toriellement » à la donnée d'un 0S -Module de présentation finie ̂ x pour X grand et que,
si un 0S -Module quasi-cohérent de présentation finie 3F'^ a aussi !F comme image réci-
proque, alors J*"x et &>'^ ont même image réciproque dans un Sv convenable (v > X, v ̂  (JL) .

Nous allons interpréter de ce point de vue diverses notions liées aux 0g-Modules
quasi-cohérents.
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Corollaire (8.5.4). — Supposons S0 quasi-compact et quasi-séparé ; alors, pour tout
&$ -Module quasi-cohérent ^x, rhomomorphisme canonique (8.5.1.4) est bijectif.A

En effet, il suffit d'appliquer (8.5.2, (i)) au cas où J£"X = 0S^, qui est de présen-
tation finie.

Proposition (8.5.5). — Supposons S0 quasi-compact, et supposons que <^ \ soit un G ̂ -Module

quasi-cohérent de présentation finie. Pour que ̂  soit localement libre (resp. localement libre de rang ri),
il faut et il suffit qu'il existe (ji^X tel que JF^ le soit.

La condition étant trivialement suffisante, prouvons qu'elle est nécessaire. Si SF
est localement libre (resp. localement libre de rang ri), il existe un recouvrement ouvert

affine fini (Vt-) de S tel que Sfr\Vi soit isomorphe à ^l%\Vi (resp. 0£|Vt-) pour tout i.
En vertu de (8.2.11), il existe un v ^ X et pour chaque i un ouvert quasi-compact Ut-v

de Sv tels que Vi = u~l(Uiv)' Comme Sv est quasi-compact, chaque Ut-v est réunion
finie d'ouverts affines; on est donc ramené au cas où S0 est affine et jF=0g; on sait
alors qu'il existe (ji^X tel que J^ soit isomorphe à 0g (8.5.2.5).

Proposition (8.5.6). — Supposons S0 quasi-compact, et considérons une suite

d'homomorphismes de &$ -Modules quasi-cohérents, où ̂ x et ^x sont de type fini et Jfx de présen-

tation finie. Pour que la suite correspondante 3P '-><&->$? '->o soit exacte, il faut et il suffit qu'il
existe [z^X tel que la suite ^^-^^.-^^y.-^ le soit (auquel cas il en est de même de
la suite J^v->^v->^v-^o pour V^JJL) .

Le fait que la condition soit suffisante et la dernière assertion résultent de ce
que le foncteur wx (resp. w*v) est exact à droite. Pour démontrer que la condition est
nécessaire, notons qu'il résulte de l'hypothèse et de (8.5.2, (i)) qu'il existe v ^ X tel
que le composé «^"v->^v->Jfv soit nul. Si l'on pose ̂  = Coker(Jr

v^^v), on a donc
un homomorphisme fv : Jf^->Jfv; par hypothèse, u*(f,) est un isomorphisme, et il
résulte donc de (8.5.2.4) qu'il existe [z^v tel que u^fv) ^°^ un isomorphisme, ce qui
achève la démonstration.

Corollaire (8.5.7). — Supposons S0 quasi-compact, J^x quasi-cohérent, ^x quasi-cohérent
de type fini, et soit /x : J^x->^x un homomorphisme. Pour que f=u*x(j\) \ 3? -><@ soit
surjectif, il faut et il suffit qu'il existe (z^X tel que fv. = u^Vi(f^) : J^-^^ le soit.

C'est le cas particulier de (8.5.6) appliqué à la suite o-^^fx->o->o, où
3#yi=Coker(fi), qui est quasi-cohérent et de type fini (compte tenu de ce que l'on a
Jf =Coker(/) et Jf^Cokerf/J, en vertu de l'exactitude à droite des foncteurs MX

et wxj.
Corollaire (8.5.8). — Supposons S0 quasi-compact et les morphismes u^ : S(X->SX plats.

Alors :
/x gx

(i) Soit e^
r
x-^^x->^fx une suite d'homomorphismes de (9% -Modules quasi-cohérents, tels

que Im/x et Ker gx soient de type fini. Pour que la suite correspondante 2F '-><&-+$? soit
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/ g

exacte, il faut et il suffit qu'il existe \L^\ tel que la suite 3F ̂ ^^-^ 3^^ soit exacte.

(ii) Soit f^ : jF"x-^â?x un homomorphisme de 0g -Modules quasi-cohérents tel que Ker/*x

soit de type fini. Pour que f= wx(/x) \ 2? ̂ <& soit injectif, il faut et il suffit qu'il existe \L^\ tel

que /^ = MXH(/X) : &vT>9v. l« soit-
(i) Compte tenu de (8.3.8, (ii)), notons que, par platitude, Im/ et Ker g

(resp. Im^ et Ker g^ pour (Ji>X) sont les images réciproques de Im/x et Kerg^

(Q! , 6.7.2). Supposons que la suite jF-^->Jf soit exacte. Puisque Im/x est de type

fini, il existe jji^X tel que le composé ^^^^^^ soit nul, en vertu de (8.5.2, (i)).
Changeant les notations, on peut donc déjà supposer que £x°/x — o. Alors comme
l'homomorphisme J^-^Ker g est surjectif et que Ker gx est de type fini, il résulte
de (8.5.7) qu'il existe (ji^X tel que l'homomorphisme SF^—. >*Ker g^ soit surjectif, ce
qui achève de prouver (i).

(ii) L'assertion est le cas particulier de (i) appliqué à la suite o->Jr
x->^x.

Lemme (8.5.9). — Supposons S0 quasi-compact, ^"x quasi-cohérent de type fini ; soient %?{
et <&ï deux quotients quasi-cohérents de 2P \ , ^x étant en outre supposé de présentation finie.
Pour que &" soit quotient de ^', il faut et il suffit qu'il existe \L^\ tel que ̂ ' soit quotient
de ^.

Par hypothèse, il y a deux homomorphismes surjectifs p( : ̂ x->^x> />x' : «^"X->0X';
en vertu de l'exactitude à droite de u\ et de ̂ , p' = u((piï9 p"=u\(p^}, ^ = M^(^),
p'^==u^(p^) sont aussi, surjectifs; en outre, s'il existe un homomorphisme /: ̂ r->^"
(resp. f^ : ̂ ->^') tel que p"=fop' (resp. p'v!=f[L

QPlL), cet homomorphisme est néces-
sairement unique, ce qui montre que la question est locale sur Sx, et qu'on peut par
suite (S0 étant quasi-compact et L filtrant) supposer Sx affine, donc quasi-séparé. Il est
clair que la condition de l'énoncé est suffisante. Inversement, comme ^x est de présen-
tation finie, Sx quasi-compact et quasi-séparé, il résulte de (8.5.2, (i)) que s'il existe
un homomorphisme /: <&'-+&" tel que p"—f°p', il existe un (ji^X et un homomor-
phisme /^ : ̂ -^^ tels que /=<(/J et ^'=/^, d'où le lemme.

(8.5.10) Dans la fin de ce numéro, pour tout Module quasi-cohérent SF sur
un préschéma, notons Q(«^) l'ensemble des Modules quotients de & qui sont de présen-
tation finie. Si J^ est quasi-cohérent et ^xeQ(^x), il résulte du fait que wX{Jl et u\ sont
exacts à droite, que l'on a ^eC^jFJ pour [x^X et ^ejQ(^); il est clair que
(Q(«^"x)> MxJ est un système inductif d'ensembles, et que les u\ : Q(«^r

x) -> Q(^)
forment un système inductif d'applications, d'où, en passant à la limite inductive, une
application canonique

(8.5.10.1) HQ : lim J

En outre, si (^x) est une seconde famille de 0S -Modules quasi-cohérents et si,À
pour tout X, ^x est un quotient de ^"x, alors ^' est un quotient de 3F et l'on a un
diagramme commutatif
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(8.5.10.2)

Proposition (8.5.11). — Supposons S0 quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé).

Supposons J^x quasi-cohérent de type fini (resp. de présentation finie) pour tout X; alors l'appli-

cation canonique (8.5.10.1) est injective (resp. bijective).

La première assertion résulte du lemme plus précis (8.5.9). Pour démontrer la
seconde, considérons un 0s-Module quotient ^ de J^ qui soit de présentation finie. Il
résulte de (8.5.2, (ii)) qu'il existe un X'eL et un &B ,-Module ^x/ quasi-cohérent de
présentation finie tels que ^ —z/x , (^x / ) ; comme L est filtrant, on peut supposer X ' — X
(en remplaçant X et X' par un indice qui les majore). Considérons alors Phomomorphisme
canonique p : J^->^; il résulte de (8.5.2, (i)) qu'il existe un [x^X et un homomor-
phisme p^ : ̂ r

fJL->^{Jl tels que p^u^p^). En outre, en vertu de (8.5.7), on peut
supposer jz pris assez grand pour que p^ soit surjectif, ce qui termine la démonstration.

8.6, Sous-préschémas de présentation finie d'une limite projective de pré-
schémas.

(8.6.1) Étant donné un préschéma Y, désignons dans ce numéro par Spr(Y)
l'ensemble ordonné (1,4.1.10) des sous-préschémas de Y qui sont de présentation finie
sur Y (1.6.1)5 par Spto(Y) (resp. Sprf(Y)) la partie de Spr(Y) formée des sous-
préschémas induits sur des ouverts (resp. des sous-préschémas fermés) de Y, de présentation
finie sur Y; il revient au même de dire qu'un sous-préschéma Z de Y appartient à Spro(Y)
(resp. Sptf(Y)) ou qu'il est induit sur un ouvert et que l'espace sous-jacent Z est rétro-
compact dans Y (resp. qu'il est fermé et que l'idéal / de 0Y qui 1e définit est de type fini., ce qui
signifie aussi que J\(@Z)£&(@Y) si j : Z->Y est l'injection canonique) (i .6. i et i .4.5).

(8.6.2) Nous conservons toujours les notations de (8.2.2) et supposons que S0 est
un des Sx. Soit Yx un sous-préschéma de Sx ; alors YrJl = tt^1(Yx) (resp. Y=iÇ"1(Yx)) est
un sous-préschéma de S^ pour [jt>X (resp. de S) ; il est induit sur un ouvert (resp. il est
fermé) si Yx l'est (I, 4.3.2) et de présentation finie sur S^ (resp. S) si Yx est de présentation
finie sur Sx( 1.6.2, (iii)). Par suite (<3pr(Sx), u^) (resp. (Spro(Sx),^), (Sprf(Sx),O)
est un système inductifet les applications u^1 : @pr(Sx)-»®pr(S) (resp. Spro(Sx)->Spro(S),
@ptf(Sx)->(5prf(S)) forment un système inductif d'applications; d'où, en passant à la
limite inductive, des applications canoniques

(8.6.2.1) limSpr(Sx) -> Spr(S)

(8.6.2.2) lim Spro(Sx) -> ®pro(S)

(8.6.2.3) limSptf(Sx) ->©prf(S).
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Rappelons (1,4.1.10) que ®pr(X), pour tout préschéma X, est un ensemble
ordonné par la relation « Z est un sous-préschéma du sous-préschéma Y » qui s'écrit Z^ Y.
Les applications u^ et u^1 sont croissantes pour les relations d'ordre correspondantes
dans Spr(Sx), Spr(SJ, ©pr(S). En outre, on définit une relation d'ordre dans l'ensemble
limSpr(Sx) en écrivant que T)^Y) ' pour deux éléments de cet ensemble lorsqu'il existe
un X et deux éléments Yx, Yx de ®pr(Sx), dont -yj et Y)' sont les images canoniques, et
qui sont tels que YX<YX ; on vérifie aisément que cela ne dépend pas des représen-
tants Yx, Yx considérés, et que l'on a bien ainsi une relation d'ordre. Cela étant, le fait
que les u^1 sont croissantes entraîne aussitôt que l'application canonique (8.6.2.1)
est croissante:, il en est de même évidemment de (8.6.2.2) et (8.6.2.3).

Proposition (8.6.3). — Supposons S0 quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé).

Alors les applications (8.6.2.1), (8.6.2.2), (8.6.2.3) sont injectives (resp. bijectives).
Compte tenu des remarques de (8 . 6 . i ) , les assertions relatives à (8.6.2.3) découlent

de (8.5.11) appliqué à <&rx = 0gx; de même, les assertions relatives à (8.6.2.2) sont
des cas particuliers de (8.3.5) et (8.3.11), compte tenu de ce que les Sx et S sont quasi-
compacts. Reste à considérer l'application (8.6.2.1). Prouvons d'abord qu'elle est
surjective lorsque S0 est quasi-compact et quasi-séparé. Soit Z un sous-préschéma de S,
de présentation finie sur S; comme S est quasi-compact, il en est de même de Z, donc
il existe un ouvert quasi-compact U de S tel que Z soit un sous-préschéma fermé de U,
de présentation finie sur U. Il existe alors un indice X et un ouvert quasi-compact Ux

de Sx tels que U = M^"1(UX) (8.2.11); comme Sx est quasi-séparé, il en est de même
de Ux (i . 2 . 7), et par suite on peut se borner au cas où U = S; mais dans ce cas, on est
ramené au fait que (8.6.2.3) est surjective.

Enfin, pour voir que (8.6.2.1) est injective lorsque S0 est quasi-compact, il suffira
de prouver le résultat plus précis suivant :

Corollaire (8.6.3.1). — Supposons S0 quasi-compact et soient Zx, Zx' deux sous-préschémas
de Sx, de présentation finie sur Sx. Pour que Z'=w^1(Zx) soit majoré par Z" = u^i(Z(f)
(1,4.1.10), il faut et il suffit qu'il existe f j i^X tel que Z^L = M^JI

1(ZX) soit majoré par

Il est trivial que la condition est suffisante. Pour voir qu'elle est nécessaire, notons
d'abord que les ensembles sous-jacents Zx et Zx' sont localement constructibles dans Sx

par hypothèse (1.8.4), donc l'hypothèse entraîne l'existence d'un v>X tel que Z^CZ^'
(8.3.5); remplaçant X par v, on peut donc déjà supposer que l'on a ZXCZX ' . En outre,
par hypothèse (1.6.1), les sous-espaces Zx et Zx' de Sx sont quasi-compacts; pour tout
point #eZx, il y a un voisinage ouvert quasi-compact V(#) dans Sx tels que V(#)nZx

et V(#)nZx ' soient fermés dans V(#). En recouvrant Sx par un nombre fini de voisi-
nages V(x4) on voit donc qu'il y a un ouvert quasi-compact Ux de Sx contenant Zx

et tel que Zx et Zx' n Ux soient fermés dans Ux . Si l'on désigne par Yx le sous-préschéma
induit par Zx' sur Ux n Zx', il est clair qu'avec les notations habituelles, Y^ (resp. Y)
est induit par Z^' sur U^nZ^' pour \L^\ (resp. par Z" sur UnZ"); en outre Z' est
majoré par Y (I, 4.4. i), et comme il suffit de prouver que Z^ est majoré par Y^ pour \L
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assez grand, on voit finalement qu'on est ramené (en remplaçant Sx par Ux) au cas
où Zx et Zx' sont des sous-préschémas fermés de Sx. Mais alors, cela a déjà été démontré
puisque (8.6.2.3) est croissante et injective.

Corollaire (8.6.4). — Supposons S0 quasi-compact, et soit Zx un sous-préschéma de Sx,
de présentation finie sur Sx. Pour que Z = w^"1(Zx) soit un sous-préschéma induit sur un ouvert
(resp. un sous-préschéma fermé) de S, il faut et il suffit qu'il existe [i^X tel que Z^ —w^(Zx)
soit induit sur un ouvert (resp. un sous-préschéma fermé) dans S^.

Soit (U^) un recouvrement ouvert affine fini de Sx, et posons U^ = u^(U^)
pour (ji^X et U^w^TJf). Si Z est ouvert (resp. fermé) dans S, Z n U w l'est
dans U(t), et inversement si chacun des Z^ n U^ est ouvert (resp. fermé) dans U^,
Z^ l'est dans S^. Puisque L est filtrant, il suffit de démontrer le corollaire lorsque Sx

est affine, donc quasi-séparé. Mais alors le résultat découle de ce que les applica-
tions (8.6.2.1), (8.6.2.2) et (8.6.2.3) sont bijectives.

8.7. Critères pour qu'une limite projective de préschémas soit un préschéma
réduit (resp. intègre).

Nous conservons les hypothèses et notations de (8.2.2) et supposons toujours
que S0 est un des Sx.

Proposition (8.7.1). — Supposons que S soit non réduit. Alors il existe X0 tel que pour X ̂  X0,
Sx soit non réduit.

La question étant locale sur S0, on peut supposer S0=Spec(A0) affine, d'où
S = Spec(A), où A = limAx est la limite inductive d'un système inductif de
A0-algèbres (Ax). On sait alors (5.13.2) que le nilradical de A est la limite inductive
de ceux des Ax; s'il n'est pas nul, un des Ax contient donc un élément nilpotent flx=(=o
dont l'image dans A est un élément nilpotent et =t= o, et l'image de #x dans les A^
pour f j i^A est par suite un élément nilpotent et 4=0.

Proposition (8.7.2). — Supposons vérifiée l'une des hypothèses suivantes :
a) S0 est quasi-compact, le nilradical J^0 de G$9 est un Idéal de type fini (ce qui sera

par exemple vérifié lorsque S0 est noethérien), et les morphismes wX{Z : S{X->SX sont des
immersions ouvertes.

b) Les morphismes UX[L : S{Jt->Sx sont fidèlement plats.
Sous ces conditions, pour que S soit réduit, il faut et il suffit qu'il existe X0 tel que Sx soit

réduit pour X^X0 .
En outre, dans le cas b), si S est réduit, tous les Sx le sont.
La dernière assertion résulte de ce que le morphisme S->SX est alors fidèlement

plat pour tout X (8.3.8) et de (2.1.13). D'autre part, (8.7.1) prouve que la condition
de l'énoncé est suffisante (sans hypothèse sur S0 ni sur les HXfJ. Il reste donc à voir que
la condition est nécessaire dans l'hypothèse a); alors (8.2.13), l'espace sous-jacent à S
s'identifie à l'intersection des espaces sous-jacents aux Sx (les Sx étant identifiés à des
sous-préschémas induits sur des ouverts de S0), et le faisceau structural 0S s'identifie au
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faisceau induit sur S par tous les 0S ; en particulier pour tout seS, l'anneau local 68 est

le même pour S et pour tous les Sx . Si ̂ ^ est le Nilradical de 0g , le Nilradical Jf de @s a

donc en chaque point de S la même fibre «yTs (nilradical de 08) que ^x(-^x) (induit sur S
par ̂ x)' L'hypothèse que S est réduit entraîne par suite wx(^f/'x) = o; comme ^T0 est
supposé de type fini, il en est de même deSe/f*x, et la conclusion résulte donc de (8.5.7).

Corollaire (8.7.3). — Supposons vérifiée l'une des hypothèses suivantes :

a) S0 est un préschéma noethérien et les morphismes MX(JL : S{JI->SX sont des immersions
ouvertes.

b) Les morphismes HX(X : SfJL-^Sx sont fidèlement plats.
Alors, pour que S soit intègre, il faut et il suffit qu'il existe X0 tel que Sx soit intègre

pour X^X0.
Dire qu'un préschéma est intègre signifie qu'il est à la fois réduit et irréductible;

le corollaire résulte donc de (8.7.2) et de (8.4.3).

Remarque (8.7.4). — Si l'on ne fait pas d'hypothèse sur les MX|X, il peut se faire
que S soit intègre bien que tous les Sx soient non réduits et non connexes, comme le
montre l'exemple (8.4.4), °ù on prend l'anneau A non réduit.

8.8. Préschémas de présentation finie sur une limite projective de pré-
schémas.

(8. 8 .1) Conservant toujours les notations et hypothèses de (8.2.2), nous suppo-
serons donnés dans cette section deux Sa-préschémas Xa, Ya, ce qui définit (8.2.5)
deux systèmes projectifs de préschémas (Xx, z>XfJ et (Yx, wXjJ en posant Xx = XaXs Sx,

Yx=Yaxs S x ,y X [ X — ix X#X[jl5 HV~ JY X^xtJt (pour a^X<{jt), dont les limites projectives

sont respectivement X — Xaxs S, Y=Yaxs S, les morphismes canoniques z>x : X->XX

et wx : Y->YX étant respectivement égaux à ix Xw x et IY Xw x . Pour a<X^(ji, on a une

application canonique ^x : Homg (Xx, Yx) -> Homs (X^, YJ, qui à tout Sx-morphisme

/x : XX->YX fait correspondre flL=fxXis : Xxxs S^ -> Yxxs S^, et il est clair que

(Homs (Xx, Yx), £X{J est un système inductif d'ensembles. De même, on a une appli-

cation canonique ex : Homs (Xx, Yx) -> Homg(X, Y) qui à /x fait correspondre

f=fxX is : Xxxs. S -> Yxxs. S et (0X) est un système inductif d'applications; d'où, en
A A

passant à la limite inductive, une application canonique, fonctorielle en Sa, Xa et Ya :

(8 .8 .1 .1) e :limHomSx(Xx, Yx) -> Homs(X, Y).

Théorème (8.8.2). — (i) Supposons Xa quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-
séparé], et Ya localement de type fini (resp. localement de présentation finie) sur Sa. Alors
l'application (8.8.1.1) est injective (resp. bijective}.

(ii) Supposons S0 quasi-compact et quasi-séparé. Pour tout préschéma X de présentation
finie sur S, il existe un XeL, un préschéma Xx de présentation finie sur Sx, et un S-isomorphisme
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(i) Considérons d'abord le cas où S0=Spec(A0), Xa = Spec(Ba) et Ya = Spec(Ca)
sont affines ; alors les Sx — Spec(Ax) et S = Spec(A) sont aussi affines, avec A = limAx,
et les assertions de (i) sont équivalentes au

Lemme (8.8.2.1). — Soient A0 un anneau, (AX)X6L un système inductif de AQ-algèbres,

A — lim Ax ; soient Ba une A^-algèbre, Ca une A^-algèbre de type fini (resp. de présentation

finie}. Alors rhomomorphisme canonique

(8.8.2.2)
lim HomAx.alg.(Ca(x)AaAX) Ba<8>AaAx) -> HomA.alg.(Ca®AaA5 Ba®AaA)

x

est injectif (resp. bijectif).
On sait que l'on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

HomAraI(r.(Ca®AaAx, Ba®AaAx) 3- HomViIg.(Ca, Ba®AaAx)

HomA.alg.(Ca®AcA, Ba®AaA) -̂  HomVaIg.(Ca, Ba®AaA)

en vertu de la propriété universelle du produit tensoriel de deux algèbres. Il suffit donc
de prouver le

Lemme (8.8.2.3). — Soient E un anneau, G une ^-algèbre de type fini (resp. de présen-
tation finie) , (Fx) un système inductif de E-algèbres. Alors rhomomorphisme canonique

lim HomB_algXG, Fx) -> HomE.alg (G5 lim Fx)

qui, à tout système inductif d' homomorphismes 6X : G->FX de E-algèbres, fait correspondre sa

limite inductive, est injectif (resp. bijectif).

Supposons d'abord la E-algèbre G de type fini, et soit fô)i«^n un système de
générateurs de cette E-algèbre; montrons que si (0X), (0X') sont deux systèmes inductifs
d'homomorphismes G->FX tels que lim 0X = lim 0X', il existe un (ji^A tel que 6^ = 6^.

En effet, si 9^ : Fx-^Fpt et 9X : Fx->F = limFx sont les homomorphismes canoniques

du système inductif (Fx), par hypothèse, pour chaque indice i, il existe un indice \

tel que 9x.(^x-(^)) — 9x.(^x'(^i))j et l'on Peut supposer tous les Xt- égaux à un même X;
il en résulte de la même manière l'existence d'un pi^X tel que 9(1x(^x(0)==9nx(
pour i ^z^w, c'est-à-dire ^VL(ti) = Q^(ti) pour i ^ f ^ w , d'où 0^ = 6^.

Supposons en second lieu G de présentation finie, de sorte que l'on a

où 3 est un idéal de type fini, ^ étant la classe de Te mod. 3- Soit (P,-)i^,-<m
 un système

de générateurs de 3* Supposons donné un homomorphisme de E-algèbres 0 : G->F;
posons ^ = 0(^); par définition, on a donc Pf(bl9 b2) . . ., éfl) = 6(Py(^1, . . ., O)"0 Pour

i^j^m. Or, il existe un X et des éléments %, . . . ,# n dans Fx tels que i» = 9x(*i)
pour i < z < w ; on a donc 9X(P;-(#1, . . ., ^n))==Py(ô l3 . . ., èn) = o, et par suite il existe

[z^X tel que 9fAx(p/(^i3 • • - )^n)) := I>y(9 txxW3 - - • > 9nxk)) = o pour i^j^m; on en
conclut qu'il existe un homomorphisme de E-algèbres 0^ : G-^F^ tel que 0{X(^) = 9{Xx(^)
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pour i < z ^ w ; on en déduit pour tout V^[JL un homomorphisme de E-algèbres 0v=<pvpto6p t

de G dans Fv, et il est clair que 6 est la limite inductive de ce système inductif d'homo-
morphismes, ce qui achève de démontrer le lemme.

Passons maintenant au cas où Xa est quasi-compact et Ya localement de type
fini sur Sa. Posons Za = Xaxs Ya et introduisons le système projectif correspondant
des Zx = Zax8aSx = XxxBxYx et sa limite Z = ZaxSaS = XxsY; les bijections cano-
niques (1,3.3.14) donnent des diagrammes commuta tifs

Hom s fX x ,Y x ) Homs(X, Y)

HomXx(Xx, Zx) Homx(X, Z)

et par suite on est ramené à prouver que (8.8. i . i) est injective dans le cas particulier
où Sa = Xa (compte tenu de (1.3.4)). De plus, comme Xa est quasi-compact, donc
réunion finie d'ouverts affines, on peut supposer Xa affine (L étant filtrant). Supposons
donc donnés deux Xa-morphismes /a' : Xa-^Ya, Ja" : Xa->Ya tels que /' et /"
soient des X-morphismes égaux de X dans Y; il s'agit de prouver que f ^ — f ^ '
pour (ji^a assez grand. Comme Xa est quasi-compact, il en est de même de
/a'(x«)u/«"(xa)> et comme Ya est localement de type fini sur Xa, /«(Xa)u/a"(Xa)
est contenu dans une réunion finie d'ouverts affines Via de Ya, de type fini sur Xa.
Posons U^/J-'CVJ, U^/J'-'CVJ, U^U^nU;;, U8 = UUfa. L'hypothèse

/'=/" entraîne ^1(U/a) = ^1(U^), ces deux ensembles étant respectivement égaux
à // «' 1(VJ) et à f""l(w-\V^}}. Comme les Vioc recouvrent Ya, on a
»~1(Ua)=/'""1(Y) = X. Comme Xa est quasi-compact et que toute partie ouverte
de Xx est ind-constructible, il résulte de (8.3.4) qu'il y a un indice X^a tel que les
\J.^ = v~^(Uiai) forment un recouvrement de X^. Remplaçant a par [/., on peut donc
supposer que les Uia recouvrent Xa; cela entraîne que pour tout #eXa, il y a un
voisinage ouvert affine W(*) contenu dans un des Ut-a, autrement dit tel que les
restrictions de /a' et /a" à W(#) appliquent W(^) dans un même ouvert affine Vioe.
Comme Xa est quasi-compact, il est recouvert par un nombre fini d'ouverts affines W(#fc) ;
en vertu du lemme (8.8.2.1) et du fait que L est filtrant, il existe un X^oc tel que les
restrictions de /x et /x" à chacun des ouverts ^(W^.)) soient égales, d'où /x=/x".

Supposons maintenant Xa quasi-compact et quasi-séparé et Ya localement de
présentation finie sur Sa, et prouvons que (8.8.1.1) est surjective. Supposons donc
donné un X-morphisme /: X->Y. Comme X est quasi-compact, il en est de même
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de/(X), et par suite il y a un ouvert quasi-compact Y' dans Y qui contient /(X) ; il
existe par suite un X^oc et un ouvert quasi-compact Yx dans Yx tels que Y'=^1(Y^)
(8.2. n). Remplaçant au besoin a par X et Yx par Yx, on peut donc se borner au cas
où Ya est quasi-compact, donc aussi Y et les Yx. Comme Y est quasi-compact, il est
réunion finie d'ouverts affines V<5 et par suite X est réunion des ouverts /~1(VJ. Comme
tout point de X a un voisinage ouvert quasi-compact contenu dans un des /~1(VJ
et que X est quasi-compact, on peut, en tenant compte de (8.2.11) et remplaçant au
besoin a par un indice X^a, supposer que Y est réunion finie d'ouverts Vi = w~l(Vi(X),
où les Via sont des ouverts affines de Ya; par suite X est réunion des ouverts /~1(Vi).
Comme tout point de X a un voisinage ouvert quasi-compact contenu dans l'un des
/~1(VJ et que X est quasi-compact, on peut recouvrir X par un nombre fini de tels
voisinages, et (en répétant au besoin certains des V^) supposer que l'on a un recouvre-
ment (UJ de X par des ouverts quasi-compacts ayant même ensemble d'indices que (V$)
et tel que /(Ut-)CVt- pour tout i. En outre, à l'aide de (8.2.11) (et en remplaçant
au besoin a par un indice X^a), on peut supposer que l'on a U,- = »~1(Ut.a) où les Uia

sont des ouverts quasi-compacts dans Xa; de plus, utilisant (8.3.4) comme ci-dessus,
on peut supposer que (Ufa) est un recouvrement de Xa.

Cela étant, il suffira de montrer qu'il existe un X^a et pour chaque i un mor-
phisme /<* : UA->VA (avec Ua = »5L

1(Ufa) et Va = w^(Vioi)) tels que le mor-
phisme correspondant .̂ = £x(j^x) : Ut— >Vf soit égal à la restriction defaU^ En effet, s'il
en est ainsi, comme Xx est quasi-séparé (1.2.3), IGS UanU7-x sont quasi-compacts et le
résultat d'unicité démontré plus haut (qui s'applique puisque Yx est localement de type
fini sur Sx) prouve qu'il existe (ji^X tel que fi[L et f^ coïncident dans U^nU^ pour tout
couple (iyj)y et par suite définissent un S^-morphisme f^ : X^-^Y^ tel que e[L(flL)==f.

On est ainsi ramené au cas où Ya est affine, et comme en outre on peut supposer
que les Vt-a ont des images dans Sa contenues dans des ouverts affines, on peut
aussi supposer que Sa est affine, soient donc Sa = Spec(Aa), Ya = Spec(Ca), Ca étant
une Aa-algèbre de présentation finie, S = Spec(A), Y = Spec(C), avec A = limAx,

A = C ® A . On a alors ~~*

Homs(X, Y) = HomA.alg.(C, T(X, 0X)) = HomValg.(Ca, T(X, ffx))

(I, 2.2.4) et de même

HomS(Xx, Yx) = HomA.aIg.(Ca®AAX) T(XX, )) = HomVa!g.(Ca, T(XX,

Mais comme Xa est quasi-compact et quasi-séparé, on sait (8.5.4) °ïue ï'on a

lim F(XX, ^xJ = r(X, ^x); puisque Ca est une Aa-algèbre de présentation finie, le
^ A

fait que (8. 8.1.1) est bijectif résulte alors de (8.8.2.3).

Avant de passer à la démonstration de (ii), notons les corollaires suivants de (i) :
Corollaire (8.8.2.4). — Supposons S0 quasi-compact, Xa de présentation finie sur SŒ, Ya

de type fini sur Sa et quasi-séparé sur Sa (ce qui sera par exemple le cas si Ya est également
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de présentation finie sur Sa). Soit /a : Xa->Ya un S^-morphisme. Pour que f: X-^Y soit
un isomorphisme, il faut et il suffit qu'il existe X^a tel que /x : XX->YX soit un isomorphisme.

La condition est évidemment suffisante. Pour prouver qu'elle est nécessaire, notons
d'abord que la question étant locale sur S0 (puisque L est filtrant), on peut toujours
supposer S0 affine, donc quasi-séparé. Il y a par hypothèse un S-morphisme g : Y->X
tel que gof= ix et f®g= IY - Comme Xa est de présentation finie sur Sa, et Ya quasi-
compact et quasi-séparé (puisque Sa est quasi-compact et quasi-séparé), il existe
un (jt^a et un S^-morphisme g^ : Y^-^X^ tels que g — g^Xis en vertu de (8.8.2, (i)).
D'autre part, il résulte aussi de (8.8.2, (i)) et des relations gof= ix et f°g= IY qu'il
existe V^JJL tel que l'on ait gv°f^=ixv

 et 7v°^v— IYV5 puisque Xa et Ya sont de type
fini sur Sa et quasi-compacts. Cela signifie que /, : XV->YV est un isomorphisme, d'où
le corollaire.

Corollaire (8.8.2.5). — Supposons S0 quasi-compact et quasi-séparé, Xa et Ya de présen-
tation finie sur Sa. Pour que X et Y soient ^-isomorphes, il faut et il suffit qu'il existe X^a tels

que Xx et Yx soient ^-isomorphes. De plus, pour tout ^-isomorphisme f : X->Y, il existe \L^\
et un S^-isomorphisme f^ : X^-^Y^ tels que f=f[lXi$.

La condition est évidemment suffisante; inversement, s'il existe un S-isomorphisme
/: X->Y, il résulte de (8.8.2, (i)) que /est de la forme /^Xi s pour un (jt^oc et un
homomorphisme f ^ : X{JL~>Y{X ; mais comme/ est un isomorphisme, il résulte de (8.8.2.4)
qu'il existe v^pi tel que fv : XV->YV soit un isomorphisme.

(ii) Considérons encore en premier lieu le cas où S0 = Spec(A0) et X = Spec(B)
sont affines; alors l'assertion de (ii) équivaut au lemme (1.8.4.2).

Pour démontrer (ii) dans le cas général, notons que S est quasi-compact et quasi-
séparé; comme X est de présentation finie sur S et S affine sur S0, il existe donc un
recouvrement fini (UJ de S0 et, si (W,-) est le recouvrement ouvert affine de S formé
des images réciproques des U^ par le morphisme S->S0, un recouvrement fini (Xr)
de X par des ouverts affines tel que l'image par X->S de chaque Xr soit contenue dans
un W^; l'anneau A(Xr) est alors une algèbre de présentation finie sur l'anneau A(Wt-(r))
(1.4.6). En vertu du lemme (1.8.4.2) et du fait que L est filtrant, il existe un
indice XeL et, pour chaque indice r, un schéma affine ZrX, de présentation finie sur

l'image réciproque Wiw > x de Ui(r) dans Sx, et un S-isomorphisme gr :Z r Xx s S^>Xr.
Soit Zrs l'image réciproque par gr du sous-préschéma induit sur l'ouvert X rnX s de Xr,
qui est quasi-compact puisque X est quasi-séparé, et désignons par g'r8 la restriction

Z rs^X rnXs de l'isomorphisme ̂ r. En vertu de (8.8.2.5), il existe un V-^^ et, pour tout
couple (r, s), un ouvert quasi-compact Zrs{JL de Zm — ̂ (Z^) tels que Zrs soit l'image réci-
proque de Zrs|X ; d'ailleurs, comme S^ est quasi-séparé, et Wi(r) ^ ouvert quasi-compact dans
S^, chacun des Zrg{x est de présentation finie sur S^ (1.6.2). Considérons alors, pour tout
couple (r, s), l'isomorphisme h8r=gr

8^
logf

rs de Zrs sur Zgr; il résulte de (8.8.2.4) qu'il
existe un v^f j i et, pour tout couple (r, s), un isomorphisme Asrv : Zm->Z8rv tels que
hsr = hsrvxis. Enfin, pour tout triplet (r, s, t) désignons par h'sr la restriction de h8r à
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Zrs n Zrt ; il résulte aussitôt des définitions que hf
sr est un isomorphisme de Zrs n Zri sur

ZsrnZst, et que l'on a la relation h'isoh'8r = h[r. En vertu de (8.8.2, (i)), il existe donc p.^v
tel que, pour tout triplet (r, J, t)y on ait hf

ts?oh'srç>=hf
irf). On en conclut que les isomor-

phismes hsrç> vérifient la condition de recollement (0I5 4.1.7) et définissent donc un
préschéma Xp tel que X soit isomorphe à Xp xs S. En outre, les Zrp sont de présentation

finie sur Sp et, si on les identifie à des ouverts de Xp, les intersections Zrp n Zsp, isomorphes
aux Zrsp, sont quasi-compactes, donc (1.6.3) Xp est de présentation finie sur Sp. C.Q.F.D.

Scholie (8.8.3). — Le contenu essentiel de (8.8.2) s'exprime encore en disant
que si S0 est quasi-compact et quasi-séparé, la catégorie des S-préschémas de présentation
finie est déterminée à équivalence près par la donnée des catégories des Sx-préschémas
de présentation finie, des foncteurs p^ : Xx~> Xxxs S^ (pour X<[A) entre ces catégories

et des isomorphismes de transitivite Pv^op^x-^PvX* De faÇ°n imagée, on peut dire que
la donnée d'un S-préschéma de présentation finie X équivaut « fonctoriellement » à
la donnée d'un Sx-préschéma de présentation finie Xx ; si un S^-préschéma de présen-
tation finie X^' est tel que X soit S-isomorphe à X^'xs S, il existe un v tel que X^v,

{jt^v et tel que XXXS Sv et X^'Xg Sv soient Sv-isomorphes. Le fait que L est filtrant

entraîne en outre que si on se donne une famille finie (Xw)t-6I de S-préschémas de
présentation finie, et une famille finie (/^),-6j de S-morphismes entre ces préschémas
(f(j) étant donc de la forme X{otf)) -> X(T(7<)) où G et T sont deux applications de J
dans I), alors il y a un indice XeL, une famille (X^)iel de Sx-préschémas de présen-
tation finie et une famille (/x

?))/6j de Sx-morphismes tels que Xw s'identifie à X^xs S
et/(î) à f$X ig quels que soient i et 7; en outre, si on a une relation f®=f^k\ on peut
supposer X choisi de telle sorte que f$=fj®.

Considérons en particulier trois S-préschémas de présentation finie X, Y, Z et
deux S-morphismes /: X->Z, g : Y->Z, de sorte que le produit XxzY relatif à ces
morphismes est encore un S-préschéma de présentation finie (1.6.2). Alors il résulte
de ce qui précède et de (I, 3.3. n) que l'on peut écrire XxzY = (Xxxz Yx)xs S pour
un X convenable, Xx, Yx, Zx étant des Sx-préschémas de présentation finie ; on peut donc
dire que la détermination des S-préschémas de présentation finie par la donnée des
Sx-préschémas de présentation finie est « compatible avec les produits fibres ». On a vu d'autre
part (8.6.3) ci116 gi S est une immersion, on peut supposer qu'il en est de même
de £x : YX->ZX; identifiant Y (resp. Yx) avec un sous-préschéma de Z (resp. Zx), on
voit donc que l'on peut écrire, pour un X convenable, /~1(Y)~/x"~1(Yx)xs S (I, 4.4. i) ;
il y a donc aussi « compatibilité avec la formation des images réciproques de sous-préschémas ».
Plus particulièrement, ^ î f ^ f 2 sont deux S-morphismes de X dans Y, on appelle noyau
de ce couple de morphismes l'image réciproque N du sous-préschéma diagonal de YxgY
par le S-morphisme (/i,/2)s; o

n déduit de ce qui précède que l'on aura pour X conve-
nable N = NxxSxS, où Nx est le noyau du couple de Sx-morphismes f/iX;/2X) de Xx

dans Yx. Ces remarques s'étendent à des produits finis quelconques et aux « noyaux »
de systèmes finis quelconques de S-morphismes d'un S-préschéma de présentation finie

33



34 A. G R O T H E N D I E G K Ghap. IV

dans un autre; on en conclut que d'une façon générale la formation des S-préschémas
de présentation finie par la donnée des Sx-préschémas de présentation finie est « compatible
avec les limites projectives finies », une telle limite étant par définition le noyau d'un système
fini de morphismes d'un même S-préschéma dans un produit de S-préschémas (T, 1.8).

Nous nous permettrons couramment par la suite de faire les traductions impliquées
par les propriétés précédentes (ainsi que par (8.3.11), (8.5.2) et (8.6.3)) sans toujours
nous astreindre à les justifier pas à pas comme ci-dessus. Par exemple, la donnée d'un
«préschéma en groupes » G de présentation finie sur S équivaut à la donnée d'un préschéma
en groupes Gx de présentation finie sur un Sx pour un X assez grand; écrire en effet la
condition d'associativité pour le S-morphisme « loi de composition » GxsG->G du
préschéma en groupes revient à écrire que le noyau de deux S-morphismes de la
forme GxsGxsG->G est égal à Gx gGx sG (II, 8.3.9), et les autres conditions inter-
venant dans la définition d'un préschéma en groupes s'interprètent de même.

8.9. Premières applications à l'élimination des hypothèses noethériennes.

Proposition (8.9.1). — Soient A un anneau, X un A-préschéma.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est de présentation finie sur A.

b) // existe un anneau noethérien A0, un préschéma X0 de type fini sur A0, un homomor-

phisme d'anneaux A0->A, et un A-isomorphisme X0®AoA^>X.

c) // existe un sous-anneau A0 de A, qui est une Z-algèbre de type fini, un préschéma X0

de type fini sur A0 et un A-isomorphisme X0®AoA^>X.

(ii) Si ̂  est un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie, on peut supposer le sous-
anneau A0 tel qu'il existe un &x-Module cohérent ^0 tel que ̂  soit isomorphe à ^"0®AoA;
Supp(^") est constructible et fermé dans X, et il y a un sous-préschéma fermé Z de X, ayant Supp(^)
comme espace sous-jacent, tel que Vimmersion canonique Z->X soit de présentation finie.

(iii) Si Y est un second A-préschéma de présentation finie, et f : X->Y un A-morphisme,
on peut supposer le sous-anneau A0 de A tel qu'il existe un préschéma Y0 de type fini sur A0, un

A-isomorphisme Y0®AoA^Y et un A0-morphisme /0 : X0->Y0 (nécessairement de type fini)

tels que f s'identifie à /O® IA-

(i) Comme A est limite inductive de ses sous-anneaux qui sont de type fini sur Z,
a) implique c) en vertu de (8.8.2, (ii)); c) implique b) car une Z-algèbre de type fini
est un anneau noethérien; enfin, si A0 est noethérien, un A0-préschéma de type fini
est de présentation finie (1.6.1), donc b) implique a) en vertu de (1.6.2, (iii)).

L'assertion (ii) se déduit immédiatement de (8.5.2, (ii)), (8.3.11) et (1.8.2)
et l'assertion (iii) de (8.8.2, (i)).

(8.9.2) La proposition (8.9.1) et les résultats de (8.5.2) et (8.8.2) permettent
d'étendre dans de nombreux cas à des morphismes de présentation finie X->Y des
résultats prouvés par des techniques noethériennes en supposant Y localement noethérien.
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Nous en verrons de nombreux exemples par la suite et nous nous bornerons ici à donner
quelques résultats de ce type.

Proposition (8.9.3). — Soient A un anneau, M un A-module de présentation finie. Alors
tout A-endomorphisme surjectif de M est bijectif.

En effet, considérons A comme limite inductive de ses sous-Z-algèbres de type
fini. Il résulte de (8.5.2.6) qu'il existe une de ces sous-algèbres A0 et un A0-module M0

de présentation finie tels que M soit A-isomorphe à M0(S)AoA; en outre, si f : M->M
est un A-endomorphisme surjectif, on peut supposer (8.5.2, (i)) qu'il existe un
A0-endomorphisme /0 : M0->M0 tel que /=/O®IAJ enfin (8.5.7) on Peut supposer
que f0 est surjectif. Mais comme A0 est noethérien et M0 un A0-module de type fini,
M0 est un A0-module noethérien, donc (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 2, n° 2, lemme 3)
/0 est bijectif, et il en est par suite de même de/.

Proposition (8.9.4) (« théorème de platitude générique »). — Soient Y un préschéma
intègre, u : X->Y un morphisme de type fini et localement de présentation finie, ̂  un &x- Module
quasi-cohérent de présentation finie. Il existe alors un ouvert non vide U de Y tel que Jr|w~1(U)
soit plat sur U.

Le raisonnement du début de (6.9.1) ramène à prouver le
Lemme (8.9.4.1). — Soient A un anneau intègre, B une A-algèbre de présentation finie,

M un E-module de présentation finie. Alors il existe un /=}= o dans A tel que M^ soit un ^-module
libre.

En effet, d'après (8.9.1) il y a une sous-Z-algèbre de type fini A0 de A, une
A0-algèbre de type fini B0 et un B0-module de type fini M0 tels que B soit A-isomorphe
à B0®AoA et que M soit B-isomorphe à M0®A-A; d'après (6.9.2), il existe /0=J=o
dans A0 tel que (M0)/o soit un (A0)/o-module libre. Comme M/o = (M0)/o®Aj>A et
A/o = (A0)/o®AoA, M/o est un A/o-module libre.

Corollaire (8.9.5). — Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, u : X->S
un morphisme de présentation finie, ^ un 0^-Module quasi-cohérent de présentation finie. Il existe
alors une partition (St-)1:S^n de S en un nombre fini d'ensembles localement fermés dans S telle
que, pour i^i^n, il existe un sous-préschéma St- de S, ayant pour espace sous-jacent Si5 de présenta-
tion finie sur S, tel que si l'on pose Xt- = X Xs S,', le &x,-Module ^{ = ^®0% ̂ sj s°ù P^at sur $»'•

Considérons un recouvrement fini (U/)^.^ de S par des ouverts affines et défi-
nissons par récurrence T1=U1, Ty = Uy— U (U?-nUJ pour j^2', chaque T?- est fermé

dans l'ouvert affine U^, et les T?- sont deux à deux sans point commun; en outre les Uy n Uft

sont quasi-compacts puisque S est quasi-séparé, et par suite (S étant aussi quasi-compact),
sont constructibles dans S (1.8.1), donc il en est de même des T?.. Il suffira évidemment
de démontrer le corollaire pour un sous-préschéma convenable Ty de S ayant Ty pour
espace sous-jacent, de présentation finie sur S et pour le morphisme et le Module déduits
respectivement de u et 3F par le changement de base Ty->S. Notons pour cela que si
l'on prend sur Uy la structure de préschéma induite par celle de S, l'immersion ouverte
Uy->S est quasi-compacte puisque S est quasi-séparé (1.2.7), donc elle est de présen-
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tation finie (i .6.2, (i)). Il suffira donc que T;' soit de présentation finie sur U;-, autrement
dit, on peut déjà se borner au cas où U~S et T? = T est fermé constructible dans S.
Soit S = Spec(A), et considérons A comme limite inductive de ses sous-Z-algèbres de
type fini, de sorte que S = limSx> où les Sx sont affines et noethériens. En vertu de
(8.3.11 ), il existe un X et une partie fermée (nécessairement constructible) Tx de Sx tels que
T = M^~1(TX) (MX : S-»SX étant le morphisme canonique). On munira Tx d'une structure
de sous-préschéma de Sx et on prendra T' = TXXS S; comme l'immersion canonique
TX-»SX est de présentation finie (1.6.1), il en est de même de l'immersion T'-^S.
Comme T' est affine, on voit finalement qu'on peut se borner au cas où T'=S
est affine. Alors (8.9.1), avec les mêmes notations, il existe un X, un morphisme de type
fini ux : XX->SX et un @x -Module cohérent ^"x tels que X soit isomorphe à Xxxs S,

ïF à ^x®^ <DX. On peut alors appliquer à Sx, Xx et ̂ x le résultat de (6.9.3) et il y axx
des sous-préschémas SXi de Sx, dont les ensembles sous-jacents forment une partition
de Sx et qui sont tels que si l'on pose Xx- — Xx xs. Sx^, J^, = ̂ "x®ea @& soit plat sur SXi.A Sx Xi

Les S,' — SXt-Xs S sont alors des sous-préschémas de S répondant à la question en vertu
de (2.1.4).

8.10. Propriétés de permanence des morphismes par passage à la limite
projective.

Dans cette section, nous conservons les hypothèses générales et les notations
de (8.8.1).

Proposition (8.10.1). — S'il existe X tel que, pour (Jt^X, f^ soit un morphisme ouvert
(resp. universellement ouvert), alors f est un morphisme ouvert (resp. universellement ouvert).

Comme X = Xx X Y. Y, l'assertion relative aux morphismes universellement ouverts
A

est un cas particulier de (2.4.3, (^))« Supposons donc^ ouvert pour (ji^X; il suffit
de voir que pour tout ouvert quasi-compact U de X, /(U) est ouvert dans Y. Or, il existe
[ji^X tel que U = y~1(U{Jl), où U^ est un ouvert quasi-compact dans X^ (2.3.11); on
a alors /(^1(UJ) = «;|-

1(/^(UJ) (I, 3.4.8), donc/(U) est ouvert dans Y.
Corollaire (8.10.2). — Soit /:X->Y un morphisme. Pour que f soit universellement

ouvert, il suffit que, pour tout entier n>o, si l'on pose Yn=Y(8>zZ[T1, . . ., TM](=Vy), et
Xn = XxYYn, la projection canonique fn=fx iyn : Xn->Yn soit un morphisme ouvert.

Pour démontrer que f est universellement ouvert, il suffît de prouver qu'il en est
ainsi de la restriction /~1(U)^-U de f pour tout ouvert affine U de Y; comme, par
hypothèse, si Un = U®zZ[T1, . . ., Tn] est l'image réciproque de U dans Yn, le mor-
phisme Jn~1(Un)->Un, restriction de^, est ouvert, on voit qu'on peut se borner au cas
où Y=Spec(A) est affine. En outre, il suffît aussi évidemment de montrer que pour
tout morphisme Y'->Y, où Y'=Spec(A') est lui aussi affine, f=/(?>) est ouvert.
Supposons d'abord que A' soit une A-algèbre de type fini, donc quotient d'une algèbre
de polynômes A[T1? . .., Tn] ; alors Y' est un sous-préschéma fermé de Yn et/' la restric-
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tion de/n à /.-'(Y'); mais pour tout ouvert V de Xn, on a
et comme par hypothèse fn(V) est ouvert dans Yn, cela montre que/7 est aussi un mor-
phisme ouvert. Lorsque A' est quelconque, il peut être considéré comme limite inductive
de ses sous-A-algèbres de type fini Ax , et le fait que f soit un morphisme ouvert résulte
de ce qui précède et de (8.10.1).

Proposition (8.10.3). — Supposons qu'il existe a tel que : i° Sa soit quasi-compact ;

2° les morphismes Xa->Sa, Ya->Sa soient quasi-compacts et le morphisme Ya->Sa quasi-

séparé ; 3° pour a^X^jji , les morphismes u^ : S^-^Sj^ soient plats; 4°ya(Xa) soit constructible

dans Ya. Alors, pour que f soit dominant, il faut et il suffit qu'il existe X^ a tel que /x soit dominant.

Les hypothèses entraînent que Ya est quasi-compact et que le morphisme fa est
quasi-compact (1.2.4); Par suîte /a(Xa) = Za est pro-constructible (1.9.5, (v"))
dans Ya. Si l'on pose Zx = re;~x

1(Za) pour X^a et Z = re;~1(Za), on a donc ZX=/X(XX)
et Z=/(X) (I, 3.4.8) et Zx est pro-constructible dans Yx (1.9.5, (vî))« H suffit alors
d'appliquer (8.3.13) en remplaçant Sx, Zx et Zx' par Yx, Yx et Zx respectivement.

Proposition (8.10.4). — Supposons qu'il existe oc tel que Ya soit quasi-compact et fa de

type fini et quasi-séparé. Pour que le morphisme f soit séparé, il faut et il suffit qu'il existe X^a
tel que /x soit séparé.

La question étant locale sur Ya (puisque Ya est quasi-compact et L filtrant),
on peut se borner au cas où Ya est affine, donc quasi-séparé, et l'hypothèse entraîne
que Xa (donc les Xx et X) sont quasi-compacts et quasi-séparés. Posons Xx = XxXyxXx

pour X^oc et X'=XxYX; on a Xx = X^xY Yx et X'=X^XY Y; le morphisme
première projection X^->Xa est quasi-compact et quasi-séparé par hypothèse (1.2.3,
(in)), donc Xx est quasi-compact et quasi-séparé. Notons maintenant que si l'on désigne
par Ax (resp. A) la diagonale de XxxYxXx (resp. de XxYX), il résulte de (I, 5.3.4
et 3.4.8) que A^ (resp. A) est l'image réciproque de Ax par l'application z>X{JL : X^-^XX

(resp. z>x : X'->XX). D'autre part Ax est constructible dans Xx : en effet, puisque /x est
quasi-séparé, l'immersion diagonale XX->XX est quasi-compacte, et localement de
présentation finie puisque /x est de type fini (1.4.3 et I - 5 - 4 î (iïi))> ^ résulte alors
de (1.8.4.1) que Ax est localement constructible, donc constructible puisque Xx est
quasi-compact. On peut maintenant appliquer (8.3.12) en remplaçant Sx et Zx par Xx

et Ax respectivement.
Théorème (8.10.5). — Supposons S0 quasi-compact, Xa et Ya de présentation finie sur Sa,

et soit /a : Xa-^Ya un S^-morphisme. Considérons, pour un morphisme, la propriété d'être :

(i) un isomorphisme ;

(i bis) un monomorphisme ;

(ii) une immersion;

(iii) une immersion ouverte;

(iv) une immersion fermée ;

(v) séparé;

(vi) surjectif;
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(vii) radiciel;

(viii) affine;

(ix) quasi-affine ;

(x) fini;

(xi) quasi-fini ;

(xii) propre.

Alors, si P désigne une des propriétés précédentes, pour que f possède la propriété P, il faut et

il suffit qu'il existe X^a tel que /x possède la propriété P (auquel cas f^ la possède aussi

pour [Ji^X).

Si S0 est en outre supposé quasi-séparé, la même conclusion est valable lorsque P est la

propriété d'être :

(xiii) projectif;

(xiv) quasi-projectif.

Le cas où P est l'une des propriétés (i) ou (v) n'a été inséré dans l'énoncé que
pour mémoire ; dans ces cas, le théorème découle de ce qui a été démontré respectivement
dans (8.8.2.4) et (8.10.4). D'ailleurs, compte tenu de (I, 5.4. i et 5.3.4), (v) résulte
aussi de (iv). Le cas (i bis) se déduit aussitôt de (i), en utilisant (I, 5.3.8) et en notant
(comme on l'a déjà utilisé dans (8.10.4)) que la diagonale A* se déduit de A* par le
changement de base S->SX.

On notera d'autre part que (vi), (vii) et (xi) sont en fait des conditions sur les
fibres f~l(y) des morphismes envisagés, compte tenu de la transitivité des fibres par
changement de base (I, 3.6.4) : la condition (vi) signifie en effet que toutes les fibres
doivent être non vides, la condition (vii) qu'elles doivent être radicielles (I, 3.5.8) et
la condition (xi) qu'elles doivent être finies (II, 6 .2 .2 et 6.2.3 et ^ 6.4.4, compte tenu
de ce que/et les/x sont des morphismes de type fini par (1.5.4, (v)). Le théorème dans
ces trois cas sera donc encore conséquence d'un résultat général sur ce type de propriétés
ne concernant que les fibres, qui sera établi dans (9.3.3); nous repoussons donc jusqu'à
ce moment-là la démonstration du théorème dans le cas (xi) (bien entendu, le lecteur
pourra vérifier que, sauf aux nos 8.11 et 8.12, nous ne ferons pas usage du théorème
dans ce cas jusqu'à (9.3.3) et que (8.11) et (8.12) ne seront pas utilisés avant (9.3.3)).

Pour les cas qui restent à démontrer, on peut se borner à prouver que la condition
de l'énoncé est nécessaire, toutes les propriétés P envisagées étant invariantes par
changement de base (voir chap. Ier et II dans les numéros concernant chacune de
ces propriétés). On peut en outre supposer que Sa = S0 et que Ya = Sa, donc YX = SX

pour tout X^a. Enfin, les propriétés (i) à (xii) sont locales sur S0, donc, comme S0

est réunion finie d'ouverts affines et L filtrant, on peut se borner pour les démontrer
au cas où S0—Spec(A0) est affine (donc quasi-séparé). On désignera par Ax (resp. A)
l'anneau de Sx (resp. S).

Cas (ii), (iii), (iv) : Supposons que f soit une immersion (resp. une immersion
ouverte, resp. une immersion fermée), et soit X' le sous-préschéma (resp. induit sur un
ouvert, resp. fermé) de S associé à /, qui est donc un S-préschéma de présentation finie.
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En vertu de (8.6.3), il existe donc un X^a et un sous-préschéma (resp. induit sur un
ouvert, resp. fermé) Xx de Sx, de présentation finie sur Sx, tels que X' soit isomorphe à
Xx Xs S. Pour tout [Ji^X, X^ = Xx Xs S^ est donc un sous-préschéma (resp. induit sur un

ouvert, resp. fermé) de S^, de présentation finie sur S^, et il résulte donc de (8.8.2.4) et

(8.8.2.5) qu'il existe un [ji^X et un isomorphisme g^ : X^-^X^ tel que g = g[lxi$ soit
l'isomorphisme X->X' associé à/; d'où la conclusion.

Cas (vi) et (vii) : On sait (1.8.4.1) que Za=/a(Xa) est constructible dans Sa;
si l'on pose Zx = u~^(ZQi} pour X^a et Z = u~l(Za), on a ZX=/X(XX) et Z=/(X)
(I, 3.4.8). Comme en vertu de (8.3.11) l'application canonique lira Qt(Sx)-^(£(S) est

injective, la relation /(X) = S implique l'existence d'un X^a tel que /X(XX) = Sx,
ce qui prouve le théorème dans le cas (vi). Pour le prouver dans le cas (vii), il
suffit de noter que le morphisme structural Xaxs Xa->Sa est de présentation finie

puisqu'il en est ainsi de la première projection Xaxs Xa->Xa (1.6.2); il suffit donc

en vertu de (1.8.7.1) d'appliquer le cas (vi) du théorème au morphisme diagonal
A/a :Xa->XaXgaXa en notant que l'on a A/x = A / a Xig x et A^A^xig (1,5-3-4

et 3.3-11)-
Cas (viii) et (ix) : Comme S = Spec(A) est affine, dire que /: X->S est affine

(resp. quasi-affine) signifie qu'il existe un entier r et une immersion fermée (resp. une
immersion) j : X->Vg = Spec(A[T1, ..., Tr]) de S-préschémas, puisque/ est de type
fini et S quasi-compact (11,5.1.9). Comme Vg=VgtXSoS, et que Vgo est un
S0-préschéma de présentation finie, il résulte de (8.8.2, (i)) appliqué au S-morphisme j9

qu'il existe un X et un Sx-morphisme j\ : Xx->Vg tel que J=J\XIQ; appliquant

alors (iv) (resp. (ii)) àj, on en déduit qu'il existe (ji^X tel que j^ soit une immersion
fermée (resp. une immersion); par suite/^ est affine (resp. quasi-affine).

Cas (x) : Par hypothèse, on a X = Spec(B), où B est une A-algèbre qui est un
A-module de présentation finie (1.4.7); ^ résulte donc de (8.5.2, (ii)) qu'il y a un X
et un A^-module de présentation finie Bx tels que le A-module B soit isomorphe à BX®A A.

La structure de A-algèbre de B est définie par un A-homomorphisme m : B®AB->B;
comme on a B®AB = (Bx®AxBx)®AA, il existe d'après (8.5.2, (i)) un (x^X et un

A^-homomorphisme m^ : B^®^ B^-^B^ tel que m = mIJt<8)i. En considérant les dia-

grammes usuels exprimant l'associativité et la commutativité de m, on voit en appliquant
encore (8.5.2, (i)) qu'il existe V ^ J J L tel que mv définisse sur Bv une multiplication asso-
ciative et commutative ; de la même manière on voit qu'on peut supposer v pris assez
grand pour que l'anneau Bv ainsi défini admette un élément unité. Si X^ = Spec(Bv),
il est clair alors que X est S-isomorphe à X^xg S, donc, en vertu de (i), il existe p^v

tel que Xp et Xp soient Sp-isomorphes, ce qui achève la démonstration dans ce cas.

Pour démontrer le théorème dans le cas (xii), nous démontrerons d'abord la
proposition suivante :

Proposition (8.10.5.1) (lemme de Chow pour les morphismes de présentation
finie). — Soient A un anneau, X, Y deux A-préschémas de présentation finie, /:X->Y
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un A-morphisme séparé. Alors il existe deux A-préschémas X', P de présentation finie, et des
A-morphismes p : P-^Y, j : X'-^P, g : X'-^X, tels que le diagramme

X' -û P

X —> Y

soit commutatif, et que : i° p soit projectif; 2° g soit projectif et surjectif; 3°^ soit une immersion
ouverte.

En effet, soient A0 C A, X05 Y0 et/0 déterminés comme dans (8.9.1) de sorte que Y0

est noethérien et/0 de type fini; on peut en outre supposer/0 séparé d'après (8.10.4).
Le lemme de Chow (II, 5.6.1) montre alors l'existence de trois morphismes pQ : P0->Y0,
gQ : X0->X0 et JQ : XQ->PO, de type fini, tels que le diagramme

x;-^ PC

soit commutatif, et que pQ soit projectif, g0 projectif et surjectif et jQ une immersion
ouverte. Les propriétés de l'énoncé résultent alors de l'invariance des propriétés précé-
dentes par changement de base (II, 5.5.5, (iii) et I, 3.5.2 et 4.3.2).

Cas (xii) : Appliquons au morphisme f0 : X0->S0 la prop. (8. 10.5. i) : on a donc
un diagramme commutatif

X^ -±+ P0

Pô

x» T s°
où pQ est projectif, gQ projectif et surjectif, et jQ une immersion ouverte; on en déduit
pour chaque X un diagramme analogue où les morphismes p^= p Q X i $ , gi—gQXi$

et j\ =jQ X i g ont respectivement les mêmes propriétés, et de même pour les morphismes

limites projectives /? = /> 0 xi s , g = gQX is, J=J0X is. Comme g est propre (H, 5.5.3),
il en est de même de poj=fog (H, 5.4.2) et comme p est séparé, j est propre, donc une
immersion fermée; appliquant le cas (iv) au morphisme j (en notant que XQ et P0 sont
des S0-préschémas de présentation finie (8.10.5.1 et 1.6.2)), on voit qu'il existe X tel
quejx soit une immersion fermée, donc soit propre (H, 5.4.2). Mais alors f\°g\—J\°Pi
est propre (H, 5.5.3 et 5.4.2) et comme g^ est surjectif, et qu'on peut supposer /x séparé
en vertu de l'hypothèse sur /et de (v), il résulte de (H, 5.4.3) que/x est propre.

Cas (xiii) et (xiv) : En vertu de (xii) et de (H, 5.5.3) (qui est applicable puisque
les Sx sont quasi-compacts et quasi-séparés, compte tenu de (1.7.19)), il suffit de
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considérer le cas où/est quasi-projectif. Supposons donc qu'il existe un 0x-Module inver-
sible ££ qui soit/-ample; comme S0 est quasi-compact et quasi-séparé il en est de même
de X0 (i .2.3), et il y a donc un X et un 0X -Module quasi-cohérent Jëfx de présentation
finie tel que J5?= ^x(^x) (8.5.2, (ii)) ; en outre, en vertu de (8.5.5), on peut supposer JS?X

inversible. Le théorème dans ce cas est alors conséquence du lemme plus précis suivant :
Lemme (8.10.5.2). — Supposons S0 quasi-compact, et soit JSfx un (9Xy-Module inversible.

Pour que & soit un G^-Module ample pour f (resp. très ample pour f), il faut et il suffit qu'il
existe f i^X tel que 2?^ soit ample pour f^ (resp. très ample pour /J.

La condition étant évidemment suffisante (II, 4.4.10 et 4.6.13), montrons qu'elle
est nécessaire; les Sx étant quasi-compacts et les/x de type fini, on peut, en remplaçant 3?
par une puissance tensorielle convenable, se borner à considérer le cas où 3? est très
ample (II, 4.6.11). En outre, la question étant ici locale sur S0 (vu (H, 4 .45 ) et le fait
que L est filtrant), on peut se borner au cas où S0 (et par suite S) est affine. Alors, en
vertu de (11,4.4.1, (ii) et 11,4.1.2), il existe une S-immersion J:X->Pg = P telle
que «Sf soit isomorphe à J*(0P(i)). Compte tenu de (8.8.2, (i)), de (ii) et de (H, 4. i .3),
il existe donc un (ji^X et une immersion j^ : X^-^Pg =PfJl tels que j =j^ X i s ; utilisant
ensuite (II, 4.1.3.2) et (8.5.2.5), on voit qu'il existe v^f j i tel que J?v soit isomorphe
à J*(0p (i)), ce qui montre que J5?v est très ample pour/ (H> 4.4.2).

8. ii. Application aux morphismes quasi-finis.

Nous nous proposons dans cette section de démontrer les deux théorèmes suivants :

Théorème (8.11.1). — Soit /: X-^Y un morphisme propre, localement de présentation
finie, et quasi-fini. Alors le morphisme f est fini.

Théorème (8.11.2). — Soit /:X->Y un morphisme localement de présentation finie,

quasi-fini et séparé. Alors le morphisme f est quasi-affine, et a fortiori quasi-projectif.

Remarque (8.11.3). — On va voir ci-dessous que l'on peut se ramener, pour la
démonstration de (8.11.1) et (8.11.2), au cas où Y est localement noethérien; on
notera que dans ce cas on obtiendra ainsi une autre démonstration du théorème de
Chevalley (111,4.4.2).

(8.11.4) Les hypothèses et les conclusions de (8.11.1) et (8.11.2) sont toutes
locales sur Y (1.6.1, 1.2.6, (H, 5.1.1), (11,5.4.1) et (11,6.2.2)), donc on peut
supposer Y=Spec(A) affine. On sait qu'il existe alors un sous-anneau A0 de A, qui
est une Z-algèbre de type fini, et un morphisme de type fini /0 : X0->Spec(A0) tels
que X s'identifie à X0®AoA et / à />Xi (8.9.1). En outre, A peut être considéré
comme limite inductive de ses sous-anneaux contenant A0 et qui sont des Z-algèbres
de type fini; utilisant la méthode de (8.1.2, c)) ainsi que (8.10.5, (v), (xi) et (xii)),
on voit qu'il suffit de démontrer les théorèmes (8.11.1) et (8.11.2) pour/0. Supposons
donc désormais Y noethérien; utilisant maintenant la méthode de (8.1.2, a)) ainsi
que (8.10.5, (v), (ix), (x), (xi) et (xii)) on peut remplacer Y par Spec(^), où y est un
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point quelconque de Y, donc on voit finalement que l'on peut supposer que Y— Spec(A),
où A est un anneau local noethérien. Soient m l'idéal maximal de A, A le complété de A
pour la topologie m-préadique ; on sait que A est un anneau local noethérien et que le
morphisme Spec(A)->Spec(A) est fidèlement plat et quasi-compact (0I5 7.3.5); appli-
quant (2.7.1, (i), (vii), (xiv), (xv) et (xvi)), on voit en outre qu'on peut se borner au cas
où A est complet. Il résulte alors de (II, 6.2.6) que X = X' n X", où X' est un Y-schéma
fini et X" un Y-schéma quasi-fini tel que X" nf~l(y)=0.

Plaçons-nous d'abord dans les hypothèses de (8.11.1); comme/est propre, X",
qui est fermé dans X, est propre sur Y (H, 5.4.10), donc /(X") est fermé dans Y;
mais y n'est pas contenu dans/(X"), et par ailleurs est adhérent à tout point de Y,
donc /(X")=0, et par suite X" est vide et/est/mi.

Plaçons-nous maintenant dans les hypothèses de (8.11.2) et, en nous bornant
(comme on peut le faire d'après ce qui précède) au cas où Y=Spec(A) est affine
et noethérien de dimension finie, raisonnons en outre par récurrence sur la dimen-
sion de Y. En se ramenant comme ci-dessus au cas où A est en outre local et
complet, on a dim(^)=-dim(A) = dim(Y) et pour tout £=Njy, dim(0J<dim(0y), donc
dim(Y—(j})<dim(Y). Or, par hypothèse on a /(X")CY—{jy} et la restriction de/
à X" est évidemment un morphisme quasi-fini et séparé; appliquant à Y—{j} et à X"
l'hypothèse de récurrence, on voit que X" est quasi-affine sur Y—{jy}; mais l'ouvert
Y—{jv} étant quasi-affine sur Y puisque Y est noethérien, X" est aussi quasi-affine
sur Y (II, 5. i . 10, (ii)) ; comme par ailleurs X' est fini (et a fortiori affine) sur Y, X est
quasi-affine sur Y (II, 4.6.17 et 5.1.2, c')}.

Proposition (8.11.5). — Soit f : X-^Y un morphisme de présentation finie. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) / est une immersion fermée.

b) / est un monomorphisme propre.

c) f est propre et pour tout jveY,/~1(j) est radiciel et géométriquement réduit sur k(y]

(c'est-à-dire vide ou h(y)-isomorphe à Spec(fe(jy)).

Il est clair que a) entraîne b). Pour voir que b) entraîne c), notons (I, 3.3.12)
que pour tout jyeY, le morphisme /~1(j)->Spec(lc(jv)) déduit de/par extension de
la base est un monomorphisme, donc est injectif, et par suite /~1(jv) est vide ou réduit
à un point, et en tout cas affine. De plus, si A est l'anneau de /^(jv), l'homomorphisme
canonique A®fcA->A est bijectif (I, 5.3.8). Cela entraîne évidemment que A = A:,
sans quoi il y aurait un élément aeA non dans k et les images de a®i et de i®a
dans A seraient toutes deux égales à #, alors que a® i =(= i®a puisque i et a forment un
système libre sur k.

Reste à prouver que c) entraîne a). Il résulte tout d'abord de (8. n . i) que/est
un morphisme fini, donc X = Spec(j/), où s/ est une 0Y"Algèbre finie. Il suffit donc
de prouver que l'homomorphisme canonique 0Y~^^ est surjectif (H, 1.4.10), ou encore
que pour tout jyeY, l'homomorphisme @y->£/y est surjectif. Mais par hypothèse
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f~1(y} = Spec(j/y/m2/J/y) (H, 1.5.5) est tel que l'homomorphisme correspondant
h(y) = @y/my->jtfylvdyjtfy soit bijectif; comme j/t/ est un ^-module de type fini, le lemme
de Nakayama montre que (Sy->stfy est surjectif, ce qui achève la démonstration.

Remarque (8.11.5.1). — On notera que le raisonnement précédent prouve que
si f est un monomorphisme, alors, pour tout jyeY, f~l(y) est vide ou h(y)-isomorphe
à Spec(fcOO).

Proposition (8.11.6). — Si un morphisme j f :X->Y de présentation finie est un
homéomorphisme universel, il est fini, surjectif et radiciel (la réciproque étant vraie
d'après (2.4.5, W))-

En effet,/étant de type fini, universellement fermé, et séparé en vertu de (2.4.4),
est propre par définition (II, 5.4.1). Comme il est évidemment quasi-fini (II, 6.2.3),
il est fini d'après (8. n. i). On sait par ailleurs qu'il est radiciel (2.4.4), et évidemment
surjectif.

8.12. Nouvelle démonstration et généralisation du « Main Theorem » de
Zariski.

Lemme (8.12.1). — Soient /*:X-^Y un morphisme quasi-compact et quasi-séparé,

*ë une & y Algèbre quasi-cohérente, Z = Spec(^), qui est un Y'-préschéma affine au-dessus de Y.

Soient g : X-^Z un Y'-morphisme, <p = j2/(g) : ^-^jf ($x) Ie &^-homomorphisme correspondant
de G^-Algèbres (II, 1.2.7). Supposons que g soit une immersion. Alors, pour que V image fermée

de X par g (I, 9.5.3) soit égale à Z, il faut et il suffit que <p soit injectif; g est alors une immersion

ouverte.

L'hypothèse entraîne que/#(0x) est une 0y-Algèbre quasi-cohérente (1.7.5); en

outre, comme le morphisme canonique h : Z->Y est affine, donc quasi-compact et
séparé, g est un morphisme quasi-compact et quasi-séparé (1 .2 .2 et 1.1.2), donc g+(0x)
est une @z-Algèbre quasi-cohérente (1.7.5). Cela étant, dire que l'image fermée de X
par g est égale à Z signifie (I, 9.5.2) que Phomomorphisrne canonique 6 :
est injectif. Mais on a h^(&z) =

 (£ par définition de Z (II, 1.3.1), et A,(^(^x

Comme Z est affine au-dessus de Y, il revient au même de dire que l'homomorphisme
6 : 0z->£ ($x) est injectif ou que Phomomorphisme correspondant <p = A#(0) : ^->/+(0x)
est injectif (I, 1.3.9). Le fait que g est alors une immersion ouverte résulte de (I, 9.5.10)
et de l'hypothèse que g est une immersion.

Lemme (8.12.2). — Soient Y un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, f: X->Y un

morphisme quasi-séparé de type fini, fé7 une G x-Algèbre quasi-cohérente, Z —Spec(^). Soient

g : X->Z un Y-morphisme, 9 : të-*f^(@x) ^ 0^-homomorphisme correspondant de &Y-Algèbres.

Soit (^x) la famille filtrante croissante des sous-O^-Algèbres quasi-cohérentes de type fini de *£

(dont ^ est la réunion ((I, 9.6.6) et (1.7.9))) ; posons Zx —Spec(^x) et soit gx le morphisme

composé X->Z->ZX. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) g est une immersion.

b) // existe X tel que gx soit une immersion.
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De plus, lorsque £x est une immersion, il en est de même de g^ pour \L ̂  X.
Il suffît d'appliquer (H, 3.8.4) en remplaçant 5£ par 0X et «^ par ^[T], et tenant

compte de (H, 3.1 .7).
Proposition (8.12.3). — Soient Y un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, f : X-^Y

un morphisme séparé de type fini. Soit 3S =f^(@x}> ?M* est une ^-Algèbre quasi-cohérente (I, 9 . 2 . 2) ;
soit *ë la fermeture intégrale de 0Y dans âS, qui est une 0^- Algèbre quasi-cohérente (H, 6.3.4);

posons Z = Spec(fé7), et soit g : X->Z le Y '-morphisme correspondant à V injection canonique

<p : të-*&=f^((!)x) (E, 1.2.7). Soit (#x) la famille filtrante croissante des sous-O^-Algèbres

quasi-cohérentes de type fini de <£ (dont fé7 est la réunion ((I, 9.6.6) et (i .7.9))), et, pour tout X,

soit gx : X->Zx = Spec(^x) le Y '-morphisme correspondant à l'injection (&\->&=fiti(®x)* Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

a) // existe une factorisation de f en

où f est une immersion et u un morphisme fini.
/' M

a') // existe une factorisation X -> Y' -> Y de f, où f est une immersion ouverte et u un

morphisme fini.

b) Le morphisme g : X->Z est une immersion.

c) // existe X tel que gx : X->ZX soit une immersion.

De plus, lorsqu'il en est ainsi, g est une immersion ouverte, #(X) est dense dans Z, et il

existe X tel que, pour \L^\, g[L soit une immersion ouverte.

Comme l'homomorphisme 9 : ̂ -^(^x) est injectif, il résulte de (8.12.1) que
si g est une immersion, c'est une immersion ouverte et g(X) est dense dans Z, et de
même pour £x. Le fait que a) entraîne a1) résulte aussi de (8.12.1), appliqué en y
remplaçant Z par Y' et g par/' (Y' étant fini, donc affine au-dessus de Y) : en effet
si Y" est l'image fermée de X par /', Y" est fini au-dessus de Y et /' se factorise en

X->Y"->Y', où j est l'injection canonique, et f" est une immersion (1,4.1.10); il
résulte donc de (8.12.1) que/;/ est une immersion ouverte.

L'équivalence de b) et c) résulte de (8. 12.2) ainsi que le fait que gx est alors une
immersion pour X assez grand. Il est clair que c) implique a), puisque Zx est fini
au-dessus de Y (H, 6. 3. 4 et 6. 1.2). Montrons enfin que a) implique c) . On a vu ci-dessus
qu'on peut supposer que Y' est l'image fermée de X par/', et alors il résulte de (8.12.1)
que si l'on pose âS'=u^(0^,}, de sorte que Y' s'identifie à Spec(^?'), l'homomorphisme
9' : ̂ '->^r=/+(^x) est injectif. Mais comme par hypothèse 3$' est une @Y-Algèbre finie,
elle s'identifie par définition de 3$ à une des sous-0Y-Algèbres ^x, ce qui démontre c).

Nous dirons qu'un morphisme /: X-^Y, où Y est quasi-compact et quasi-séparé,
est pseudo-fini, s'il est de type fini et vérifie la condition a) de (8.12.3) (auquel cas il
est nécessairement séparé).

Corollaire (8.12.4). — Soient Y un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, /: X->Y

un morphisme.
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(i) Supposons f pseudo-fini. Alors, pour tout morphisme Y'->Y, où Y' est quasi-compact
et quasi-séparé, f(Y} : X'=X(Y,)->Y/ est pseudo-fini.

(ii) Soit (Ux) un recouvrement deY formé d'ouverts quasi-compacts. Pour que f soit pseudo-fini,
il faut et il suffit que pour tout X, la restriction /x :f~~1 (Ux) -^Ux de f soit un morphisme pseudo-fini.

(iii) Supposons en outre Y noethérien, etfde type fini. Alors', pour que f soit pseudo-fini, il faut
et il suffit que, pour tout je Y, le morphisme fy=fx i : XJ/= X x YSpec(0y) -> Spec(0y) le soit.

(i) II est clair quej^y,) est de type fini ( i. 5.4) ; en outre, une factorisation X 4-Z -^>Y

où g est une immersion et u est fini, donne une factorisation X'->Z'->Y' de^Y')> °ù
Z'=Z(Y ')> g'=£(Y') et M' = w(Y')ï ë est une immersion (I, 4.3.2) et u' est fini (H, 6.1.5);
donc yjY') est pseudo-fini.

(ii) La condition est nécessaire en vertu de (i), les Ux étant quasi-séparés puisque Y
l'est. Pour voir qu'elle est suffisante, observons (avec les notations de (8.12.3)) que sî
l'on pose XX=/-1(UX), on a 0|Ux = (/x),(0Xx), *f|Ux est la fermeture intégrale
de 0n dans <^x et par suite, si h : Z->Y est le morphisme canonique, Zx = Spec(^x)
s'identifie à h~1(U^). Or, pour que g : X->Z soit une immersion, il faut et il suffit
que pour tout X, la restriction gx •/~~1(UX) ~>A"~1(UX) de g le soit (I, 4.2.4). Cela entraîne
la conclusion en vertu de (8.12.3).

(iii) II suffit, en vertu de (ii), de prouver que y admet un voisinage U tel que la
restriction /~1(U) ->U de/soit un morphisme pseudo-fini. Désignons par (Ux) le système
projectif filtrant décroissant des voisinages ouverts affines de y, et appliquons la méthode
de (8.1.2, a)). Puisque Y est noethérien, les restrictions /x :/~1(Ux)->Ux de/sont
de présentation finie et il en est de même de f y . Par hypothèse fy se factorise en

Xy -^> Zy -^> Spec(0y), où uy est fini et gy est une immersion. Comme Oy est noethérien,
il en est de même de Zy, et comme Zy est de présentation finie sur Spec(^), il existe
un X et un morphisme de présentation finie ux : ZX->UX tels que Zy s'identifie à
Zx XUxSpec(^) et îiy à ux x i (8.8.2, (ii)) ; en outre, il existe un morphisme £x : XX->ZX

tel que g^^xi et que /x = wxo£x (8.8.2, (i)). De plus, on peut supposer X pris de
sorte que gx soit une immersion et wx un morphisme fini (8.10.5, (ii) et (x)), ce qui
prouve que /x est pseudo-fini.

(8.12.5) Nous pouvons maintenant donner du « Main theorem » de Zariski (ffl,
4.4.3), une démonstration n'utilisant pas les résultats cohomologiques de nature
« globale » du chap. III, mais faisant appel par contre aux propriétés plus fines des
anneaux locaux noethériens; nous généraliserons en outre l'énoncé du théorème en le
débarrassant des hypothèses noethériennes :

Théorème (8.12.6) (« Main Theorem » de Zariski). — Soit Y un préschéma quasi-
compact et quasi-séparé. Si un morphisme f : X->Y est quasi-fini, séparé et de présentation finie,
il existe une factorisation de f

(8.12.6.1) X-^Y '^Y

où f est une immersion ouverte et u un morphisme fini.
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En vertu de (8.12.4, (ii)) et du caractère local (sur Y) des notions de morphisme
quasi-fini, séparé et de présentation finie, on peut se borner au cas où Y=Spec(A)
est affine. Appliquant (8.9.1), on peut supposer qu'il y a un sous-anneau A0 de A,
qui est une Z-algèbre de type fini, et un A-isomorphisme X0®AoA^>X, /s'identifiant
par cet isomorphisme à /0Xi, où f0 : X0->Spec(A0) est un morphisme de type fini;
en outre (8.10.5, (v) et (xi)) on peut supposer que/0 est séparé et quasi-fini ; si l'on prouve
que/0 est pseudo-fini, il en sera de même de/d'après (8.12.4, (i)). Comme A0 est alors
noethérien et que les notions de morphisme de type fini, séparé et quasi-fini se conservent
par changement de base, il résulte de (8.12.4, (iii)) que l'on peut même supposer que A
est un anneau local, essentiellement de type fini sur Z (1.3.8). Posons n = dim(A), et
procédons par récurrence sur n ; pour n = o, le théorème est évident, A étant un corps
et le morphisme / étant déjà fini (H, 6.2.2). Posons B = F(X, 0X); désignons par C
la fermeture intégrale de A dans B, posons Z = Spec(C) et soit g : X-^Z le Y-morphisme
correspondant au A-homomorphisme canonique injectif C->B; en vertu de (8.12.3),
il s'agit de montrer que g est une immersion ouverte. Soit a le point fermé de Y, et
soit U—Y— {a} ; U est noethérien et tous ses anneaux locaux sont essentiellement
de type fini sur Z et de dimension <n; compte tenu de l'hypothèse de récurrence,
et de (8.12.4, (iii)), on voit que la restriction /~1(U)-^U de f est un morphisme
pseudo-fini. On en conclut (8.12.3) que, si h : Z->Y est le morphisme structural,
la restriction /~1(U)->A~1(U) de g est une immersion ouverte. Posons A' = A,
Y'=Spec(A'), X' = X(Y,),/

/=m/|Y,) : X'->Y'. Comme le morphisme canonique u : Y'->Y
est plat, il résulte de (2.3.1) que B' = T(X', 0X,) s'identifie à la A'-algèbre B®AA'.
D'autre part, comme A est un anneau local excellent (7.8.3), le morphisme u : Y'-*Y
est régulier, et a fortiori normal, et par suite (6.14.4) la fermeture intégrale de A' dans B'
est égale à C' = C®AA'. On voit donc que Z' = Spec(C') est égal à Z(Y/) et le morphisme
g' : X'-^Z' provenant de l'injection C'->B' est égal à g(Y')* Comme u : Y'-^Y est
fidèlement plat et quasi-compact, pour prouver que g est une immersion ouverte, il
suffit de prouver que g' est une immersion ouverte (2.7.1, (x) ). Notons maintenant
que u~l(à) est réduit au point fermé a' de Y' et par suite U' = Y'—{a'} — u~~l(\J).
Si h' : Z'->Y' est le morphisme canonique, le fait que la restriction f~1(U)->h~~l(U)
de g soit une immersion ouverte entraîne qu'il en est de même de la restriction
/'~1(U /)->A'~1(U /) de g'. Notons maintenant que/' est un morphisme séparé et quasi-
fini (II, 6.2.4); comme A' est complet, on déduit de (II, 6.2.6) que X' est Y'-isomorphe
à une somme X^nXg, où la restriction f'\X[=fi : X(->Y' est un morphisme fini,
et XgC/'^U'). Il en résulte que B' est composée directe des deux A'-algèbres
r(X|, 0Xi) — Bj et r(X£, 0X,) — Bg; on en conclut aussitôt que la fermeture intégrale G'
de A' dans B' est composée directe des fermetures intégrales C^, Cg de A' dans B(, Bg
respectivement, d'où Z'^Z^nZ^, où Zt' = Spec(C;) (z"=i, 2) ; et le morphisme cano-
nique g' : X'->Z' est tel que g'|Xt' soit le morphisme canonique &' : Xt'-^Zt' (1=1,2).
Mais comme E[ est déjà une A'-algèbre finie, on a Cj = B(, et g[ est donc un isomor-
phisme. D'autre part, comme XgC/'"^!!') et est ouvert dans //~1(U/), on sait
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déjà que g'% est une immersion ouverte. On conclut bien que g' est une immersion
ouverte, C.Q.F.D.

Remarque (8.12.7). — Lorsque, dans (8.12.6), on suppose que Y est un schéma
affine, la démonstration par réduction au cas noethérien montre que, dans la factorisa-
tion (8.12.6.1), les morphismes /' et u sont aussi des morphismes de présentation

finie (1.6.2).
Corollaire (8.12.8). — Soient Y un schéma quasi-compact tel qu'il existe un O^-Module

ample (11,4.5.3), /:X->Y un morphisme quasi-fini et quasi-projectif. Alors il existe une
factorisation de f en

où f1 est une immersion ouverte et u un morphisme fini.

L'hypothèse entraîne que X s'identifie à un sous-Y-Schéma quasi-compact d'un
Y-schéma de la forme Z — Py (II, 5.3.3). Il y a par suite un voisinage ouvert quasi-
compact U de X dans Z tel que X soit fermé dans U ; comme Z est un schéma, l'injection
canonique U->Z est un morphisme de présentation finie ( (1 .2 .7) et ( I -6 .2) ) , donc
le morphisme composé g : U->Z->Y est aussi un morphisme de présentation finie (le
fait que Py est de présentation finie sur Y résultant aussitôt de la définition (H, 4.1.1)).
Soit / l'Idéal quasi-cohérent de 0^ définissant le sous-préschéma fermé X; comme U
est un schéma quasi-compact, / est limite inductive filtrante de ses sous-Idéaux quasi-
cohérents de type fini /-^ (I, 9.4.9). Si Xx est le sous-préschéma fermé de U défini
par /^ on a par suite X = flXx. Pour tout jyeY, on a donc /~1(j;) = fl (Xxn g~^(y)\

et comme les ensembles Xxn^r~1(j) sont fermés dans l'espace noethérien g~l(y)> il
existe pour tout y un indice X(jv) tel que /~1(j) — Xx(y) n g~l(y). Désignons par Ex

l'ensemble des je Y tels que la fibre Xxn^~1(jv) de la restriction de g à Xx soit un
k(y) -préschéma fini. L'hypothèse que/est quasi-fini entraîne, en vertu de ce qui précède,
que Y= UEX . Or, chacun des Xx est, par définition, de présentation finie sur Y; il résulte

donc de (9.2.3) et (9.2.6) (*) que les Ex sont des ensembles constructibles dans le
schéma Y; comme ils forment un ensemble filtrant croissant, il existe un indice X tel
que EX=Y (1.9.9), et Pour cet indice X, le morphisme /x : XX->Y, restriction de g
à Xx, est donc quasi-fini. Comme il est de présentation finie et séparé, on peut lui
appliquer (8.12.6), et/x se factorise donc en

où j\ est une immersion et wx un morphisme fini. Comme X est un sous-préschéma fermé
de Xx, on a ainsi prouvé que /possède la propriété (8.12.3, a)), d'où le corollaire en
vertu de l'équivalence de (8.12.3, a)} et (8.12.3, a')).

Le lecteur vérifiera que les corollaires (8.12.8) à (8. 12. n) ne sont pas utilisés dans le § 9.
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Corollaire (8.12.9). — Soit f : X->Y un morphisme localement quasi-fini (Errm, 20).

Pour tout #eX il existe un voisinage ouvert U de x dans X, un voisinage ouvert V de y=f(x]

dans Y, tels que /(U) C V et une factorisation

u 4 v 4> v

de la restriction de f à U, où f est une immersion ouverte et u un morphisme fini.

Il suffit évidemment de prendre pour V un voisinage affine de y dans Y, pour U
un voisinage affine de x dans X contenu dans /""^(U) et tel que /|U soit quasi-fini.
Le morphisme U->V restriction de/étant alors affine (donc quasi-projectif), on peut
lui appliquer (8.12.8).

Corollaire (8.12.10). — Soient Y un préschéma intègre et normal, X un préschéma

intègre, /: X->Y un morphisme birationnel et localement quasi-fini (Errm, 20). Alors f est un

isomorphisme local ; pour que f soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que f soit en outre

séparé.

La seconde assertion résulte aussitôt de la première et de (I, 8.2.8). Pour prouver
la première assertion, on peut supposer X et Y affines et / quasi-fini ; considérons la
factorisation f=uof de (8.12.8), qui permet d'identifier X par/' à un sous-préschéma
induit sur un ouvert de Y'. Comme X est intègre, on peut, en vertu de (I, 5.2.3),
remplacer Y' par le sous-préschéma réduit de Y' ayant pour espace sous-jacent X, donc
on peut supposer aussi que Y' est intègre. En outre, puisque/est birationnel, u l'est aussi.
La conclusion résulte alors du lemme suivant :

Lemme (8.12.10.1). — Soient Y' un préschéma intègre, Y un préschéma intègre et normal ;

alors un morphisme u : Y'->Y fini et birationnel est un isomorphisme.

Posons en effet j/= u^(0^,), de sorte que sf est une @y-Algèbre finie, Y' s'identifiant
à Spec(j/) (II, 1.3.6). Si R(Y) est le corps des fonctions rationnelles de Y, on a donc,
pour tout jeY, ^y^Cj/^cR^Y); mais comme l'anneau <?Y y est par hypothèse intégra-
lement clos et a R(Y) pour corps des fractions, on a nécessairement ^y—0^y, d'où
le lemme.

Corollaire (8.12.11). — Soient Y un préschéma intègre, X un préschéma intègre et normal,

f : X->Y un morphisme dominant et localement quasi-fini. Soient K et L (extension de K) les

corps de fonctions rationnelles de Y et X respectivement : et soit Y' la fermeture intégrale de Y relati-
/' M

vement à L (H, 6.3.4); a^ors f se factorise d'une seule manière en f : X -> Y' -> Y, où f est

birationnel, et correspond à l* automorphisme identique de L;/' est alors un isomorphisme local, et

pour que f soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que f soit séparé.

L'existence et l'unicité de la factorisation de / résultent de (II, 6.3.9). H résulte
de (H, 6.2.4, (v)), en se ramenant au cas affine, que/' est localement quasi-fini; en outre,
il résulte de (I, 5.5. i ) que, pour que /' soit séparé, il faut et il suffit que / le soit,
puisque u est affine, donc séparé ; les deux dernières assertions sont donc des conséquences
de (8.12.10) appliqué à/'.
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8.13. Traduction en termes de pro-objets.

La proposition suivante est essentiellement équivalente à (8.8.2, (i)) :
Proposition (8.13.1). — Soient S un préschéma, (Xx, z;xj un système projectif filtrant

de S-préschémas ; on suppose qu'il existe a tel que 0aX soit un morphisme affine pour tout X>a
(ce qui entraîne (II, 1.6.2) que 0X(Jl est affine pour a<X<fx) , de sorte que la limite projective
X = lim Xx existe dans la catégorie des S-préschémas (8.2.3). S°it Y un S-préschéma, et, pour

tout X^a, soit £x : Homs(Xx, Y) -> Homs(X, Y) l'application qui, à tout S-morphisme
/x : XX->Y, fait correspondre /=/xo0X5 où z>x : X->XX est le morphisme canonique. La
famille (#x) est un système inductif d' * applications, qui définit donc une application canonique

(8.13.1.1) lim Homs(Xx, Y) ->HomB(X, Y).

Supposons Xa quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé), et le morphisme structural
Y->S localement de type fini (resp. localement de présentation finie). Alors V application (8.13.1.1)
est injective (resp. bijective).

Posons en effet, pour X^a, Zx=YxsXx, de sorte que l'on a Zx = Zaxx Xx.

Posons de même Z=Yx sX = Zaxx X; on sait alors (8.2.5) <lue> ^ l'on Pose auss*
w^= i XZ>XIJL : Z^-^Zj^ pour a ^ X ^ f j t et ze>x= i X0X : Z->ZX pour a^X, Z est limite
projective du système projectif (Zx? w^) et les wx sont les morphismes canoniques
correspondants. Notons d'autre part que le morphisme Za->Xa est localement de type
fini (resp. localement de présentation finie) (1.3.4 et I -4 '3) - Enfin, on sait que Ton a

Homs(Xx, Y) = HomXx(Xx, Zx) et Homs(X, Y) = Homx(X, Z)

(1,3.3.14). Il suffit maintenant d'appliquer (8.8.2, (i)) en y faisant XX = SX et en
y remplaçant Yx par Zx.

Corollaire (8.13.2). — Avec les notations de (8.13.1), on suppose Xa quasi-compact
et quasi-séparé, et les #aX affines pour oc^X; on suppose en outre que Y=lim Yp, où (Yp, tpa)

est un système projectif filtrant de S-préschémas tel que, pour chaque p, le morphisme structural Yp ->S
soit localement de présentation finie. On a alors une bijection canonique

(8.13.2.1) Homs(X, Y) :* lim (lim Homs(Xx, Yp)).
^P ^

En effet, le fait que Y soit limite projective des Yp entraîne en particulier que
l'application canonique Homg(X, Y) -> lim Homs(X, Yp) est bijective; et d'autre part,

P
les hypothèses entraînent, pour chaque p, l'existence d'une bijection canonique

Homs(X, Yp) 5- lim Homs(Sx, Yp) en vertu de (8.13.1); d'où la conclusion.
x

(8.13.3) Les résultats précédents permettent d'interpréter dans la théorie des
préschémas les notions de « pro-variété » ou de « pro-schéma » qui s'introduisent dans
certaines applications (par exemple dans la théorie du corps de classes local suivant
les idées de Serre [39] ou dans la théorie de Néron sur la réduction des variétés
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abéliennes [32]). Rappelons rapidement ici la notion de pro-objet d'une catégorie,
renvoyant au chap. V pour de plus amples développements (nous n'utiliserons d'ailleurs
pas avant le chap. V l'interprétation qui va suivre, et le lecteur peut donc omettre jusque-là
la lecture de la fin de ce numéro). Étant donnée une catégorie C, la catégorie Pro(C)
des pro-objets de C a pour objets les systèmes projectifs (dans l'univers où l'on se place)
X = (X|X)lJLeM d'objets de C dont les ensembles d'indices (dépendant du système projectif
considéré) sont supposés préordonnés filtrants. Étant donnés deux tels pro-objets
X = (X|i)|Jl6M, X/=(X^){Jt,eM,5 les morphismes de X dans X' sont par définition les éléments
de l'ensemble lim(lim Hom(XfX? X^)) ; la vérification du fait que l'on peut prendre

y.' \L

ces ensembles pour ensembles de morphismes est immédiate, la composition de systèmes
de morphismes w£, : X^-^X^,, ufi : X^-^X^', qui sont inductifs en l'indice supérieur
et projectifs en l'indice inférieur, se faisant « argument par argument », autrement dit
en considérant le système des u'^ = ufîou*,.

(8.13.4) Considérons alors un préschéma quasi-compact et quasi-séparé S, et
désignons par C la sous-catégorie pleine de la catégorie (Sch)t$ des S-préschémas, formée
des S-préschémas X ayant la propriété suivante : le morphisme structural X->S se

g f
factorise en X -> X0 -> S, où g : X->X0 est affine et / : X0^S de présentation finie ; nous
dirons pour abréger que les préschémas de C sont essentiellement affines au-dessus de S.

Considérons d'autre part la sous-catégorie pleine C'Q de (Sch)^ formée des
S-préschémas de présentation finie, et la catégorie Pro(C'Q) des pro-objets de C'0. Nous dirons
qu'un objet X = (X{JL)|JieM de Pro(C'0) est essentiellement affine s'il existe un yeM tel que
pour tout (Jt^Y, le morphisme de transition v^ : X^-^XY soit affine (ce qui entraîne
que pour y^f j i^v , v^ : X^-^X^ est affine). On notera qu'un objet de PTO(€Q) isomorphe
à un objet essentiellement affine n'est pas nécessairement essentiellement affine lui-même.
Nous désignerons par C' la sous-catégorie pleine de Pro(C'Q) formée des pro-objets de C'0
essentiellement affines.

Cela étant, il résulte de (8.2.2) et (8.2.3) que pour tout objet X = (X|1)|teM de C',
le S-préschéma X = lim X^ existe ; en outre, comme, pour [i assez grand, le morphisme

i*
X-^X^ est affine (8.2.2), X est essentiellement affine au-dessus de S par définition.
Posons X = L(X); montrons qu'on a ainsi défini unfoncteur canonique

(8.13.4.1) L:C'->C

On a en effet, pour deux objets X = (X|1), X'=(X^) de C', une application canonique
pour chaque jx'

lim Hom^X,, X;,) -* Homs(lim X,., X;,)
in-

définie dans (8.13.1.1), et d'autre part, par définition de la limite projective, une
bijection canonique

lim Homs(lim X^, X^,) ̂  Homs(lim X^, lim X^,)
V.' fx \L \L'
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d'où une application canonique

(8.13.4.2) lim(lim Hom^X^, X^,)) -> Hom(lim X^, lim X;,)
fi' M- \L \L'

évidemment fonctorielle en X et X', et qui complète la définition du foncteur L.

Proposition (8.13.5). — Les hypothèses et notations étant celles de (8.13.4), le foncteur L
est pleinement fidèle. Si de plus S est un préschéma noethérien (ce qui implique déjà que S est
quasi-compact et quasi-séparé (1.2.8)), L est une équivalence de catégories.

Dire que L est pleinement fidèle signifie que l'application (8.13.4.2) est bijective
quels que soient X, X' dans C', ce qui est un cas particulier de (8.13.2) : en effet, les
morphismes structuraux X^->S étant de présentation finie, sont en particulier quasi-
compacts et quasi-séparés, donc les X^ sont quasi-compacts et quasi-séparés.

Pour montrer que lorsque S est noethérien L est une équivalence de catégories,
il suffit, puisque l'on sait déjà que L est pleinement fidèle, de prouver que tout S-préschéma
essentiellement affine X est ̂ -isomorphe à un objet de la forme L(X) où XEC' (Om, 8.1.5).

Or, il y a par hypothèse une factorisation X -> X0 -* S du morphisme structural,/étant
de présentation finie et g affine. On peut donc écrire X —Spec(ja/), où stf est une
0Xo-Algèbre quasi-cohérente (II, 1.3.1). Or, comme X0 est noethérien (puisqu'il en
est ainsi de S et que f est de type fini), s# est limite inductive filtrante de la famille (^x)
de ses sous-0Xo-Algèbres quasi-cohérentes de type fini (I, 9.6.6). Posons Xx —Spe^j^);
les morphismes XX->X0 sont de type fini, donc de présentation finie puisque X0 est
noethérien, et par suite il en est de même des morphismes composés XX->X0->S (1.6.2);
autrement dit, les Xx appartiennent à C'Q et comme les morphismes XX->X0 sont
affines, X —(Xx) est un objet de C' dont la limite projective existe et est S-isomorphe
à X en vertu de (8.2.2). Ceci achève la démonstration.

Remarque (8.13.6). — II résulte de (1.6.2) et de (II, 1.6.2) que si X et Y sont
essentiellement affines au-dessus de S, alors il en est de même de XxsY. On en conclut
par exemple (Om, 8.2.5) qu'un C-groupe n'est autre qu'un (Scti) ^-groupe qui est un
préschéma essentiellement affine au-dessus de S. D'autre part, les produits finis existent
dans la catégorie C' : en effet, si X = (XJ{JieM, Y— (Yp)peR sont deux objets de C', les
produits X^XgYp sont des S-préschémas de présentation finie, et en prenant pour
morphismes de transition XvxgY0->X{JLxgYp les produits des morphismes de transi-
tion XV^X{Z et Y0->Yp, on voit aussitôt que (X^XgYJ est produit de X et de Y
dans Pro(C0) ; en outre (II, 1.6.2) les morphismes de transition ainsi définis sont affines
pour [ji et p assez grands, donc le produit XxY ainsi défini appartient bien à C'. On
conclut alors comme plus haut qu'un C'-groupe est un PTO(€Q)-groupe qui est essentiellement
affine. On déduit donc de (8.13.5) que les catégories des C'-groupes et des C-groupes
sont équivalentes lorsque S est noethérien. Il semble plausible que lorsque S est le spectre
d'un corps k, la catégorie des C-groupes soit équivalente à celle des K-groupes, où K est
la catégorie des S-préschémas quasi-compacts; autrement dit, tout préschéma en groupes
sur k qui est quasi-compact serait essentiellement affine. D'autre part, si l'on désigne
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par C0-grr la catégorie des C^-groupes, il est vraisemblable que la catégorie des C'-groupes
est équivalente à la sous-catégorie pleine de Pro(ClQ-gr) formée des « groupes proalgé-
briques essentiellement affines », c'est-à-dire des systèmes projectifs G = (GfX){xeM, où les G^
sont des groupes algébriques sur k et les morphismes de transition Gv->G;jt sont affines
pour \L assez grand (ce que l'on peut exprimer aussi en disant que G est extension d'un
groupe algébrique par un pro-groupe algébrique affine). La conjonction de ces deux
conjectures équivaut d'ailleurs à la suivante : tout préschéma en groupes quasi-compacts
sur k est « extension » d'un « groupe algébrique » (i.e. un préschéma en groupes de type
fini sur k) par un préschéma en groupes affine sur k.

Les seuls pro-groupes algébriques rencontrés en pratique jusqu'à présent étant en
fait essentiellement affines, il y aura donc sans doute avantage à substituer à l'étude des
groupes pro-algébriques généraux (introduits et étudiés par Serre [40]) celle des schémas
en groupes quasi-compacts sur k, dont la définition est conceptuellement plus simple.

8.14. Caractérisation d'un préschéma localement de présentation finie sur
un autre, en termes du foncteur qu'il représente.

(8.14.1) Étant donné un préschéma S, nous dirons encore, comme en (8.13.4),
qu'un système projectif filtrant (Xx, z>xj de S-préschémas est essentiellement affine s'il
existe a tel que z>aX soit un morphisme affine pour X^a.

L'énoncé suivant, qui sera surtout utile au chap. V, précise (8.8.2, (i)) en lui
fournissant une réciproque :

Proposition (8.14.2). — Soient S un préschéma, /:X->S un morphisme. Pour tout
S-préschéma T, posons

de sorte que hx est un foncteur contravariant de la catégorie (Sch)^ des S-préschémas dans la
catégorie Ens des ensembles (Om, 8.1.1), et X un objet représentant ce foncteur (Om, 8.1.8).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est localement de présentation finie.
b) Pour tout système projectif filtrant (Zx) de S-préschémas, essentiellement affine (8.13.4)

et formé de préschémas quasi-compacts et quasi-séparés, l'application canonique (8. 13. i . i)

(8.14.2.1) HmAx(Zx) ->Ax(HmZx)

est bijective.
c) Pour tout système projectif filtrant (Zx) de S-préschémas, tel que les Zx soient des

schémas affines, V application (8.14.2.1) est bijective.
c') Pour tout ouvert affine U de S et tout système projectif filtrant (Zx) de U-préschémas,

tel que les Zx soient des schémas affines, l'application (8.14.2.1) est bijective.
Le fait que a) implique b) n'est autre que (8. 13 . i) ; il est trivial que b) implique c)

et que c) implique c'). Reste à voir que c') entraîne a), et comme la propriété a) est locale
sur S, on peut se borner au cas où S est affine.
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Supposons d'abord que X soit aussi affine; l'assertion à prouver est alors équivalente
au

Corollaire (8.14.2.2). — Soient A un anneau, B une A-algèbre. Afin que, pour tout
système inductif filtrant (Cx) de A-algèbres, l'application canonique

(8. 14.2.3) lim HomA.aIg.(B, Cx) -> HomA_a]g.(B, lim Cx)

soit bijective, il faut et il suffit que B soit une A-algèbre de présentation finie.
Il reste seulement à montrer que la condition est nécessaire. Prenons d'abord

pour (Cx) le système inductif filtrant des sous-A-algèbres de type fini de B, de sorte
que limCx = B. Le fait que (8.14.2.3) soit bijective entraîne en particulier que

l'application identique IB se factorise en B->CX->B pour un X convenable, ce qui
entraîne CX = B, donc B est une A-algèbre de type fini. Posons alors B = C/3, où
C = A[T1, . . . , Tn] et 3 est un idéal de G. Alors 3 est limite inductive filtrante des
idéaux de type fini 3xc3 de C; posant Cx=C/3x> et utilisant l'exactitude du
foncteur lim, on voit que B est encore isomorphe à la limite inductive du système inductif

filtrant (Cx). Il existe donc un X et un A-homomorphisme u : B->-Cx tels que le composé
u px

B — > Cx — > B (où A est l'homomorphisme canonique) soit l'identité. Soit </x : C->CX

l'homomorphisme canonique, et posons ^=A(9x(T»-)); on a donc A(w(^)) — A(?x(Tt-)),
autrement dit u(t^) — ?x(Tt-)

e3/3x- ^ existe donc un fji^X tel que les n éléments
w(/J — ?X(TJ appartiennent à S^/Sx (i <*"<#); si p^ : CX->C(X est l'homomorphisme
canonique, on a par suite p[l\(^(ti)):=pll.\(qx(Ti)) = q[It(Ti). Remplaçant X par (x et u
par p^°u, on peut donc supposer que u(ti) = qx(Ti) pour tout i, et si r=/>x°?A est

l'homomorphisme canonique C->C/3 = B, on peut donc écrire w(r(Tt-)) = §r
x(Tt.) pour

tout i, d'où qx = uor. Mais cela entraîne nécessairement que 3 ~ 3x > car si ^e^, on a
r(-e:) = o; donc on a B = CX.

Passons maintenant au cas où S est affine et X quelconque; tout revient à prouver
qu'un ouvert affine V de X est de présentation finie sur S, et en vertu de ce qui vient
d'être démontré, il suffit de prouver que pour tout système projectif filtrant (Zx) de
S-préschémas affines, l'application

(8.14.2.4) Hm Homs (Zx , V) -> Homs (lim Zx , V)

est bijective. Il est immédiat que cette application est injective, car si (z;x), (v() sont deux
systèmes inductifs de S-homomorphismes vx : ZX->V, 0X : ZX->V tels que les morphismes
correspondants

z -4 zx -^ v, z -i zx -i v
soient égaux (wx étant le morphisme canonique), alors les morphismes

u* v\ i ux v\ iz -4 zx -^ v — > x, z-izx-4v-^x
(où j est l'injection canonique) sont égaux, ce qui entraîne j°v^=jov( par hypothèse
pour un X convenable, donc v^ = v(.
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Reste à prouver que (8 . 14 . 2 . 4) est surjective. Soit donc v : Z -> V un S-morphisme ;
par hypothèse il existe un X et un S-morphisme w^ : ZA->X tels que jov se factorise

"A w*en Z — > Zx — > X, et tout revient à prouver qu'il existe (ji^X tel que le morphisme

(où wX{Jl est le morphisme de transition) se factorise en Z^ — ̂ > V — > X. Posons, pour tout
^U^^K-^V)). On a M-1(U,) = Mr1(Ux) = «x-

1K-1(V)) = ,-1(V) = Z. Comme
les Zx sont quasi-compacts et que les U^, étant ouverts, sont ind-constructibles (1.9.6),
on déduit de (8.3.4) qu'i! existe [x^X tel que U^Z^. C.Q.F.D.

Remarque (8.14.3). — Le fait que l'application (8.14.2.1) soit injective lorsque/
est localement de type fini (8.8.2, (i)) amène naturellement à se demander si ce résultat
admet aussi une réciproque. Il n'en est rien, même lorsque S et X sont affines, car il
existe des monomorphismes X^S qui ne sont pas de type fini (I, 2.4.2), et qui mettent
donc en défaut cette conjecture.

§ 9. PROPRIÉTÉS CONSTRUCTIBLES

Soient S un préschéma, /:X->S un morphisme de présentation finie (1.6.1),
3F un 0x-Module quasi-cohérent de présentation finie. On se propose dans ce paragraphe
de donner des critères assurant, par exemple, que l'ensemble des je S tels que le
/c(j)-préschéma Xs=/~1(j) = XxsSpec(/e(jr)) a une certaine propriété, ou tels que le
tf^-Module 3F8=^®ox

k(s) a une certaine propriété, est localement constructible, ou tout
au moins ind-constructible (1.9.4); on verra que c'est le cas pour la plupart des propriétés
qui s'introduisent en Géométrie algébrique. En supposant seulement / localement de
présentation finie, on donnera aussi (9.9) des critères pour que l'ensemble des points AceX
où la fibre X/(x) (ou le <9x/w-Module ^^ a une certaine propriété, soit localement
constructible. On verra au § 12 que ces résultats, joints à l'hypothèse supplémentaire que/
est plat (resp. propre et piaf], permettent de prouver que les ensembles considérés dans X
(resp. dans S) sont même ouverts dans de nombreux cas.

9.1. Le principe de l'extension finie.

Proposition (9.1.1) (Principe de l'extension finie). — Soient k un corps, C un ensemble
d'extensions de k. On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(i) Si KeC et s'il existe un k-homomorphisme K->K' (où K' appartient à Funivers
où Von se place)., alors K'eC.

(ii) Si KeC, il existe une sous-extension K7 de K, de type fini sur £, telle que K'eC.
(iii) Si KeC est le corps de fractions d'une k-algèbre intègre de type fini A, il existe

/eA—{o} tel que pour tout idéal maximal m de A on ait A^/meC.
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Soit alors Q, une extension algébriquement close de k (dans V univers considéré). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) C est non vide.

b) // existe K'eC qui est une extension finie de k.

c) On a iieC.
La condition (i) implique évidemment que b) entraîne c), et c) entraîne triviale-

ment a); prouvons que a) entraîne b). En vertu de (ii) et (iii) il existe une extension
K'eC qui est de la forme A/m, où A est une ^-algèbre de type fini sur k et m un idéal
maximal de A. On sait, par le théorème des zéros de Hilbert (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 3, n° i, cor. 2 du th. i) que K' est une extension finie de k.

Corollaire (9.1.2). — Sous les hypothèses (i), (ii), (iii) de (Q.I. i}^ si k est algébriquement

clos et si C n'est pas vide, C contient toutes les extensions de k dans U univers envisagé.

En effet, comme a) entraîne c), on a keC, et la conclusion résulte de l'hypo-
thèse (i).

Remarque (9.1.3). — En pratique, on vérifiera la condition (ii) de (9.1.1) en
notant que K est limite inductive de ses sous-extensions de type fini Ka, et en appliquant
les résultats du § 85 compte tenu éventuellement du fait que pour KaCKp , K3 est fidè-
lement plat sur Ka. Fréquemment l'ensemble C est formé des corps appartenant à un
ensemble C' de £-algèbres qui vérifie la condition suivante :

(i bis) Si AeC' et s'il existe un homomorphisme de k-algèbres A->A' (où A' appartient

à Vunivers où Von se place), alors A'eC".
Lorsqu'il en est ainsi, la condition (i) est trivialement satisfaite, et on vérifiera

généralement la condition (iii) de (9.1.1) en notant que le corps des fractions K de A
est la limite inductive des algèbres A, (pour la relation D(/)DD(g)), et en appliquant
les résultats du § 8, compte tenu éventuellement du fait que les morphismes D(g)->D(/)
sont des immersions ouvertes.

Par contre, lorsque (i bis) n'est pas vérifiée, la démonstration de (iii) est souvent
plus délicate, et est liée à des critères de constructibilité qui seront développés plus loin.

Voici des exemples typiques d'application du principe de l'extension finie :
Proposition (9.1.4). — Soient k un corps, Q, une extension algébriquement close de k,

X et Y deux préschémas de type fini sur k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) II existe un Q-morphisme X(Q)->Y(Q) (resp. un Q-morphisme possédant Tune (déterminée)

des propriétés (i) à (xiv) de (8.10.5)).
b) // existe une extension finie k' de k et un k'-morphisme X^/j->Y^j (resp. un

k'-morphisme possédant la propriété considérée}.
c) // existe une extension K. de k et un HL-morphisme X(K)->Y(K) (resp. un HL-morphisme

possédant la propriété considérée).

On applique la remarque (9.1.3) en prenant pour C' l'ensemble de toutes les
£-algèbres A (de l'univers où on est placé) telles qu'il existe un A-morphisme
X®fcA->- Y&J.A (resp. un morphisme ayant celle des propriétés de (8.10.5) que l'on
considère). La condition (ibis) de (9.1.3) est alors vérifiée grâce au fait que les
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propriétés envisagées dans (8.10.5) sont toutes stables par changement de base. La
condition (iii) de (9.1.1) est donc satisfaite en vertu de (8.8.2, (i)) (resp. (8.10.5)),
puisque Spec(&) est quasi-compact et quasi-séparé. Reste à vérifier la condition (ii)
de (9.1.1) qui découle encore de (8.8.2, (i)) et de (8.10.5), en considérant K comme
limite inductive de ses sous-extensions de type fini. On conclut donc par (9.1.1).

En particulier, s'il existe une extension K de À; et un K-isomorphisme X(K)^>Y{K),
on dit que X et Y sont géométriquement isomorphes.

Le corollaire suivant généralise (H, 6 . 6 . 5) :

Corollaire (9.1.5). — Soient k un corps, X un k-préschéma. S'il existe une extension K
de k telle que X(K) soit projectif (resp. quasi-projectif} sur K, alors X est projectif (resp. quasi-

projectif} sur k.

Le morphisme Spec(K) -> Spec(£) étant fidèlement plat et quasi-compact, il
résulte déjà de (2.7.1, (v)) que X est de type fini sur k. L'hypothèse signifie qu'il existe
une immersion fermée (resp. une immersion) X(K) -^P£ = P^®fcK (II, 5.5.4, (ii)
et 5.5.3); appliquant (9 . i . 4) pour la propriété (iv) (resp. (ii)) de (8.10.5), on en
déduit qu'il y a une extension finie k' de k et une immersion fermée (resp. une immer-
sion) X(fc,}->P^, autrement dit X(fc,} est projectif (resp. quasi-projectif) sur k'. On
conclut alors par (11,6.6.5).

Proposition (9.1.6). — Soient k un corps, Cl une extension algébriquement close de k, X un
préschéma de type fini sur k, 3F, & deux CD^-Modules cohérents. Supposons qu'il existe un isomor-

phisme &:®kQ ~ &®kd. Alors il existe une extension finie k' de k et un isomorphisme

Le raisonnement est le même que dans (9.1.4), en appliquant (8.5.2, (i)) (on
utilise ici, dans la démonstration de la propriété (iii) de (9.1.1), le fait que les
morphismes D(g)->D(/) (avec les notations de (9.1 .3)) sont des immersions ouvertes,
et a fortiori des morphismes plats).

9.2. Propriétés constructibles et ind-constructibles.

Définition (9.2.1). — Soit P(X, 3F, k) une relation. On dit que P est une propriété

constructible (resp. ind-constructiblé) de préschémas algébriques si les deux conditions suivantes

sont vérifiées :

(i) Si k est un corps, X un préschéma algébrique sur k, ̂  un 0^- Module cohérent, k' une
extension de k, alors, pour que P(X, 3F , k] soit vraie, il faut et il suffit que P(X(fc>), ^®kk

f, k')

soit vraie.

(ii) Soient S un préschéma intègre noethérien, de point générique 7), u : X-^S un morphisme
de type fini, ̂  un G^-Module cohérent. Pour tout seS, posons Xs = M~1(^) = XxsSpec(lc(^)),
SF% = ̂ ^^^k(s]. Soit E l'ensemble des seS tels que P(Xg, J%, k(s)) soit vraie. Alors l'un

des ensembles E, S — E (resp. /' ensemble E) contient un ouvert non vide (et par suite est un
voisinage de y)) (resp. contient un ouvert non vide s'il contient Y)).
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Remarques (9.2.2). — (i) II s'agit là bien entendu d'une convention de langage
de nature me tamathéma tique et non d'une définition mathématique proprement dite.
On a des « définitions » analogues pour des relations entre k, un ou plusieurs A;-préschémas
algébriques, des £-morphismes entre ces préschémas, des Modules cohérents sur ces
préschémas ou des homomorphismes entre ces Modules.

(ii) Nous aurons aussi à considérer des relations où figurent des parties constructibles
de préschémas. Par exemple, soit P(X, Z, k) une relation; nous dirons (par abus de
langage) que P est une propriété constructible (resp. ind-constructible) de la partie
constructible Z de X si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i° Si k est un corps, X un préschéma algébrique sur k, Z une partie constructible
de X, k' une extension de k, alors, pour que P(X, Z, K) soit vraie, il faut et il suffit que
P(X^, p ~ 1 ( Z ) , k f ) soit vraie (p : X^-^X étant la projection canonique).

2° Soient S un préschéma intègre noethérien, de point générique 73, u : X->S
un morphisme de type fini, Z une partie constructible de X. Pour tout seS, posons
Xs —w"1^), Zs = ZnX s . Soit E l'ensemble des seS tels que P(XS, Zs, k(s)) soit vraie.
Alors l'un des ensembles E, S — E (resp. l'ensemble E) contient un ouvert non vide (resp.
contient un ouvert non vide s'il contient 73).

On notera que dans la condition 2° il faut supposer que Z est une partie construc-
tible de X, et non seulement que Zs est une partie constructible de Xs pour tout s; la première
de ces deux propriétés entraîne la seconde (1.8.2), mais non réciproquement.

(iii) Si P est une propriété constructible, il est clair qu'il en est de même de
« non P ». Si P, Q sont deux propriétés constructibles (resp. ind-constructibles), il en est
de même des propriétés « P ou Q » et « P et Q »; en effet, si, sous les hypothèses
de (9.2.1, (ii)), E, E' sont deux parties de S et si E contient un ouvert non vide, il en
est de même de E u E', et si S — E et S — E' contiennent chacune un ouvert non vide,
il en est de même de S—(Eu E /)-(S —E)n (S-E').

(iv) Soit P(X, #r,k) une relation vérifiant la condition (9.2.1, (i)); soient S un
préschéma, u : X-^S un morphisme de type fini; avec les notations de (9.2.1,-(ii)),
soit E l'ensemble des seS tels queP(Xs, J^, k(s)) soit vraie. Soit d'autre part g : S'->S
un morphisme quelconque, et posons X'= X(S,)5 J^'—J£"(x) 0g,; alors il résulte de la

transitivité des fibres (I, 3.6.4) et de la condition (9.2.1, (i)) que l'ensemble des s'eS'
tels que P(X,,, F'8,9 k(s')) soit vraie est égal à g~l(E). Cela s'étend aussitôt au cas où il
figure dans P plusieurs préschémas, Modules, morphismes de préschémas ou homo-
morphismes de Modules, ainsi qu'aux propriétés du type considéré dans (ii).

(v) Comme nous le verrons dans la suite de ce paragraphe et dans le courant du
reste du chap. IV, la plupart des propriétés P vérifiant la condition (9.2.1, (i)) vérifient
aussi (9.2.1, (ii)). Comme exceptions possibles, notons la propriété d'être projectif, ou
quasi-projectif, ou affine, ou quasi-qffine sur le corps de base (pour un préschéma algé-
brique) ; nous verrons (9.6.2) que ces propriétés sont ind-constructibles, mais nous don-
nerons plus tard un exemple où S est une partie ouverte non vide de Spec(Z) (ou une
partie ouverte d'une courbe elliptique sur un corps fini) et où toutes les fibres Xg

57

8



58 A. G R O T H E N D I E G K Ghap. IV

sauf la fibre générique X^ sont projectives sur k(s) (tous les préschémas Xg étant de
dimension 2).

Proposition (9.2.3). — Soient P une propriété constructible (resp. ind-constructible} de
préschémas algébriques, S un préschéma, X un préschéma de présentation finie sur S, fF un &x-Module
quasi-cohérent de présentation finie. Alors Vensemble E des jeS tels que P(XS, ̂ 8, k(s)) soit
vraie est localement constructible (resp. ind-constructible). En outre, si S est irréductible de point
générique Y), un des deux ensembles E, S — E est un voisinage de r\ dans S (resp. E est un
voisinage de YJ s'il contient ce point).

Pour démontrer ces assertions, on peut se borner au cas où S = Spec(A) est affine.
On sait alors qu'il existe un sous-anneau A0 de A qui est une Z-algèbre de type fini,
un A0-préschéma de type fini X0 et un 0X§-Module cohérent «^"0 tels que X soit isomorphe
à X0®AtA et 3F à ^"0®A.A (8.9.1). Soit p : S->S0 = Spec(A0) le morphisme corres-
pondant à l'injection A0->A, et soit E0 l'ensemble des sQGSQ tels que

P((X0)S., (^0)ft, fcfo,))

soit vraie; alors, en vertu de (9.2.2, (iv)), on a E=j&""1(E0); on peut par suite
(1.8.2) se borner au cas où S est le spectre d'une Z-algèbre de type fini, donc un
schéma noethérien. Utilisons le critère de constructibilité (Om, 9.2.3) (resp. le critère
de ind-constructibilité (1.9.10)); on est alors ramené, en utilisant comme ci-dessus
(9.2.2, (iv)) et en remplaçant S par un sous-schéma fermé intègre de S, au cas où S est
noethérien et intègre, et où il faut prouver que E est rare dans S ou contient un ouvert
non vide de S (resp. que E contient un ouvert non vide de S s'il contient le point géné-
rique); mais cela est garanti en vertu de la condition (9.2.1, (ii)).

On notera que l'on n'a utilisé (9.2.1, (ii)) que lorsque S est le spectre d'un anneau
intègre de type fini sur Z. Il est clair d'autre part que l'énoncé de (9.2.3) s'applique
aussi lorsqu'il figure dans P plusieurs préschémas, Modules sur ces préschémas, mor-
phismes de préschémas ou homomorphismes de Modules. Il s'applique encore lorsqu'il
y figure des parties (en nombre fini) des préschémas considérés, pourvu qu'on impose
à ces parties la condition d'être localement constructibles. En effet, la restriction au cas
où S est affine montre qu'on peut se borner au cas où ces parties sont constructibles : on
applique alors (8.3.11) qui montre (avec les notations précédentes) qu'une partie
constructible de X est l'image réciproque d'une partie constructible de X0 pour un
choix convenable de A0.

Corollaire (9.2.4). — Soient P une propriété constructible (resp. ind-constructible} de pré-
schémas algébriques, X, Y deux S-préschémas de présentation finie, f: X-»Y un S-morphisme.
Pour tout jeS, posons Xs=XxsSpec(lc(^)), Y8=YxsSpec(l«(j)),/s-=/x i : XS-^YS. Alors
Vensemble E des jeS tels que pour tout jyeYs, la propriété P(f^~l(ji)9 fe(jO) soit vraie, est loca-
lement constructible (resp. ind-constructible).

En effet, soit Z l'ensemble des jpeY tels que P(f~~*(y)9 *UO) sofr vraie- Comme
les fibres /""1(j) et f^~l(y) sont isomorphes, on voit que E est l'ensemble des jeS tels
que Y,CZ; si g : Y->S est le morphisme structural, on a donc E = S—g(Y—Z).
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Or,/est de présentation finie (1.6.2, (v))5 donc il résulte de (9.2.3) que Z est localement
constructible (resp. ind-constructible) dans Y, donc Y—Z est localement construc-
tible (resp. pro-constructible) dans Y. Comme g est de présentation finie, g(Y—Z) est
localement constructible (resp. pro-constructible) dans S, en vertu du théorème de
Chevalley (1.8.4) (resp. de (1.9.5, (vîî))); donc E est localement constructible (resp.
ind-constructible) dans S.

Remarque (9.2.5). — On notera que si P est une propriété de préschémas algé-
briques pour laquelle la prop. (9.2.3) est vraie, alors P satisfait aussi à la condition
(9.2.1, (ii)) : cela résulte en effet du fait que dans un espace irréductible noethérien,
un ensemble constructible est rare ou contient un ouvert non vide (Om, 9.2.3).

Proposition (9.2.6). — Désignons par P une des propriétés suivantes d'un k-préschéma

algébrique X :

(i) X est vide.

(ii) X est fini sur k.

(iii) X est radiciel sur k.

(iv) dim(X) appartient à une partie donnée O de Vensemble Z=Zu{—oo}.
Alors P est constructible.

Il est clair que (i) et (ii) sont des cas particuliers de (iv), en prenant respective-
ment pour O l'ensemble {—00} et l'ensemble {—00,0}. On n'a donc qu'à
démontrer (iii) et (iv). Dans chacun de ces deux cas la condition (i) de (9.2.1)
est remplie en vertu de (2.7.1, (xv)) et (4.1.4). D'autre part, dans le cas (iii), la
propriété P vérifie la conclusion de (9.2.3) en vertu de (1.8.7); ^ reste donc à voir
qu'il en est de même dans le cas (iv). Cela va résulter de la proposition plus précise
suivante :

Proposition (9.2.6.1). — Si f : X->S est un morphisme de présentation finie, la fonction

s~>dim(f~l(s)) est localement constructible.

La question est locale sur S, donc on peut supposer que S = Spec(A) est affine
et prouver que pour tout n, l'ensemble E des je S tels que dim(Xs) = w est constructible.
Le même raisonnement que dans (9.2.3) ramène au cas où A est noethérien et intègre,
et il suffit alors de prouver le

Corollaire (9.2.6.2). — Soient S un préschéma intègre noethérien de point générique yj,

/: X->S un morphisme de type fini. Alors il existe un voisinage de f\ dans S tel que la fonc-

tion .r~>dim(Xg) soit constante dans ce voisinage.

Les images par / des composantes irréductibles (en nombre fini) de X qui ne
rencontrent pas X^, sont contenues dans des parties fermées de S ne contenant pas YJ
(puisque S est intègre (0I5 2.1.5)), donc (en remplaçant S par un voisinage ouvert
de Y)) on peut se borner au cas où toutes les composantes irréductibles X{ de X
rencontrent X^ ; désignons encore par X^ le sous-préschéma fermé réduit de X ayant X^
pour espace sous-jacent; comme dim(XJ = sup(dim((Xi)J) (4. i. i), on peut se borner

i

au cas où X est irréductible. Il existe alors un recouvrement fini (Uy) de X par des
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ouverts affines partout denses, et les nombres dim((Uy)7]) sont tous égaux à n = dim(X7])
(4.1.1.3); on peut par suite se borner au cas où X est affine, donc aussi X^. Il existe
alors, en vertu de (4.1.2), un ouvert non vide W de X tel que W^X^, et un
le (y))-morphisme fini surjectif h : WY]->VjJ(Tj)(= Spec(fe(v]) [Tl5 . . ., Tn])); en appliquant
(8.8.2, (i)) et la méthode de (8.1.2, a)), on en déduit (en remplaçant au besoin S
par un voisinage de T)) que l'on a h = gri, où g : W->V2(=Spec(A[T1, . . ., TJ)) est
un S-morphisme, et on peut supposer ce morphisme fini et surjectif en vertu de (8.10.5,
(vi) et (x)). On en conclut que pour tout JE S, le morphisme gs : Wg->VJJ(gj est fini
et surjectif, donc que dim(Ws) — n (4 .1 .2) .

9.3* Propriétés constructibles de morphismes de préschémas algébriques.

Proposition (9.3.1). — Soit P(X, k) une propriété constructible (resp. ind-constructiblé)

de préschémas algébriques. Désignons par P'(/? X, Y, k) la relation suivante : f : X->Y est un
k-morphisme de k-préschémas algébriques tel que pour tout y e Y, on ait la propriété P (f~1 (y), k (y) ).
Alors P' est une propriété constructible (resp. ind-constructible).

En effet, comme P vérifie la condition (9.2.1, (i)), il en est de même de P' en
vertu de la transitivite des fibres (I, 3.6.4); par ailleurs le fait que P' vérifie la condi-
tion (9.2.1, (ii)) résulte de (9.2.4), en raison de la remarque (9.2.5).

Proposition (9.3.2). — Désignons par P une des propriétés suivantes d'un k-morphisme
f: X-^Y de k-préschémas algébriques :

(i) f est surjectif.
(ii) f est quasi-fini.
(iii) f est radiciel.
(iv) Pour tout jyeY, dim(/~1(j)) appartient à O (notation de (9.2.6)).
Alors P est constructible.

Cela résulte aussitôt de (9.3.1) et (9.2.6) si l'on tient compte de ce que / est
de type fini (1.5.4, (v)) de la caractérisation des morphismes radiciels (1,3.5.8), et
de celle des morphismes quasi-finis (11,6.2.2).

Proposition (9.3.3). — Supposons vérifiées les hypothèses de (8.8. i) dont nous gardons les
notations ; supposons en outre que Sa soit quasi-compact, Xa et Ya de présentation finie sur Sa, et soit
fn : Xa->Ya un Sa-morphisme. Soit P une propriété ind-constructible de morphismes de préschémas

algébriques. Pour tout jeS (resp. .yxeSx) posons Xg = XXgSpec(fc(j))5 Yg = Yxs(Spec(fc(.î))),

/.=/Xi :XS^YS (resp. Xx>sx = XxxSxSpec(fc(jx))> Yx>8x=YxxBxSpec(*(jx)),/Xf.x =
/XX i : Xx -> Yx ). Alors, afin que pour tout je S on ait la propriété P(/s), il faut et il suffit

qu'il existe X^a tel que pour tout ^xGSx, ona^p(fx,sj)-
En effet, soit E (resp. Ex) l'ensemble des seS (resp. JxeSx) tels que la

propriétéP(/s) (resp. P(/X,SX)) soit vraie; il résulte de (g.2.2,(iv)) quePona E|1 = w^1(Ex)

pour X^IJL, et E = M^"1(EX); en outre, en vertu de (9.2.3), E (resp. Ex) est ind-

constructible dans S (resp. Sx); la proposition résulte donc de (8.3.4) appliqué à la

partie ind-constructible E de S.
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On généralise sans peine ce résultat à des propriétés P du type considéré dans
(9.2.3, (i) et (ii)).

Remarque ^9.3.4). — La conjonction de (9.3.3) et de (9.3.2, (ii)) démontre
l'assertion (8.10.5, (xi)).

Proposition (9.3.5). — Soit P(X, Y, k) la propriété : « X et Y sont deux préschémas

de type fini sur le corps k, et il existe une extension k' de k et un k'-morphisme g : X^-^Y^

vérifiant Q(g) », ou Q est une des propriétés (i) à (xiv) de (8.10.5). Alors P est une propriété
ind-constructible.

La définition de P montre en effet que la condition (9.2.1, (i)) est satisfaite,
compte tenu de ce que la propriété Q(g) est stable par changement du corps de base,
et de ce que deux extensions de k peuvent toujours être considérées comme des sous-
extensions d'une troisième extension de k. Pour vérifier (9.2.1, (ii)), on peut se borner
au cas où S = Spec(A) est affine; si K —fc(y)) , corps des fractions de A, il existe par
hypothèse et en vertu de (9.1.4) une extension finie K' de K et un K'-morphisme
g* : (XJ^,) -> (YJ^,), vérifiant Q(g')9 et K' est évidemment le corps des fractions
d'une A-algèbre intègre finie A'. Si l'on pose S'^Spec(A'), il résulte alors de (8.10.5)
qu'il y a un voisinage U' du point générique v)' de S' tel que, si l'on pose X'^X®AA',
Y'=Y®AA', il existe, pour tout j'eU', un morphisme X^->Y^, ayant la propriété Q.
Mais le morphisme h : S'->S est fini, donc fermé, et comme /r1^) = {•/)'}, A(U') contient
un voisinage ouvert U de Y] dans S; pour tout jeU, il y a donc un j'eU' tel que
h(s') = s, et comme X;, = X.®k(s)fe(j'), Y;, - Y.®kwfe(j'), la propriété P(XS, Y., k(s)),
est vraie pour tout jetl.

Exemple (9.3.6). — Prenons par exemple pour Q la propriété d'être un isomor-
phisme. Alors, en conjuguant (9.3.5) et (9.3.3), on a la propriété suivante : les notations
et hypothèses étant celles de (8.8. i), Sa étant quasi-compact, Xa et Ya de présentation
finie sur Sa, afin que, pour tout je S, Xs et Ys soient géométriquement isomorphes (9.1.4),
il faut et il suffit qu'il existe X^a tel que, pour tout .rxeSx, ^x,sx

 et ^x,sx soient géomé-
triquement isomorphes.

On a un résultat analogue lorsque les préschémas que l'on considère sont munis
de « lois de composition » d'une certaine espèce (Oln, 8.2.. i), par exemple des
« préschémas en groupes », « préschémas en anneaux », etc. (Om, 8.2.3). Alors l'énoncé
précédent est encore valable lorsque par « isomorphisme » on entend des isomorphismes
de préschémas qui sont des homomorphismes pour les lois de composition considérées
(Om, 8 .2.2) ; il suffit ici d'utiliser non seulement (8.10.5) mais aussi (8.8.2, (i)) en remar-
quant que la notion d'homomorphisme pour une loi de composition s'exprime en écrivant
que des diagrammes de morphismes de préschémas sont commutatifs (il faut bien entendu
que les morphismes de transition X^-^X^^ et Y{A->YX pour X^(JL soient des homo-
morphismes pour les lois de composition envisagées).

On peut aussi, au lieu de considérer des morphismes de préschémas comme
dans (9.3.5), considérer des homomorphismes de Modules, en utilisant (9.1.6) au lieu
de (9.1.5).
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9 . 4. Constructibilité de certaines propriétés des modules.

Notations (9.4.1). — Dans ce numéro et les suivants jusqu'à la fin du § 9, nous
utiliserons systématiquement les notations suivantes : étant donné un morphisme f: X->S,
nous poserons, pour tout je S, Xs =/~1 (s) = X xsSpec(fe(j)) ; pour tout 0x-Module quasi-
cohérent ^, ^8 désignera le 0Xg-Module ^®oQk(s)9 et pour tout homomorphisme
u : ̂ ~->^ de & dans un 0x-Module quasi-cohérent ^, u8 : ̂ 8->^8 sera le mor-
phisme p*(u)9 en désignant par p la projection canonique XS->X. Pour toute section g
de 0F au-dessus de X, on désignera par gs l'image de g par l'homomorphisme canonique
F(X, &) ->r(Xs, ̂ s). Pour toute partie Z de X, on notera Z8 l'image réciproque
^~1(Z) = ZnX s (1,3.6.1). Enfin, si Y est un second S-préschéma et h : X->Y un
S-morphisme, on notera h8 le morphisme hxi : XS->YS.

Proposition (9.4.2). — Soient S un préschéma intègre de point générique Y], f: X->S
un morphisme de présentation finie, 1F, &9 3IP trois 0^-Modules quasi-cohérents de présentation
finie. Soient u : &r->&, v : ̂ ->^ deux homomorphismes de G^-Modules, et supposons que la

suite «^ — > ̂  — > J^^ soit exacte. Alors il existe un voisinage ouvert U de r] dans S tel que,
us v8

pour tout se\J9 la suite ^8 — > &8 — > J^8 soit exacte.
Avec les notations générales de (9.2.1), il s'agit ici de la relation

P(X, &, &, J^9 w, v9 k) : « X est un préschéma algébrique sur le corps k, ^ ̂  <3 -*• 2tf
une suite exacte de 0x-Modules quasi-cohérents ». Comme, pour toute extension kr de k9

la projection canonique X^-^X est un morphisme fidèlement plat (2.2.13), la
condition (9.2.1, (i)) est satisfaite (2.2.7). En vertu de (9.2.3), on peut se borner au
cas où S est intègre et noethérien, auquel cas X est noethérien, et « ,̂ ^, 3F sont des
0x-Modules cohérents. L'hypothèse implique qu'il existe un voisinage ouvert U de Y)
dans S tel que la suite ^[/"^U) -> ̂  |/-1(U) -+Jt?\f~l(U) soit exacte, en vertu
de (8.5.8, (i)) appliqué suivant la méthode générale de (8.1.2, a)}9 et l'on peut donc

déjà supposer que la suite 3F -> *3 -> ffî est exacte; il suffit évidemment de prouver
que l'on a Ker(yJ = (Ker v)8 et Im(ws) = (Im u)8 pour tout s voisin de Y) dans S;
par suite (tenant compte de ce que les 0x-Modules "̂, ^, J#* sont cohérents et de
(Oj, 5.3.4)) on est ramené à prouver la proposition dans le cas particulier où la suite

o -> ̂ -> ^ -> ^f-^o est exacte. Or, il y a alors un ouvert U dans S contenant 7) et
tel que Jf?|/~1(U) soit plat sur U (6.9.1); il résulte donc de (2.1.8) que pour tout
jeU, la suite o-*«^8->â?a->«?fg->o est exacte, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (9.4.3). — Soient S un préschéma intègre, de point générique Y),/: X->S un
morphisme de présentation finie. Soit JS?*=(JS?*) iez un complexe de G^-Modules quasi-cohérents
de présentation finie. Pour tout i9 il existe un voisinage ouvert U de Y] dans S tel que les homomor-
phismes canoniques

soient bijectifs pour tout seU.
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On peut évidemment se borner à un complexe à trois termes de degrés — i, o, + i :
M 9

Jl-+Jf-+0> et à z = o; l'homomorphisme à considérer est alors l'homomorphisme
canonique (Ker 0/Im u)8 -> Ker(v8)/Im(u8). Utilisant (8.9.1) et (8.5.2, (i)), on voit
qu'on peut se ramener au cas où S (donc aussi X) est noethérien, et par suite Jt, ,/f, &
des 0x-Modules cohérents; alors Im(u) et Ker(p) sont aussi cohérents (0I5 5.3.4) et
en outre il existe un voisinage U de 7) tel que pour jeU, on ait Ker(#J = (Ker(i;))g

et Im(u8) = (Im(u))8 (9.4.2); la conclusion résulte alors de (9.4.2) appliqué à la
suite exacte o -> Im(iî) -> Ker(y) -> Ker(y) /Im(w) -> o, compte tenu de ce que 0^ = IB(TQ)
(puisque S est intègre) et par conséquent la suite

o -> (Im w)^ -> (Ker v)^ -> (Ker 0/Im M)^ -> o
est exacte.

Proposition (9.4.4). — *$0eVwJ /: X->S un morphisme de présentation finie, 3F, <&, 3?

trois O^Modules quasi-cohérents de présentation finie. Soient u : &-+&> v : &-+3f? deux homo-
us vg

morphismes de @x-Modules. Alors l'ensemble E des se S tels que la suite ^8—> &9—> Jj?s

soit exacte est localement constructible.

Compte tenu de (9.2.3), il faut établir que la propriété P considérée dans (9.4.2)
est constructible. On a déjà remarqué dans la démonstration de (9.4.2) que la condi-
tion (9.2.1, (i)) est satisfaite pour cette propriété, et il reste à vérifier la condition (9.2.1,
(ii)). Supposons donc S intègre noethérien, de point générique 73, et prouvons que E ou
S—E est un voisinage de y). Si yjeE, notre assertion résulte de (9.4.2), et l'on peut

uf\ VT\
donc se borner au cas où 73 $ E, autrement dit, la suite «^ —> &^ —> J^^ n'est pas
exacte. Distinguons alors deux cas :

i° Posons w — vou, et supposons d'abord que 1̂  = ^0^=1=0. Comme 3F, <&, 3?
sont cohérents, il en est de même de ^=Ker(tf;) (Oj, 5.3.4); il résulte donc de (9.4.2)

appliqué à la suite exacte o -> ̂ "-> «^*-> 3F qu'il y a un voisinage U de 73 dans S tel que,
pour seS, Ker(z^a)=^T8; en restreignant S, on peut donc supposer cette relation vérifiée
pour tout s^S. Soit j l'injection canonique c/f-»^, et posons «x^ = Coker(j); l'exac-
titude à droite du foncteur «^"-^J^ entraîne que Ms = Coker(jJ pour tout seS.
L'hypothèse ze^+o signifie que M^o; comme M est cohérent (0I5 5.3.4), il résulte
de (1.8.6) qu'il y a un voisinage ouvert U de 73 dans S tel que M84=o pour jeU,
donc ws=£o pour jeU, et a fortiori S—E est un voisinage de YJ.

2° Supposons que 2^ = 0; en vertu de (8.5.2, (i)), appliqué suivant la méthode
générale de (8.1.2, a))9 il existe un voisinage ouvert U de y) tel que w|/~1(U) = o;

U V

remplaçant S par U, on peut déjà supposer w = o dans X. Alors 3F -> ^ -> 3? est un

complexe à trois termes J^*, auquel on peut appliquer (9.4.3); par hypothèse on a
(^f°(^))T1 = ̂ r0(^;)4=o, et JP°(.SP) est cohérent (0I? 5.3.4 et 5.3.3), donc il résulte
de (i .8.6) qu'il y a un voisinage ouvert U de T) tel que (^f7°(,j5?*))s=)= o pour tout seU;

mais comme on peut supposer que JfK)(JSf*) = (e^
0(JSP*))s pour seU par (9.4.3), on

voit de nouveau que S—E est un voisinage de Y) dans S.
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Corollaire (9.4.5). — Soient f: X->S un morphisme de présentation finie, ^, & deux

0X- Modules quasi-cohérents de présentation finie, u : ̂  ̂ >^ un homomorphisme de &^- Modules.

Alors l'ensemble des seS tels que us soit injectif (resp. surjectif, bijectif, nul) est localement

constructible.

Il suffît d'appliquer (9.4.4) aux suites o->«^ r->^, ^"->^->o, o -> «^" -* ̂  -> o,

Corollaire (9.4.6). — Soient /:X->S wrc morphisme de présentation finie, 3F un

G^-Module quasi-cohérent de présentation finie. Soit h une section de 3F au-dessus de X ; pour

tout seS, soit hs la section correspondante de ̂  B au-dessus de Xs (pour le morphisme projec-

tion X8->X). Alors, l'ensemble des seS tels que hs = o est localement constructible.

Il suffit de remarquer que h correspond à un homomorphisme u : O^-*^
(Oj, 5.1.1) et hs à l'homomorphisme u8.

Proposition (9.4.7). — Soient /:X->S un morphisme de présentation finie, 3F un

(0^-Module quasi-cohérent de présentation finie. L'ensemble E (resp. E') des seS tels que 3F s

soit un 0X -Module localement libre (resp. localement libre de rang ri) est localement constructible.

Si X est un préschéma algébrique sur un corps k, 1F un 0x-Module cohérent, k'
une extension de k, alors, pour que 3F soit localement libre (resp. localement libre de
rang ri), il faut et il suffit qu'il en soit de même de ^®kk', puisque la projection X^->X
est un morphisme fidèlement plat (2 .2 .7) . Autrement dit, la condition (9.2.1, (i))
est vérifiée pour les propriétés dont on veut démontrer la constructibilité, et il reste à
vérifier (9.2.1, (ii)); on peut donc encore supposer que S est affine, noethérien et
intègre. Il y a de nouveau quatre cas à envisager :

i° yjeE. Il résulte de (8.5.5), appliqué suivant la méthode générale de (8.1.2, a)}
qu'il existe un voisinage ouvert U de r\ dans S tel que ^r|/~1(U) soit localement libre;
a fortiori S* s est localement libre pour tout jeU.

2° TjeE'. Même raisonnement que dans le i°.
3° y)eS — E. Comme 3F ̂  est un 0X -Module cohérent, dire qu'il n'est pas localement

libre équivaut à dire qu'il ri est pas plat sur 0X (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2,
cor. 2 du th. i). Le fait que S — E est un voisinage de 7) résultera donc du lemme plus
général suivant (appliqué au cas où g est l'identité) :

Lemme (9.4.7.1). — Soient S un préschéma intègre noethérien, de point générique Y],

X, Y deux S-préschémas de type fini sur S, g : X->Y un S-morphisme, ^ un 0X- Module

cohérent. Si 3P \ ri est pas g^-plat, alors il existe un voisinage ouvert U de Y) dans S tel que pour

tout jeU, JFg ne soit pas gs-plat.

Compte tenu de (2 .1 .2) et de Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier, § 2, n° 3,
Remarque i, l'hypothèse signifie qu'il existe un ouvert non vide V de Y^, et un
homomorphisme injectif v : «^-K/T de ^-Modules cohérents, tel que l'homomorphisme
i®0 : &fëo^H-+ ^fêe^ ne soit pas injectif. On a V=YY)nW, où W est ouvert
dans Y (1,3.6.1), et il résulte de (8.5.2, (i) et (ii)), appliqué suivant la méthode
de (8.1.2, a)}, qu'il existe un voisinage ouvert U0 de 7) dans S, deux 0Z- Modules
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cohérents ^, ̂  (où Z=WnA~~1(U0), h : Y->S étant le morphisme structural) et un
0z-homomorphisme u : ̂ ->,^ tel que «^=^5 .yf^jf^ et r> — u^\ on peut donc

supposer U0 pris tel que pour seU0, us : ̂ 8->Jfs soit injectif (9.4.5). Mais pour

tout seU0, l'homomorphisme i®u8 : «^"g®^^-*^",®^ ̂ s n'est autre que (i®«).î

l'hypothèse que ( I®K)D est non injectif entraîne donc (9.4.5) l'existence d'un ouvert
non vide UCU0 tel que pour tout seU, (i®u)8 soit non injectif, et par suite 3F'B n'est
pas £s-plat pour tout seU.

4° -yjeS—E'. Il est clair que S — ECS — E', et si yjeS— E, S—E' est a fortiori

un voisinage de 7) d'après le 3°. Supposons donc Y)eE, donc 3F ̂  localement libre; ces
hypothèses entraînent que X^ est non connexe, et que les rangs du 0X -Module localement

libre 3F^ ne sont pas les mêmes sur les diverses composantes connexes de X^. Or, il
résulte de (8.4.2), appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), que l'on peut supposer
(en remplaçant S par un voisinage ouvert de YJ) que X et X.0 ont le même nombre de
composantes connexes, les composantes connexes de X^ étant les intersections de X^
et des composantes connexes de X. La conclusion résulte alors du raisonnement fait
dans le 2°, appliqué à chacune des composantes connexes de X (qui sont en nombre
fini).

Remarque (9.4.7.2). — Le lemme (9.4.7.1) sera plus tard généralisé et débarrassé
d'hypothèses noethériennes (11.2.8).

Proposition (9.4.8). — Soient S un préschéma localement noethérien, f : X->S un morphisme
de type fini, 3F un 0^-Module cohérent. On suppose que pour tout je S, Xs soit un préschéma

localement intègre. Alors l'ensemble E (resp. E') des seS tels que 3Fs soit un 0^-Module de

torsion (resp. un &x -Module sans torsion) est localement constructible.

On peut évidemment supposer S = Spec(A) affine et noethérien et prouver que E
(resp. E') est alors constructible en utilisant le critère (Om, 9 .2.3); remplaçant S par
le sous-préschéma fermé réduit de S ayant pour espace sous-jacent une partie fermée
irréductible Y de S, et notant (I, 3.6.4) que pour JE Y, la fibre (X(Y))S s'identifie cano-
niquement à Xs et le faisceau (^"®os^y)« à 3F ̂  on voit qu'on est ramené au cas où S

est intègre de point générique Y), et à prouver que E ou S — E (resp. E' ou S — E')
est un voisinage de i\ dans S. Notons en outre que X est réunion finie d'ouverts affines U^
de type fini sur S, et chacun des (U;)s est induit sur un ouvert de Xs, donc localement
intègre; en outre, si (U,-)^ est vide (resp. non vide), on sait que (Ut-)s est aussi vide (resp.
non vide) dans un voisinage de r\ (9.2.6). On peut donc supposer tous les (U^ non
vides et intègres, et dire que 2F8 est de torsion (resp. sans torsion) équivaut à dire que
chacun des «^*J(UJa est de torsion (resp. sans torsion). On est donc ramené au cas

i""»̂
où X=^Spec(B) est affine, et ^"=M, où M est un B-module de type fini; on posera
B8 = B®Afc(j), M8 = M®Ak(s) et l'on peut supposer B^ intègre. Nous avons quatre cas

à envisager :

i° TjeE; M^ est donc un B^-module de torsion de type fini, et il y a par suite un

h4=0 dans B^ tel que hM7l = o; en vertu de (8.5.2, (i)), appliqué suivant la méthode
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de (8.1.2, 0J), on peut (en remplaçant au besoin S par un voisinage de Y)) supposer
que AeT(X7]5 0X ) est de la forme g^9 où gel^X, 0X); soit u : <&r-+^r l'endomorphisme
de ^ défini par la multiplication par g\ par hypothèse, on a ^ = 0, donc (9.4.5)
Peridomorphisme us : 3Fs-^^s, défini par la multiplication par £s, est nul dans un
voisinage de Y). D'autre part, soit v : @x~+®x l'endomorphisme défini par la multipli-
cation par g; comme B^ est intègre et h = gri^o) v^ est injectif, et il résulte donc
de (9.4.5) que vs est un endomorphisme injectif de @Xs pour s voisin de 73, autrement
dit, gs est un élément 0Xj-régulier pour ces valeurs de j; donc 3F's est de torsion dans
un voisinage de Y).

2° vjeS — E. Dire qu'un B^-module de type fini M^ n'est pas un module de torsion
signifie que son quotient M^/T par son sous-module de torsion est =t= o, et comme c'est
un B^-module sans torsion de type fini, il est isomorphe à un sous-module d'un
B^-module B"; il existe par suite un homomorphisme w : M^-^B^ qui est =j= o.
Appliquant (8.5.2, (i)) suivant la méthode de (8.1.2, a)), on en déduit (en remplaçant
au besoin S par un voisinage de YJ) qu'il existe un homomorphisme v : ̂ -^@x tel que
v7l='w. L'hypothèse ^=t=o entraîne donc (9.4.5) que z>8=t=o dans un voisinage de Y),
et comme Xs est localement intègre, &'s n'est pas de torsion pour ces valeurs de s.

3° Y)eE'. Comme M^ est un B^-module de type fini sans torsion, il existe un
homomorphisme injectif w : M^-^B". Utilisant (8.5.2, (i)) et (9.4.5) comme dans
le 2° (en restreignant au besoin S), on en déduit qu'il existe un homomorphisme
v : ̂ ->0X

 tel clue V7]—^ et clue pour s voisin de Y], vs : «^"8->0£, est injectif; pour
ces valeurs de s, ̂ s est donc sans torsion.

4° Y]eS — E'. Soit T le sous-module de torsion de M^; par hypothèse T=t=o,
et T est de type fini puisque M^ est noethérien. Utilisant cette fois (8.5.2, (i) et (ii))
on voit (en restreignant au besoin S) qu'il existe un 0x-Module cohérent & et un homo-

morphisme injectif u : ̂ ->^" tels que ^=T et que u^ soit l'injection canonique

T-*^^. Il résulte alors du i° et de (1.8.6) que dans un voisinage de Y], &8 est un
0Xf-Module de torsion =t=o, et d'autre part il résulte de (9.4.5) que dans un voisinage
de Y], u8 est injectif. On en conclut que dans un voisinage de Y], le sous-Module de torsion
de 3FS n'est pas nul. C.Q.F.D.

Remarque (9.4.9). — La propriété « X est un £-préschéma algébrique localement
intègre » ne vérifie pas la condition (9.2.1, (i)), et il n'est donc pas certain que
l'énoncé (9.4.8) soit encore valable quand on ne fait aucune hypothèse sur S et qu'on
suppose seulement que f est un morphisme de présentation finie et &> un 0X-Module
de présentation finie. Considérons toutefois le cas particulier suivant : S0 étant un
préschéma localement noethérien, soient /0 : X0->S0 un morphisme de type fini, tel
que les fibres (X0)So soient localement intègres (pour tout j0eS0), et ^"0 un 0Xo-Module
cohérent; soit g : S^S0 un morphisme quelconque, posons X=X0xSoS, F=^0®c> 0g,
f=fQX is : X->S, et supposons que pour tout je S, la fibre Xs soit encore localement
intègre. Alors l'ensemble E (resp. E') des seS tels que &\ soit de torsion (resp. sans
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torsion) est encore localement constructible. En effet, soit je S et soit s0 = g (s); il suffira
(compte tenu de (1.8.2)) de prouver que, pour que ^8 soit de torsion (resp. sans
torsion), il faut et il suffit que («^"o)». ^e so^- Or, Supp(J^s) est l'image réciproque
de Supp((Jr

0)So) par la projection p : Xs->(X0)So (I, 9. i. 13); comme p est fidèlement
plat et quasi-compact, dire que Supp(^"J contient un point maximal de X8 équivaut
à dire que Supp((Jr

0)So) contient un point maximal de (X0)8o (1.1.5 et 2 - 3 - 4 ) > d'où
notre assertion en ce qui concerne l'ensemble E (I, 7.4.6). Si le sous-Module de
torsion y de (^0)s0

 n'est pas nul, ^~®k^k(s) (qui est de torsion d'après ce qui précède)
n'est pas nul et s'identifie à un sous-Module de 3F\ (2.2.7) , donc le sous-Module de
torsion de ^s n'est pas nul. Enfin, si (^"0)s0

 est sans torsion, on peut supposer (en
considérant un ouvert affine de (X0)SJ que («^0)aa

 est isomorphe à un sous-Module
d'un 0(x0) -> donc 1F9 est isomorphe à un sous-Module d'un 0£ ( 2 - 2 - 7 ) > et ceci établit
notre assertion concernant E'.

9.5. Constructibîlité de propriétés topologiques.

Proposition (9.5.1). — Soient /:X->S un morphisme de présentation finie, Z une

partie localement constructible de X. Alors U ensemble E des seS tels que Z8=$=0 est localement

constructible.

En effet, on a E=/(Z), et il suffit d'appliquer le th. de Chevalley (1.8.4).
Corollaire (9.5.2). — Si Z', Z" sont deux parties localement constructibles de X, l'ensemble

des seS tels que Z'8CZ'8
f (resp. Z8 = Zf

8) est localement constructible.

En effet, la relation Z^CZ^' équivaut à (Z'n(CZ")). = 0 et Z'nCZ" est
localement constructible.

Proposition (9.5.3). — Soient f: X->S un morphisme de présentation finie, Z, Z' deux

parties localement constructibles de X telles que ZcZ'. Alors Vensemble E des jeS tels que Zs

soit dense dans Z's est localement constructible dans S.

Il faut vérifier les deux conditions de (9.2.2, (ii)). En ce qui concerne la
première, considérons un préschéma X algébrique sur un corps k, deux parties
constructibles Z, Z' de X telles que ZcZ', et une extension k' de k. Alors la projection
canonique p : X^/j->X est un morphisme fidèlement plat et quasi-compact, et l'on

a donc p~l(Z) =p~l(Z) et p~i(Zt) =p-l(Z') en vertu de (2.3.10); comme p est

surjectif, la relation Z = Z' est équivalente à p~1(Z) — p~1(Zf).
Vérifions maintenant la seconde condition, et supposons donc S affine, noethérien

et intègre, de point générique 73. Distinguons deux cas :
i° 73 e S — E, autrement dit, Z^ n'est pas dense dans Z^; il existe donc dans X

un ouvert V tel que VnZ7l=0 et VnZ^=(=0. Comme X est noethérien, V est locale-
ment constructible, donc il en est de même de VnZ, et en vertu de (9.5. i), il y a un
voisinage U de YJ dans S tel que pour tout seU, on ait (VnZ) s—0 et (VnZ')s=t=0;
cela entraîne que Z8 n'est pas dense dans Z's pour ^eU, autrement dit UCS — E.
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2° YjeE, donc Z^ est dense dans Z^. Montrons d'abord que l'on peut supposer Z'

fermé. En effet, Z^ est dense dans Z^ (adhérence prise dans X^); posons V^^X^—Z^
qui est ouvert dans X^ et ne rencontre pas Z^; on peut supposer V^ de la forme VnX^,
où V est ouvert (donc constructible) dans X, et l'hypothèse Vr^nZ'7]=0 entraîne alors
VsnZ8=0 pour tout s voisin de Y] en vertu de (9.5.1). Remplaçant S par un voisinage

ouvert de Y], on peut donc supposer que VnZ'=05 donc Vc\Z'=0 (adhérence prise

dans X), et par suite (Z')^ —Z^, d'où notre assertion. L'ensemble Z' est alors réunion
de ses composantes irréductibles en nombre fini, et en restreignant encore S à un
voisinage de Y), on peut supposer que toutes les composantes irréductibles Zt' de Z'
rencontrent X^, d'où résulte que X^ contient les points génériques des Zt' (0I5 2.1.8).
Dire que Z8 est dense dans Z's équivaut alors à dire que chacun des (ZnZ t ')g est dense
dans (Zt')s, et l'on est ainsi ramené au cas où Z' est irréductible. Remplaçant alors au
besoin X par le sous-préschéma réduit ayant Z' pour espace sous-jacent, on voit qu'on
peut supposer que Z' = X et que X est intègre et domine S. Enfin, en recouvrant X par
un nombre fini d'ouverts affines W?- et remplaçant Z par ZnW?-, on peut supposer
que X = Spec(A), où A est un anneau noethérien intègre. Comme X^ est noethérien
intègre et que Z^ est constructible dans X^ et dense dans Xv Z^ contient un ouvert
non vide de X^ (Om, 9.2.2), que l'on peut supposer de la forme (D^))^, où t est un
élément =t= o de A. En remplaçant au besoin S par un voisinage de 73, on peut en outre,
en vertu de la relation (D(^))7)CZT)5 supposer que D(£)CZ (9.5.2). Enfin, comme
l'homothétie de rapport tn dans @x est injective, il résulte de (9.4.5) que pour s voisin
de YJ, t8 est ^-régulier, donc (Xs)^ est dense dans Xs, et a fortiori il en est de même
de Z8 qui contient (Xs)^.

Corollaire (9.5.4). — Soient f : X->S un morphisme de présentation finie, Z une partie

localement constructible de X. Uensemble E des seS tels que Z8 soit fermé (resp. ouvert, resp.
localement fermé) dans Xs est localement constructible dans S.

Dire que Z8 est ouvert dans Xs signifie que (X—Z)S = XS—Z8 est fermé dans Xs,
et comme X—Z est localement constructible, on peut se borner à considérer l'ensemble
des seS tels que Zs soit fermé et l'ensemble des seS tels que Zg soit localement fermé.

Vérifions encore dans chaque cas les deux conditions de (9.2.2, (ii)). La première
résulte du fait que p : X^-^X est fidèlement plat et quasi-compact, et de (2.3.12)
et (2.3.14). Vérifions donc la seconde condition, S étant supposé affine, noethérien et
intègre, de point générique Y). Posons Z '—Z; le même raisonnement que dans (9.5.3)
montre que Z^ est égal à l'adhérence de Z^ dans X^; en vertu de (9.5.3), il y a donc
un voisinage U de Y) tel que pour jeU, Z8 soit dense dans Zg, ce dernier étant fermé
dans Xg. Dire que Zg est fermé dans Xg signifie alors que Zg'=0, où Z" = Z'—Z; il
résulte donc de (9.5.1) que l'ensemble E des seS où Z'8' = 0 est tel que E ou S — E
contienne un voisinage de Y). Dire que Z8 est localement fermé dans Xg signifie que Z8'
est fermé dans Xg; il suffit donc d'appliquer le résultat précédent en remplaçant Z par Z",
qui est localement constructible dans X.
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Proposition (9.5.5). — Soient f : X->S un morphisme de présentation finie, Z une partie

localement constructible de X telle que, pour tout seS, Zs soit localement fermé dans X8. Pour

tout seS, soit D(j)CZu{ — 00} l'ensemble des dimensions des composantes irréductibles de Z8.
Alors la fonction .r~>D(j) est localement constructible dans S.

Soit O une partie finie de Zu{ — 00} ; il s'agit de montrer que l'ensemble des se S
tels que D(j) = <I> est localement constructible; compte tenu de (9.2.3), nous avons
encore à vérifier les deux conditions de (9.2.2, (ii)).

En ce qui concerne la première, il s'agit de voir que si X est un préschéma algé-
brique sur un corps k, Z une partie localement fermée de X, kf une extension de k,
p : X{fc,j-*X la projection canonique, alors l'ensemble des dimensions des composantes
irréductibles de Z est le même que celui des dimensions des composantes irréductibles
de p~~l(Z); compte tenu de l'existence d'un sous-préschéma de X ayant Z pour espace
sous-jacent (1,5.2.1), cela résulte de (4.2.8).

Pour la seconde condition de (9.2.2, (ii)), on est dans le cas où S est noethérien
et intègre de point générique 73, et / : X-^S est un morphisme de type fini, de sorte
que X est noethérien. Le sous-espace Z^ de l'espace noethérien X^ est par hypothèse
localement fermé, donc a un nombre fini de composantes irréductibles Z<YJ, qui sont
localement fermées dans X. Il existe par suite pour chaque indice i une partie localement
fermée Zi de X telle que (Zi)7l = Zi7l, donc si Z'=\JZi9 on a Z^ = ZV Mais comme Z

et Z' sont localement constructibles, on peut, en remplaçant S par un voisinage de 73,
supposer que Z' = Z (9.5.1). En outre, pour i^=j, Z^nZ^ est rare et fermé dans Zi7l;
donc (9.5.3 et 9.5.4), on peut encore supposer, en restreignant S, que pour j'=M,
(Zf)8n(Zj.)8 est rare et fermé dans (Z^. Comme Z- est localement fermé dans X, il y a
un sous-préschéma de X ayant Zi pour espace sous-jacent Z{ (et encore noté ZJ, qui
est de type fini sur S (I, 6.3.5). Posons Ui = Zi — U (Z^Zy), qui est ouvert dans Z

et tel que, pour tout seS, (U^)s soit ouvert partout dense dans (Zt-)s; en outre, par
construction, les U^ sont deux à deux sans point commun. Comme (Z4)8 est un
k(s) -préschéma algébrique, l'ensemble des dimensions des composantes irréductibles
de Zs = \J(Zi)s est le même que l'ensemble des dimensions des composantes irréduc-

tibles de la réunion des (U^ (4.1.1.3), chacune de ces composantes étant déjà une
composante irréductible de l'un des (U^. On peut donc se borner au cas où Z = Ut- ;
en outre, comme Z^ est alors irréductible, il n'y a qu'une seule composante irréductible
de Z qui rencontre X^ (0I? 2 . i . 8), et l'on peut évidemment, en restreignant Z, supposer Z
irréductible. On est finalement ramené à prouver le cas particulier suivant de (9 . 5 . 5) :

Corollaire (9.5.6). — Soient S un préschéma noethérien et irréductible de point générique TQ,
X un préschéma irréductible, f: X->S un morphisme dominant de type fini. Alors il existe un

voisinage U de 73 dans S tel que, pour tout seU, toutes les composantes irréductibles de Xg soient

de dimension n = dim(Xy)).

On peut évidemment se borner au cas où S = Spec(A) est affine, A étant
donc noethérien; remplaçant f par /red, qui est de type fini (1.5.4, (vi)), on peut
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supposer A intègre et X réduit, donc intègre puisqu'il est irréductible. On sait (4.1.2)
qu'il existe un ouvert W dense dans X^ et un le (T))-morphisme fini et surjectif
h : W->V((fe(r]))n)-Spec(B/)5 où E' = h(^[Tl9 .. ., TJ (T. indéterminées). Si V est
un ouvert de X tel que VnX^W, on sait (9.5.3) que pour s voisin de Y) dans S,
Vs est un ouvert dense dans Xg, et l'on peut par suite (4.1.1.3) se borner au cas
où V=X, W=XV Posons B-A[T15 . . ., TJ et Y=Spec(B)=Y2, de sorte que
Spec(B')=Y,,; il résulte de (8.8.2, (i)) et (8.10.5, (vi) et (x)), appliqués suivant la
méthode de (8.1.2, a)), qu'en remplaçant au besoin S par un voisinage de y), on peut
supposer que h = g7l, où g : X-^Y est un morphisme fini surjectif; autrement dit,
on a X = Spec(C), où C est une B-algèbre finie et l'homomorphisme B-^C corres-
pondant à g est injectif] comme C est un anneau intègre, C est donc un B-module de type
fini sans torsion, et Cr) = C®A/c(v)) est donc un module de type fini sans torsion sur
B7J = B /=B®Afe(7]) — fe(ir])[T1, . . ., TJ (étant un module de fractions dont les dénomi-
nateurs sont dans A—(o}CB—{o}). Il résulte donc de (9.4.8) qu'il y a un voisinage U
de Y] dans S tel que pour je S, Cs = C®Ak(s) soit un module de type fini sans torsion
sur Bg = B®Ale(j) = lc(j)[T1, . . .5TJ, et en particulier l'homomorphisme gs : Bs->Cg

est injectif. Comme aucun élément de Bs n'est diviseur de o dans Cs, pour tout idéal
premier minimal p{ de C8 (dont les éléments sont diviseurs de o dans Cs), on a néces-
sairement p^nBg^o, donc l'homomorphisme canonique Bs->Cs/p{ est injectif. On en
déduit que pour chaque composante irréductible Zi = Spec(Cs/pt-) de XS3 la restriction
à Z$- de g est un morphisme fini et dominant Z^->YS, donc surjectif (II, 6.1.10). On
conclut par suite de (4.1.2) que dimZ^w, ce qui achève la démonstration.

Remarque (9.5.7). — On aura soin de noter que sous les hypothèses de (9.5.6)
il peut se faire que Xs ne soit irréductible pour aucun S^TI dans un voisinage de Y), autrement
dit, la propriété « X est un A>préschéma algébrique irréductible » n'est pas constructible.
Prenons par exemple S = Spec(A:[T]), où k est un corps algébriquement clos, T une
indéterminée; on a donc Jc(Y)) = K = A;(T). Soit L une extension finie séparable de K
de degré >i, et soit X la fermeture intégrale de S dans L (11,6.3.4); on a donc
X = Spec(B), où B est la fermeture intégrale de £[T] dans L. On sait que B est un anneau
de Dedekind, et que tous les idéaux maximaux de £[T], sauf un nombre fini, sont non
ramifiés dans B; comme en outre le corps résiduel de tout idéal maximal de B est néces-
sairement k (puisque c'est une extension finie de A;), on voit que pour presque tous les
idéaux maximaux jg de A;[T], Bs = B/jsB est composée directe de [L : K] corps
isomorphes à k, autrement dit Xs n'est pas irréductible, bien que X^ = Spec(L) le soit.
Le même exemple montre que la propriété « X est un &-préschéma algébrique intègre »
n'est pas constructible. Enfin il en est de même de la propriété « X est un A>préschéma
algébrique réduit ». Il suffit pour le voir de prendre encore S = Spec(£[T]), où cette
fois k est un corps algébriquement clos de caractéristique />>o, et pour X la fermeture
intégrale de S dans L = Kltp (où K = A;(T)), de sorte que X-Spec(B) avec E = k[Tlp]
(k étant parfait) ; tout idéal maximal de A;[T] est de la forme (T—a) avec oceA;; l'unique
idéal de B au-dessus de l'idéal (T—a) est l'idéal principal (T1/p—a1/p) et il est immédiat
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que l'anneau quotient B/(T—a)B admet par suite des éléments nilpotents; autrement
dit, Xs n'est réduit pour aucun J^T), tandis que X7] = Spec(L) est intègre.

Nous verrons un peu plus loin (9.7) que l'on obtient par contre des propriétés
constructibles lorsqu'on considère les notions « géométriques » correspondantes aux
notions de préschéma irréductible, réduit ou intègre (4.5 et 4.6).

9.6. Constructibîlité de certaines propriétés des morphismes.

Proposition (9.6.1). — Soient X, Y deux S-préschémas de présentation finie, f: X-^Y

un S-morphisme. Soit E l'ensemble des seS pour lesquels fs a l'une des propriétés suivantes: être :

(i) surjectif;

(ii) dominant;

(iii) séparé;

(iv) propre;

(v) radiciel ;

(vi) fini;
(vii) quasi-fini;

(viii) une immersion;

(ix) une immersion fermée ;

(x) une immersion ouverte;

(xi) un isomorphisme ;

(xii) un monomorphisme.

Alors E est localement constructible dans S.

Les assertions de (i), (v) et (vii) ne sont insérées que pour mémoire, ayant déjà
été établies dans (9.3.2).

(ii) : Notons d'abord que/est de présentation finie (1.6.2, (v)), donc, en vertu
du théorème de Chevalley (1.8.4), /(X) est localement constructible dans Y. Par
ailleurs, on a /S(XJ — (/(X))8 (I, 3.6. i) ; l'ensemble des s tels que/s soit dominant est
l'ensemble des s tels que (/(X))s soit dense dans Ys; la conclusion résulte donc dans
ce cas de (9.5.3).

(iii) : Comme /:X->Y est de présentation finie, l'immersion diagonale
A^ : X->XxYX est de présentation finie (i .6.2, (iv) et (v)); il résulte donc de (i .8.4. i)
que Aj(X)=Ax est une partie localement constructible de XxYX. Dire que f8 est
séparé signifie (compte tenu de (I, 5.3.4)) que (Ax)sest fermé dans XSXY,XS= (XxYX) s;
la conclusion résulte donc ici de (9.5.4).

(iv) : Montrons que la propriété « X et Y sont des préschémas algébriques sur
un corps k, et f : X->Y un £-morphisme propre » est constructible. La condition (9.2.1,
(i)) est vérifiée en vertu de (2.7.1, (vii)). On peut donc se borner au cas où S est affine,
noethérien et intègre, de point générique Y], et on doit prouver que E ou S — E est un
voisinage de Y). Supposons d'abord que 73eE; il résulte de (8.10.5, (x^)) appliqué
suivant la méthode de (8.1.2, a)) qu'en remplaçant S par un voisinage de Y), on peut
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supposer que / est lui-même un morphisme propre ; on sait alors qu'il en est de même
de/8 pour tout seS (H, 5.4.2, (iii)). Supposons au contraire que TjeS— E, et
distinguons deux cas :

i° Supposons que/j soit non séparé; alors il résulte de (iii) que f8 est non séparé
(et a fortiori non propre) dans un voisinage de 73.

2° Supposons/j séparé; Y est réunion finie d'ouverts affines Vi9 et pour que fe

soit propre, il faut et il suffit que chacune de ses restrictions /7x((Vf)s) ->(VJg le soit (H,
5.4.1); on peut donc se borner au cas où Y est affine, donc un schéma. Dire que /,
n'est pas propre signifie (H, 5.6.3) qu'il existe un morphisme de type fini h : Z-^Y^
tel que le morphisme (/73)(Z) : X^Xy Z->Z ne soit pas fermé. Comme Y est un schéma,
on déduit de (8.8.2, (i) et (ii)) (en restreignant au besoin S à un voisinage de 73) qu'il
existe un morphisme de type fini g : Y'->Y tel que Z soit isomorphe à Y^ et que g^=h;
si l'on pose X/=XxYY',//=^Y,) : X'->Y', on a (/j)(Z) =/,', et par hypothèse il existe
donc une partie fermée M' de X^ telle que/[(M') ne soit pas fermé dans Y^. Or M'
est la trace sur X^ d'une partie fermée N' de X'; comme X' est noethérien et/' de type
fini,/'(N') est constructible dans Y' (1.8.4) et par hypothèse (/'(NO),=/;(N;)=/;(M')
n'est pas fermé dans Y^. On conclut alors de (9.5.4) qu'il existe un voisinage U de 73
dans S tel que pour .yeU, (/'(N'))s=/s'(Ng) ne soit pas fermé dans Yg; autrement dit,
le morphisme// n'est pas fermé, et a fortiori le morphisme f8 n'est pas propre.

(vi) La propriété est conjonction des propriétés (iv) et (vii) (8.11.1), donc la
proposition résulte dans ce cas de ce qui a déjà été prouvé.

(ix) La vérification de la condition (9.2.1, (i)) résulte de (2.7.1, (xi)). On peut
donc se borner au cas où S est affine, noethérien et intègre de point générique 73, et à
prouver que E ou S — E est un voisinage de 73. Si 73eE, on peut (en remplaçant S
par un voisinage de 73) supposer que/est une immersion fermée en vertu de (8.10.5,
(iv)), et alors il est clair.que f8 est une immersion fermée pour tout seS (1,4.3.2).
Supposons donc que 73 e S— E et distinguons deux cas :

i0/, n'est pas un morphisme fini. Alors il résulte de (vi) que dans un voisinage
de Y), f8 n'est pas fini, ni a fortiori une immersion fermée.

20/, est fini; alors, en vertu de (8.10.5, (x)), on peut supposer (en restreignant
au besoin S) que / lui-même est un morphisme fini. Dans ce cas j/==«a/(X)==£(0x)
est un 0Y~Module cohérent (II, 6.1.3) et /=^(M)5 °ù u : 0^->s/ est un homomor-
phisme de 0Y~Algèbres (II, 1.1.2); comme f^ n'est pas une immersion fermée par
hypothèse, u^ n'est pas surjectif (H, 1.4.10), donc (9.4.5) il existe un voisinage de 73
dans lequel u8 n'est pas surjectif, et par suite (I, 4-2.3)/8 n'est pas une immersion fermée.

(viii) La vérification de la condition (9.2.1, (i)) se fait comme dans (ix), en
utilisant cette fois (2.7.1, (x)) et le fait que toute immersion d'un préschéma noethérien
dans un autre est quasi-compacte. On est donc ramené au cas où S est affine, noethérien
et intègre de point générique 73, et à prouver que E ou S—E est un voisinage de 73.
Si 73eE, on conclut comme dans (ix) à l'aide de (8.10.5, (ii)). Si 736S—E, on distingue
de nouveau deux cas :
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i°/7](XY3) n'est pas une partie localement fermée de Yv Comme/(X) est construc-
tible dans Y (1.8.4) et °lue f8fà8) = C/(X))«> on déduit de (9.5.4) que pour s voisin
de Y],/8(X8) n'est pas localement fermé dans Y8, et a fortiori fs n'est pas une immersion.

2°/7](X7J) est localement fermé dans Yv Comme/(X) est constructible dans Y
(1.8.4) et qu'il en est de même de/(X) puisque Y est noethérien, il résulte de (8.3.11)
qu'en restreignant au besoin S, on peut supposer que/(X) est localement fermé dans Y.
Il y a alors un ouvert V de Y contenant/(X) et dans lequel/(X) est fermé. Comme Y
est noethérien, V est de type fini sur S, et en remplaçant Y par V, on peut donc se
ramener au cas où/(X) est fermé dans Y. Mais alors /8(X8) = (/(X))8 est fermé dans Y8

pour tout seS, et dire que/8 est une immersion équivaut à dire que/8 est une immersion
fermée; on est donc ramené à ce qui a été démontré dans (ix).

(x) Utilisant cette fois (2.7.1, (ix)) et (8.10.5, (iii)), on est ramené au cas où S est
affine, noethérien, intègre de point générique Y], et où 73 e S— E. Distinguons trois cas :

i° /^(X^) n'est pas ouvert dans Yv Comme/(X) est constructible dans Y (1.8.4),
on déduit de (9.5.4) que/8(X8) n'est pas ouvert dans Y8 pour s voisin de Y], et a fortiori f8

n'est pas une immersion ouverte.
2°i/^(X7]) est ouvert dans Y^ mais f^ n'est pas une immersion. Il résulte alors

de (viii) que pour s voisin de YJ dans S,/8 n'est pas une immersion, ni a fortiori une immersion
ouverte.

3°/7J(X7J) est ouvert dans Y^ et/,, est une immersion. Comme/(X) est construc-
tible dans Y, il résulte de (8.3.11) qu'en restreignant au besoin S, on peut déjà supposer
que/(X) est ouvert dans Y. Comme Y est noethérien, le sous-préschéma induit sur/(X)
est de type fini sur S, donc on peut se ramener au cas où/est surjectifen remplaçant Y
par/(X). Par hypothèse,/^ est une immersion fermée, donc on peut, comme dans (ix),
supposer que/est une immersion fermée, et par suite que X est un sous-préschéma fermé
de Y défini par un Idéal cohérent / de 0Y. Par hypothèse/^ n'est pas un isomorphisme,
donc ^=+=0; on en conclut (9.4.5) que dans un voisinage de 73, on a </84=o,
et par suite l'immersion fermée surjective f8 n'est pas ouverte.

(xi) La propriété est conjonction des propriétés (i) et (x) et résulte donc de ce
qui a été démontré.

(xii) En vertu de (1,5.3.8), dire que f8 est un monomorphisme signifie que
A^=(A /)8 : X8->X8xYjXg= (XxYX)8 est un isomorphisme, et comme XxYX est un
S-préschéma de présentation finie (1.6.2, (iv)), la conclusion résulte de (xi).

Proposition (9.6.2). — Soient X, Y deux S-préschémas de présentation finie, f : X-^Y
un S-morphisme.

I) Soit E rensemble des seS pour lesquels f8 a l'une des propriétés suivantes: être:
(i) affine;

(ii) quasi-affine ;

(iii) projectif;

(iv) quasi'projectif.

Alors E est ind-constructible dans S.

73
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II) Soit JSf un &x-Module inversible. Alors l'ensemble E' des seS tels que 5£ s soit un
&x -Module ample (resp. très ample) relativement à f 8 , est ind-constructible dans S.

I) Vérifions les conditions (i) et (ii) de (9.2.1). En ce qui concerne la condi-
tion (9.2.1, (i)), elle résulte, pour les propriétés (i) et (ii), de (2.7.1, (xiii) et (xiv));
pour les propriétés (iii) et (iv), elle résulte de (9.1.5). Vérifions ensuite la condition
(9.2.1, (ii)), en supposant donc S noethérien, intègre et de point générique y], et que
/j : X^-^Y^ ait l'une des propriétés (i) à (iv) de l'énoncé. Appliquant (8.10.5, (viii),
(ix), (xiii) et (xiv)) suivant la méthode de (8.1.2, a ) ) , on voit d'abord qu'il existe un
voisinage ouvert U de Y] tel que, si V et W sont les images réciproques de U dans X et Y
respectivement par les morphismes structuraux, la restriction V->W de f a celle des
propriétés (i) à (iv) que l'on considère. La conclusion résulte alors de ce que ces propriétés
sont toutes stables par changement de base.

II) On procède de la même façon. La condition (9.2.1, (i)) résulte cette fois
de (2 .7 .2) . Pour la condition (9.2.1, (ii)), avec les mêmes notations que dans I), il
résulte de (8.10.5.2) que pour un voisinage U de y) dans S, la restriction JS?|V est
ample (resp. très ample) relativement à la restriction V->W de/. La conclusion résulte
encore de la stabilité des propriétés considérées par changement de base (II, 4.6. 13
et 4.4. 10).

On peut améliorer (9.6.2, II)) sous certaines conditions :
Proposition (9.6.3). — Soient X, Y deux S-préschémas de présentation finie, f: X->Y

un S-morphisme propre, jSf un &x-Module inversible. Alors V ensemble E (resp. E') des seS

tels que &8 soit un 0^ -Module ample (resp. très ample) relativement à fs : XS-^Y8 est

localement constructible dans S.
Soient k un corps, Z, T deux préschémas algébriques sur k, ̂  un 0Z- Module

inversible, g : Z-^T un Â>morphisme de type fini; alors, si P(Z, T, ^(^ g, k) désigne la
relation : « Jf est ample (resp. très ample) relativement à g », on a déjà remarqué
dans (9.6.2) que P(Z, T,«^, g, k) vérifie la condition (9.2.1, (i)) en vertu de (2 .7 .2) .
On sait déjà d'autre part que E et E' sont ind-constructibles. Il reste donc à voir que si S
est noethérien, intègre, de point générique Y] et si 7]eS — E (resp. yjeS — E'), alors S — E
(resp. S — E') contient un voisinage de YJ. Nous considérerons séparément le cas de E'
et celui de E.

I) Cas de E'. — Notons que puisque /est séparé et Y quasi-compact, il existe un
entier h tel que, pour q>h, on ait R?/#(JS?) = o (III, 1.4.12); d'autre part, puisque/
est propre et Y noethérien, les Rg/+(J§P) sont tous des 0y-Modules cohérents (III, 3 .2 .1) ;
comme ils sont nuls sauf pour un nombre fini de valeurs de q, le théorème de platitude
générique (6.9.1) montre qu'en restreignant S à un voisinage de 7), on peut supposer
que <£ et les R?/#(J§?) sont tous S-plats. On conclut alors de (III, 6.9.9) que l'homo-
morphisme canonique

est un isomorphisme.
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Cela étant, il résulte de (II, 4.4.4) que dire que <Jâ?s n'est pas très ample relativement
à/s signifie que : ou bien l'homomorphisme canonique (fsT((f8)^(^s))-^^s n'est pas
surjectif; ou bien l'homomorphisme précédent est surjectif et le morphisme canonique
r : Xg->P((/g)+(J§?J) n'est pas une immersion. Compte tenu de l'isomorphisme (9.6.3. i),
ces conditions s'écrivent respectivement sous la forme : i° l'homomorphisme canonique
(/*(/#(j2

?)))s->c2?
s n'est pas surjectif; 2° l'homomorphisme précédent est surjectif et le

morphisme canonique Xs->P((jf (JS?))S) n'est pas une immersion.
Supposons d'abord que l'homomorphisme canonique (/*(jf (JS?))).^^ ne soit pas

surjectif. Comme f^(<&) est cohérent, il en est de même de f*(f^(<&))> et alors il résulte
de (9.4.5) que pour tout s dans un voisinage de Y), l'homomorphisme (/*(/'(<&})}s->^s

n'est pas surjectif, ce qui prouve dans ce cas que S — E' est un voisinage de TJ.
Supposons en second lieu que l'homomorphisme canonique (/*(/#(^)))Yj-^^?

7)

soit surjectif mais que le morphisme X->P((/+(J5f))7)) ne soit pas une immersion. Alors
le même raisonnement que ci-dessus montre d'abord que pour tout s assez voisin de Y],
l'homomorphisme (/*(/+(^)))s->«^s est surjectif; d'autre part, en vertu de (9.6.1,
(viii)), pour s assez voisin de 73, le morphisme XS->P((/^(,JS?))S) n'est pas une immersion
ce qui achève la démonstration dans le cas de E'.

II) Cas de E. — Considérons d'abord le cas particulier où Y—S :
Corollaire (9.6.4). — Soient /:X->S un morphisme propre de présentation finie >

& un &x-Module inversible. Alors, l'ensemble E des seS tels que <£\ soit ample (relativement
àfj est ouvert dans S, et JSf |/-1(E) est ample relativement à la restriction f~1(E)-+E de f.

Comme la condition (9.2.1, (i)) est vérifiée par la propriété P définie plus haut,
le résultat de (9.2.2, (iv)) et le raisonnement de (9.2.3) montrent qu'on peut se borner
au cas où S est noethérien; mais alors le résultat découle de (III, 4. 7. i) et de la stabilité
de l'amplitude par changement de base (11,4.6.13).

Corollaire (9.6.5). — Sous les hypothèses de (9.6.4), pour que J? soit ample relativement
à j\ il faut et il suffit que, pour tout jeS, J§?s soit ample relativement à fs.

(9.6.6) Fin de la démonstration de (9.6.3). — Revenons au cas général, S étant
noethérien, intègre et de point générique yjeS — E. Comme / est propre, il résulte
de (9.6.4) que l'ensemble V des yeY tels que £fy soit un 0X -Module ample, relati-
vement au morphisme fy : Xy ~> Spec(lc(j>)) est ouvert, donc F = Y—V est fermé dans Y.
Cela étant, comme/s est propre et que, pour tout jyeY au-dessus de seS, on a J5?y=(j£?s)y,
il résulte de (9.6.5) que pour que s appartienne à S — E, il faut et il suffit que l'on
ait Fs=)=0. Mais comme F est fermé dans Y et que F7JH=0, il résulte de (9.5.1) que
l'ensemble des jeS tels que FS4=0 est un voisinage de y) dans S. C.Q.F.D.

Remarques (9.6.7). — (i) Pour chacune des propriétés P considérées dans (9.6.1)
la proposition (9.3.3) est applicable, et ces propriétés (pour les morphismes fs) sont
donc « stables » par passage d'une limite projective d'un système projectif essentiellement
affine (8.13.4) de préschémas Xx à l'un convenable d'entre eux.

(ii) Soit Z une partie localement constructible de X telle que, pour tout JE S, ZnX s

soit ouvert dans Xs, et désignons par Zg le sous-préschéma de Xs induit sur l'ouvert Z n Xs.
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Alors, dans les propositions (9 6.1) et (9.6.2, (I)), on peut partout remplacer fs par
sa restriction /S |ZS:ZS->YS sans changer les conclusions. En effet, la vérification
de (9.2.1, (i)) se fait comme dans (9.6.1) et (9.6.2). D'autre part, dans la réduction
au cas où S est noethérien, faite dans (9.2.3), si Z —<7~1(Z0), où q : X->X0 est la
projection canonique et Z0 une partie constructible de X0 (8.3.11), le fait que (Z0)89

soit ouvert dans (X0)So, pour s(}=p(s)9 découle de (2.4.10) et de ce que la projection
Xs->(X0)So est surjective. On est donc ramené à vérifier (9.2.1, (ii)) sous les nouvelles
hypothèses. Or, comme Z^ est ouvert dans X^, il existe un ouvert Z'CX tel que
Z^^Z'nX^; comme X est alors noethérien, Z' est constructible, et il en est de même
de Z par hypothèse ; on conclut donc de (9.5.2) et de (Om, 9 .2 .2) qu'il y a un voisinage U
de Y] dans S tel que ZS = Z'S pour SG\]. Remplaçant S par U, on peut donc se borner
au cas où Z est ouvert dans X, et alors on est ramené à ce qui a été prouvé dans (9.6.1)
et (9.6.2).

9.7. Constructibilité des propriétés de séparabilité, d'irréductibilité géomé-
trique et de connexité géométrique.

Lemme (9.7.1). — Soient S un préschéma irréductible de point générique Y), f: X->S

un morphisme de présentation finie. Si X^ a n composantes irréductibles (resp. n' composantes

connexes], il existe un voisinage ouvert U de YJ dans S tel que pour tout jeU, Xs ait au moins

n composantes irréductibles (resp. n' composantes connexes}.

On peut se borner au cas où S est affine, donc X quasi-compact et quasi-séparé.
Soient V^ (i^i^n) les intérieurs des composantes irréductibles de Xv qui sont

deux à deux disjoints et quasi-compacts, et dont la réunion est dense dans X^; en vertu
de (8.2.11), appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a))9 il existe pour chaque i un
ouvert quasi-compact W^ dans X tel que W^nX^^V^; comme X est quasi-séparé,
les intersections W^nW^ sont quasi-compactes (1.2.7), donc, en remplaçant S par un
voisinage de Y], on peut supposer que W inWJ-=0 pour z=f= j en vertu de (8.3.3).
En outre, comme les W^ sont constructibles, il y a un voisinage U de Y] dans S tel que
pour tout se\] les (W{)s soient non vides (9.5.1 et 9.2.3) et que la réunion des (WJ8

soit dense dans Xs (9.5.3 et 9.2.3). Cela étant, les composantes irréductibles (en nombre
fini) des (W{)s sont aussi les composantes irréductibles de la réunion des (W$)8 (Ol5 2.1.7),
donc les adhérences dans Xs de ces composantes sont les composantes irréductibles
de Xg (Ou 2.1.6) et leur nombre est évidemment ^n.

Soient maintenant C?- (i^j^n') les composantes connexes de X^, qui sont des
ouverts quasi-compacts de X^, deux à deux disjoints. Si on remplace les V< par les C;

dans le raisonnement précédent, on voit (utilisant deux fois (8.3.3)) qu'on peut
supposer X réunion de n' ouverts quasi-compacts M?- (i^j^n') deux à deux disjoints
et que, dans un voisinage de Y), les (M,-)8 soient non vides. Comme la réunion des (My)8

est Xg, les composantes connexes des (M?.)8 sont les composantes connexes de Xs, donc
leur nombre est ^n'.
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Lemme (9.7.2). — Soient S un préschéma irréductible de point générique YJ, f: X->S
un morphisme de présentation finie. Si X^ n'est pas réduit, il existe un voisinage ouvert U de r\
dans S tel que, pour tout seU, Xg ne soit pas réduit.

En effet, soit Jf le Nilradical de 0X; il résulte de (8.2.13), appliqué suivant la
méthode de (8.1.2, a)) que jV^ est le nilradical de 0X , et l'hypothèse est que jV^ç>.
On conclut de (9.4.5) et (9.2.3) qu'il y a un voisinage U de y) tel que, pour tout jeU,
jY\ s'identifie à un Idéal de 0Xs et i/Fg+o; comme ̂ 8 est évidemment contenu dans
le Nilradical de 0Xj, on voit que Xs n'est pas réduit pour jeU.

(9.7.3) Étant donné un polynôme FeA[Tl5 . . . ,Tn], où A est un anneau et
les T; des indéterminées, pour tout homomorphisme d'anneaux p : A->B, nous dési-
gnerons par F(p) ou F(B) le polynôme de B[T15 .. ., TJ obtenu en remplaçant chaque
coefficient de F par son image par p. Si k est un corps, Fe£[Tl5 .. ., TJ un polynôme
non constant et X = Spec(£[T1, . . ., TJ/(F)), dire que X est intègre (ou que l'idéal (F)
est premier) signifie que F est irréductible (c'est-à-dire que dans toute factorisation F— FjFg
en polynômes de £[T15 . ..,TJ, Fx ou F2 est de degré o); cela résulte de ce que
l'anneau £[T15 . . ., TJ est factoriel. On en déduit aussitôt ((4.6.2) et (4.5.2)) :

Lemme (9.7.4). — Soient k un corps, JQ une extension algébriquement close de k, F un
polynôme non constant de k [Tt, . . ., TJ. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X —Spec(A:[T1, . . ., TJ/(F)) est géométriquement intègre.

b) F(K) est irréductible pour toute extension K de k.

c) F(fl) est irréductible.
Nous dirons dans ce cas que F est géométriquement irréductible.

Lemme (9.7.5). — Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions, F un polynôme
non constant de A[T15 . . ., TJ de degré d tel que F(K) soit géométriquement irréductible. Alors

il existe f=¥o dans A tel que pour tout xeD(f), F(k(;r)) soit géométriquement irréductible.

Posons F = S<:aT
a avec comme d'ordinaire c^ - c^ ̂ ... aw, Ta = T?1 T2

a>. . . T^,
a

|a| = a1+a2+ . . . +an^^/ (un au moins des £a tels que |a |=rf n'étant pas nul).
Comme les £a non nuls sont inversibles dans K, on peut supposer, en remplaçant au
besoin A par un anneau A^ (g^ o dans A) que les £a non nuls sont inversibles dans A.
Il en résulte que pour tout ^eSpec(A), F(k(:r)) est de degré d.

Nous démontrerons d'abord un lemme préliminaire.
Lemme (9.7.5.1). — Soient A un anneau intègre, S—Spec(A), Y) le point générique

de S, B Vanneau de polynômes A[T1? . . . ,TW], (Pt-)t-el une famille finie d'éléments de B,
a Vidéal de B engendré par les Pt-. Pour tout seS, soit as l'idéal de k(s] [Tl5 . . ., Tm] engendré

par les polynômes (Pi)(k(s)) (iel). Alors, si V(a7])=0, il existe un voisinage U de v\ dans S
tel que V(as)=0 pour tout jeU.

En effet, soit Y=Spec(B), et soit Z la partie fermée V(a) de Y; comme a est un
idéal de type fini, Z est constructible dans Y (Om, 9.1.5) et avec les notations introduites
en (9.4.1), on a V(a s )—Z s pour tout jeS; comme le morphisme structural Y-^S
est de présentation finie, la conclusion du lemme résulte de (9.5.1) et (9.2.3).
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Soit (p, q) un couple d'entiers >o tels que p-\-q—d\ introduisons des
indéterminées T^, T^ pour tous les systèmes d'entiers p, y tels que | P | < j & et
|y|<#; pour tout système d'entiers a tel que |a|<â?, considérons le polynôme de

B = A[T^,T;']|3|<pi|TKî : Pa(T^T;') = p+S_aTJT;'-ca. Soit Q une clôture algébrique

de K; dire qu'il existe deux polynômes F15 F2 de £Î[T15 . .., TJ, de degrés respectifs/?
et q, tels que F1F2 = F(Q) signifie que le système d'équations Pa(^, Ç) = o ( | a j < r f )
admet une solution (^, Ç) (| P |^j&, |y |<<?) formée d'éléments de ti. Soit a l'idéal
de B engendré par les Pa ; l'interprétation précédente, et le théorème des zéros de Hilbert,
montrent que l'hypothèse sur F(K) implique que V(aYJ) =0, en désignant par y) le point
générique de Spec(A); le lemme (9.7.5.1) prouve donc que dans un voisinage de y),
on a V(oe)=o, et par suite pour ces valeurs de x, F(k(x)) n'admet pas de factorisa-
tion F(k(a,jj = G1G2, où G1? G2 sont des polynômes de degrés respectifs p et q, dont les
coefficients sont dans une clôture algébrique de k(x). Il suffit d'appliquer ce résultat à
tous les couples d'entiers (p, q) tels que />>o, q>o et p+q = d) pour obtenir la conclusion
du lemme (9.7.5).

Proposition (9.7.6). — Soient S un préschéma noethérien intègre de point générique y],

f : X->S un morphisme de type fini, ^ un O^-Module cohérent. Si ^^ est sans cycle premier

associé immergé, il existe un voisinage U de yj dans S tel que, pour tout jeU, ^s soit sans cycle

premier associé immergé.
m

Comme X^ est noethérien, il existe un homomorphisme injectif v : Jr
Y)->.© ̂ ,

où chacun des ̂  est irredondant et Ass^J est l'ensemble des xi9 où {^} = Ass(^)
(3.2.6); si Z4 est l'adhérence de {x{} dans X^, on a Z^ = Supp(^) (3.1.4), et par
hypothèse les Zi sont les composantes irréductibles de Z = Supp(^'y)). Il résulte de
(8.5.2, (i) et (ii)) (en restreignant au besoin S à un voisinage de y]) et (8.5.8) qu'il

m

existe des 0x-Modules cohérents ̂  et un homomorphisme injectif u : ̂ ->® ^r
i tels

que (^), = ̂  pour tout i et v = u^. Si Y, = Supp(^), on a (Yi)s-Supp((^,)J
pour tout seS (I, 9. i . 13) et en particulier (YJ7J= Zi pour tout i. L'hypothèse entraîne
que pour i=¥j, Z t-—(Z^nZ?) est ouvert dense dans Z^; on déduit donc de (9.5.3)
et (9.5.4) que dans un voisinage de yj, (Yf)g—((Y i)sn(YJ-)s) est ouvert et dense
dans (YJS. Supposons que l'on ait prouvé que chacun des (^)s est sans cycle premier
associé pour ,yeU. Alors les éléments de Ass((Jr

i)s) sont les points maximaux de (Y^;
aucun d'eux ne peut donc appartenir à un (Yy)s pour i^=j, et la proposition sera
démontrée. On peut donc supposer que «^ est irredondant; en outre, on peut se borner
au cas où S = Spec(A) est affine; X est alors réunion d'un nombre fini d'ouverts affines V,
et si V?nSupp(J^)=0, on aura aussi VjnSupp(#r

8)=0 pour s voisin de y] (9.5.1),
donc on peut se borner au cas où X = Spec(B) est aussi affine et où le morphisme
/:X->S est dominant; A est donc un anneau noethérien intègre, sous-anneau d'une

A-algèbre de type fini B, et ^"=M, où M est un B-module de type fini; par hypothèse,
si K est le corps des fractions de A, le B(K)-module M(K) est irredondant. Soit q l'unique
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élément de Ass(M(K)), et soit p l'idéal premier de B image réciproque de q par l'appli-
cation canonique B->B(K). On sait (5.11.1.1) qu'il existe une filtration finie (NJ0^<m

de M(K) telle que N0 = M(K), Nw=o5 et que Nh/Nh + l soit isomorphe à un sous-
B(iq-module =t=o de B(K)/q. Soit Mh l'image réciproque de NA par l'application cano-
nique M->M(K). Il résulte de (9.4.4) que pour s assez voisin de 73, (MJ(k(s)) s'identifie
à un sous-B(k(s))-module de M(k(s)), et le quotient (MJ(k(g))/(M^+1)(k(s)) à un sous-
B(k(S)rm°dule +0 de B{k(a))/p(k(g))= (B/p)(k(s)). Compte tenu de (3. i .7), on voit qu'on
est ramené à prouver, avec les mêmes notations, que si B est intègre., alors B(k(s)) n'a pas
d'idéaux premiers associés immergés pour s voisin de 73. Or, en remplaçant au besoin A
par Ag et B par B^ (où g est un élément =t= o de A), on peut supposer que B contient
une A-algèbre de polynômes C —A[T15 . .., Tn] telle que B soit un C-module de type
fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3, n° i, cor. i du th. i). Comme B(K) est un
C(K)-module sans torsion, on peut appliquer de nouveau le raisonnement fait plus haut
en remplaçant B, M et q par C, B et (o) respectivement, et il suffit donc de voir que
pour s voisin de 73, C(k(s)) n'a pas d'idéaux premiers associés immergés. Mais cela est
évident puisque C(k(s)) — k(s)[Tl9 . . ., Tn] est un anneau intègre. C.Q.F.D.

Théorème (9.7.7). — Soit ^:X->S un morphisme de présentation finie, et soit E
Vensemble des seS pour lesquels Xs a Vune des propriétés suivantes : être :

(i) géométriquement irréductible;

(ii) géométriquement connexe;

(iii) géométriquement réduit;

(iv) géométriquement intègre.

Alors E est localement constructible dans S.
Pour voir que les propriétés envisagées sont constructibles, remarquons d'abord

qu'elles vérifient trivialement la condition (9.2.1, (i)), en vertu de (4.5.6, (i)) et (4.6.5,
(i)). Il reste donc à vérifier (9.2.1, (ii)), donc on peut supposer S = Spec(A) affine
noethérien et intègre de point générique 73. En vertu de (4.6.8), il existe une extension
finie K' de K = k(7i) telle que (X^)^ soit tel que ses composantes irréductibles (resp.
connexes) soient géométriquement irréductibles (resp. géométriquement connexes) et
que ((XJ^,))^ soit géométriquement réduit. Comme il existe une base de K' sur K
formée d'éléments entiers sur A, l'anneau intègre A' engendré par ces éléments est fini
sur A et a K' pour corps des fractions. Posons S' — Spec(A'); le morphisme g : S'-^S
est fini et dominant, donc surjectif (II, 6.1.10). Posons X' —X(S,), de sorte que si 73'
est le point générique de S', on a X^, = (X-J^; l'ensemble E' des j'eS' tels que X^
ait l'une des propriétés (i), (ii), (iii) ou (iv) est égal à ^"1(E) (9.2.2, (iv)) (E corres-
pondant bien entendu à la même propriété); g étant surjectif, on a E=g(E') et
S — E=g(S' — E;); en outre, g est fermé et g~l(ri} ={T}'} puisque A' est intègre et fini
sur A (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° i, cor. i de la prop. i), donc l'image par g
de tout voisinage de r/ est un voisinage de 73. Le théorème sera donc démontré si l'on
prouve que E' ou S' — E' est un voisinage de TJ'. Autrement dit, on peut désormais
supposer que les composantes irréductibles (resp. connexes) de X^ sont géométriquement
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irréductibles (resp. géométriquement connexes) et que (XJ^ est géométriquement
réduit.

Supposons d'abord que vjeS — E pour une des propriétés (i) à (iv). Si X^ n'est
pas géométriquement irréductible (resp. géométriquement connexe), il n'est pas irréduc-
tible (resp. connexe) en vertu de l'hypothèse précédente, donc il en est de même de Xg

pour s dans un voisinage de 7) (9.7.1), et a fortiori dans ce voisinage X8 n'est pas géomé-
triquement irréductible (resp. géométriquement connexe). D'autre part, si X^ n'est pas
géométriquement réduit, il n'est pas réduit (sans quoi il serait égal à (XJ^ qui est
géométriquement réduit par hypothèse) ; donc, dans un voisinage de Y), Xs n'est pas
réduit (9.7.2) et a fortiori n'est pas géométriquement réduit. Enfin, si X^ n'est pas
géométriquement intègre, ou bien il n'est pas réduit, et alors on vient de voir que Xg

n'est pas réduit (ni a fortiori intègre) dans un voisinage de YJ; ou bien X^ est réduit (donc
géométriquement réduit par hypothèse), et alors il n'est pas géométriquement irréduc-
tible, et on a vu ci-dessus qu'il en est alors de même de Xg pour s voisin de YJ ; a fortiori Xg

n'est pas géométriquement intègre pour ces valeurs de s.
Nous allons donc désormais supposer que vjeE et examiner séparément chacune

des propriétés considérées.
i° Supposons que X^ soit géométriquement intègre. Soit L le corps des fonctions

rationnelles sur X^; l'hypothèse sur X^ implique que L est extension séparable de K
(4.6.3), donc extension séparable finie d'une extension pure K(T13 . .., Tn) (Tt- indé-
terminées) ; il y a par suite un élément #eL, entier sur l'anneau K[T15 .. ., Tn], et tel
que L = K(T1, . . . ,T n)(#) ; soit GeK[Tl5 . . . , Tn, Tn + 1] son polynôme minimal. Il
existe un élément g =(= o de A tel que tous les coefficients =(= o de G (qui appartiennent
à K) soient dans l'anneau Aff; remplaçant A par A^ (ce qui revient à remplacer S par un
voisinage de YJ), on peut donc supposer que G a ses coefficients dans A; désignant par F le
polynôme G considéré comme élément de A[T15 . . . , Tw, TM + 1], on a donc G = F(k^.
Posons Y=Spec(A[T1, .. ., Tn + 1]/(F)), de sorte que V^pec^T^ ..., TB +J/(G));
Y^ est un schéma intègre ayant L pour corps des fonctions rationnelles. Comme X^
et Y^ sont noethériens, il existe un ouvert non vide VCY^ et une immersion ouverte
v : V-^X^ (nécessairement dominante) (I, 6.5.1, (ii) et 6.5.4, (iï))- Soit W un ouvert
de Y tel que WnY^V; appliquant (8.8.2, (i)) et (8.10.5, (iii)) suivant la méthode
de (8.1.2, a))y on voit qu'en remplaçant au besoin S par un voisinage de Y), on peut
supposer que v = w^ où w : W->X est une immersion ouverte.

Cela étant, on a vu (4.6.3) que le critère pour qu'un préschéma algébrique intègre
soit géométriquement intègre ne dépend que de son corps de fonctions rationnelles;
comme X^ est géométriquement intègre par hypothèse, il en est de même de Y^, et la
définition de G entraîne donc que ce polynôme est géométriquement irréductible (9.7.4).
Appliquant (9.7.5), on voit qu'il y a un voisinage U de Y] dans S tel que F(k(s)) soit
géométriquement irréductible pour tout jeU, donc Y8 est géométriquement intègre
pour se\] (9.7.4) ; en outre on peut supposer que pour jeU, Ws n'est pas vide (9.5. i),
et par suite est géométriquement intègre (4.6.3); enfin, on peut supposer aussi que
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pour se\J, ws : Ws->Xg est une immersion ouverte (9.6.1, (x)), et que son image
dans Xg est partout dense (9.5.3). Autrement dit, pour seU, il y a dans Xs un ouvert
partout dense Ws qui est géométriquement intègre; le critère (4.5.9, c)} montre donc
déjà que Xs est géométriquement irréductible pour seU. Enfin, comme X^ est réduit
et par suite n'a pas de cycle premier associé immergé (3.2.1), on peut aussi supposer
que pour jeU, Xs n'a pas de cycle premier associé immergé (9.7.6); soit alors (pour
un jeU fixé) £i une extension algébriquement close de k(s), et soit p : (Xg)(Q)->X8

la projection canonique; ^~1(WS) est un ouvert dense dans (Xs)^ (2.3.10) et est intègre
par hypothèse; en outre (XJ(0) n'a pas de cycle premier associé immergé (4.2.7),
donc on conclut de (3.2.1) que (XJ(Q) est réduit; cela achève de prouver que X8 est
géométriquement intègre (4.6.1).

2° Supposons que X^ soit géométriquement irréductible; comme Xred est aussi
de type fini sur S (1.5.4, (vi)) on peut, en tenant compte de (I, 5.1.8), remplacer X
par Xred; alors X^ est aussi intègre, et comme par hypothèse X^ est géométriquement
réduit, il est géométriquement intègre. On est alors dans les conditions de i° et on en
conclut (revenant aux hypothèses initiales) que X, est géométriquement irréductible
pour s voisin de Y).

3° Supposons X^ géométriquement connexe, et soient Z t - ( i<z<n) les compo-
santes irréductibles de X^; il existe (en vertu de (5.10.8.1) appliqué à 2?={0})
une application surjective j-*v(j) d'un intervalle [i, m] de N sur [i,w] telle que
Zv(?-}nZv(;.+1)4=0 pour i^j^m. Pour tout z, soit X^ l'adhérence de Zt dans X, et
soit Y la réunion des Xt; comme Y7J = X7J par définition, on peut supposer, en vertu
de (9.5.1), que Y8 = X8 pour tout jeS, donc que Xs est réunion des (Xt-)s. Or, en
considérant les sous-préschémas fermés réduits de X ayant les X^ pour espaces sous-
jacents, on voit par 2° qu'il existe un voisinage U de Y) dans S tel que pour seU
les (Xt-)g soient géométriquement irréductibles (puisque les (X^ peuvent être supposés
géométriquement irréductibles, comme on l'a vu au début). En outre, on peut aussi
supposer que pour jeU, on a (X^-^n(Xv(?-+1))8+0 (9.5.1) pour i^ j^m; on en
conclut aussitôt que Xd est connexe, donc (4.5.13.1) géométriquement connexe
pour se\J.

4° Supposons X^ géométriquement réduit; soient Z{ les composantes irréductibles
de X^, Wf- l'intérieur de Zt- dans X^; il y a pour chaque i un ouvert Vt- de X tel que
W i=V inXT) pour tout i\ comme les W^ sont ouverts et deux à deux disjoints et que
leur réunion est dense dans X^, on peut (9.5.1, 9 - 5 - 3 et 9.5.4) supposer que pour s
voisin de TJ, les (Vt-)g sont des ouverts deux à deux disjoints dans Xg et que leur réunion
est dense dans X8. En outre, comme les W< sont géométriquement réduits et ont été
supposés au début géométriquement irréductibles, il résulte du i° que pour s voisin
de 7), les (Vt-)s sont géométriquement intègres, et a fortiori réduits. D'autre part, on tire
de (9.7.6) que pour s voisin de TJ, X8 n'a pas de cycle premier associé immergé, puisqu'il
en est ainsi de X^ qui est réduit (3.2. i); on conclut donc de (3.2.1) que X, est réduit,
et de (4.6.1) qu'il est géométriquement réduit.
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Les parties de l'énoncé (9.7.7) concernant les propriétés (i) et (ii) se généralisent
comme suit :

Proposition (9.7.8). -— Soient S un préschéma irréductible de point générique Y], et

f : X->S un morphisme de présentation finie. Soit n (resp. n') le nombre géométrique de compo-

santes irréductibles (resp. connexes) de X^ (4.5.2). Alors il existe un voisinage U de Y) dans S
tel que pour tout se\J le nombre géométrique de composantes irréductibles (resp. connexes) de Xs

soit égal à n (resp. n').

Compte tenu de ce que le nombre géométrique de composantes irréductibles
(resp. connexes) d'un préschéma algébrique est invariant par extension du corps de
base (4.5.6), on voit par la méthode de (9.2.3) que l'on peut se ramener au cas où S
est affine, noethérien et intègre. En outre, en raisonnant comme au début de la
démonstration de (9.7.7), on voit qu'on peut supposer que les composantes irréduc-
tibles (resp. connexes) de X^ soient géométriquement irréductibles (resp. géométriquement
connexes). On sait déjà (9.7.1) que pour tout s voisin de Y), Xg a au moins n composantes
irréductibles et n' composantes connexes. D'autre part, si Zt- (resp. Z?') sont les compo-
santes irréductibles (resp. connexes) de X^, Xi (resp. Xy) le sous-préschéma fermé réduit
de X ayant pour espace sous-jacent l'adhérence de Zi (resp. Z?') dans X, il résulte
de (9.5.1) que dans un voisinage de Y], les (X{)s (resp. (X;')s) forment un recouvrement
de X8 et que les (X?')g sont deux à deux disjoints; comme les (XJS (resp. (Xy)s) sont
géométriquement irréductibles (resp. géométriquement connexes) en vertu de (9.7.7)
pour s voisin de Y], on voit que Xs a au plus n composantes irréductibles et au plus
n' composantes connexes, d'où la proposition.

Corollaire (9.7.9). — Soit f : X->S un morphisme de présentation finie. Pour tout «yeS,
soit n(s) (resp. ri (s)) le nombre géométrique de composantes irréductibles (resp. connexes)
de f~1(s) (4.5.2). Alors la fonction s->n(s) (resp. s~+ri(s)) est localement constructible
dans S.

Il s'agit de montrer que la propriété « X est un préschéma algébrique sur un
corps k et le nombre géométrique des composantes irréductibles (resp. connexes) de X
est égal à n (resp. ri) » est constructible. Il résulte de (4.5.6) que cette propriété vérifie
la condition (9.2.1, (i)), et on est donc ramené au cas où S est affine, noethérien et
intègre de point générique YJ; la conclusion résulte alors de (9.7.8).

Corollaire (9.7.10). — Soit X un préschéma localement noethérien tel que, si X' est le

normalisé de Xred, le morphisme canonique f : X'->X soit fini. Alors l'ensemble des points xe~K

tels que X soit géométriquement unibranche au point x est localement constructible dans X.

En effet, cet ensemble est par définition l'ensemble des points #eX tels que le
nombre de points géométriques de f ~ l ( x ) soit égal à i. Mais comme/est fini, ce nombre
est aussi le nombre géométrique des composantes irréductibles de l'espace discret f ~ l ( x )
(compte tenu de la définition du normalisé (II, 6.3.8) et de (4.5.11)); la conclusion
résulte donc de (9.7.9).

Remarque (9.7.11). — Soit Z une partie localement constructible de X telle que, pour
tout jeS, ZnX s soit ouvert dans Xs, et désignons par Z8 le sous-préschéma de Xs induit
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sur l'ouvert ZnX s . Alors, dans le théorème (9.7.7), on peut remplacer Xs par Zs

sans changer la conclusion : on le voit en répétant le raisonnement fait dans (9.6.7, (ii)).
Proposition (9. 7.114). — Soient f : X->S un morphisme de présentation finie, et g : S->X

une S-section de X (I, 2.5.5). P°ur tout se&, soit X° la composante connexe de f~i(s) qui
contient g (s); alors, la réunion X° des X° pour seS est une partie localement constructible de X.

Montrons d'abord qu'on peut se ramener au cas où S est affine et noethérien. On
peut toujours supposer S = Spec(A) affine ; avec les notations de (9.2.3), on a f= (/0)(S) >
où f0 : X0->S0 est un morphisme de type fini, et on peut en outre supposer qu'il existe
une S0-section gQ : S0->X0 telle que £ = (£0)(S) (8.9.1). Remarquons maintenant que
si p est le morphisme S-^S0, alors, pour tout ^So? ^a composante connexe (X0)^o

de To"1 (so) qui contient ^0(^o) est géométriquement connexe (4.5.13), et par suite, si s0 =/>($),
on a X^ = y""1((X0)go) où q : Xs-^(X0)So est la projection canonique ((4.5.8) et
(4.4.1)); notre assertion résulte donc de (1.8.2).

Utilisons alors le critère de constructibilité (Om, 9.2.3) : soient x un point de X,
Z le sous-préschéma réduit de X ayant {x} comme espace sous-jacent, Y le sous-
préschéma réduit de S ayant/(Z) comme espace sous-jacent; comme la restriction de/
à Z se factorise en Z-^Y->S (I, 5.2.2), on peut remplacer S par Y, autrement dit
supposer que f(x) — 73, point générique du préschéma intègre S. Par hypothèse, X^
est somme de deux sous-préschémas X^, X*, induits sur des ouverts complémentaires
de Xv En vertu de (9.5.4) et (9.5.1), on peut donc, en remplaçant au besoin S par
un voisinage de 73, supposer que X est réunion de deux ouverts disjoints X°, X1 tels
que (X°)7] = X^ et (X1)7] = X^. Comme g : S->X est continu et injectif, S est réunion
des deux ouverts disjoints ^~1(X°) et ^"^(X1); mais comme S est irréductible, et
a fortiori connexe, un de ces deux ouverts est vide, et comme g(y))eX° par définition,
on a g~l(Xl) —0. En d'autres termes, g est une S-section de X°; d'autre part, comme (X0)^
est géométriquement connexe (4.5.13), il en est de même de (X°)s pour tout s voisin
de TJ (9.7.7); comme g(s)e(X°).i on a bien (X°). = X;. C.Q..F.D.

9.8. Décomposition primaire au voisinage d'une fibre générique.

Proposition (9.8.1). — Soient y.*X->S un morphisme de présentation finie, 3F un

0^-Module quasi-cohérent de présentation finie. Alors rensemble E des seS tels que ̂ 8 soit un
&x -Module sans cycle premier associé immergé est localement constructible.

On sait que pour les Modules quasi-cohérents sur les préschémas algébriques, la
propriété d'être sans cycle premier associé immergé est invariante par changement du
corps de base (4.2.7) ; on peut donc se borner au cas où S est affine, noethérien et intègre
de point générique 73, et à prouver que dans ce cas E ou S — E est un voisinage de Y].
On a vu dans (9.7.6) que si 73eE, E est un voisinage de TJ; reste donc à considérer le
cas où ̂  a des cycles premiers associés immergés. On peut se borner au cas où X est
affine, et où il y a un sous-0x -Module cohérent 3? de 3?^ dont le support Z' est non vide
et rare par rapport au support Z de ̂  (3.1.3); alors, en vertu de (8.5.2, (i) et (ii))
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et (8.5.8), appliqués suivant la méthode de (8.1.2, a)), il existe un sous-0x-Module
cohérent ^ de J^ tel que ^ = ̂ 5 si Y=Supp(J*~), Y'=Supp(^), on a par suite
Ys = Supp(Jr

s), Y8 = Supp(^s) pour tout seS (1,9.1.13) et en particulier Z=Y7J,
Z'=Y^; comme Z— Z' est dense dans Z et Z'=t=0, il y a un voisinage U de Y] tel que
pour seU, Ys—Y's soit dense dans Ys, et Y8=f=0 (9.5. i et 9.5.3); en considérant un
point générique d'une composante irréductible de Yg et un voisinage assez petit de ce
point dans Xs, on déduit aussitôt de (3.1.3) que 3F\ admet des cycles premiers associés
immergés.

(9.8.2) Soient S un préschéma noethérien intègre, de point générique Y), /: X-^S
un morphisme de type fini, &> un 0x-Module cohérent. Considérons une décomposition
irredondante réduite (S^)<61 de J^ (3.2.6); les S^ sont donc des quotients de &>^
et il y a un homomorphisme injectif h : «^y->©â^; en outre Ass(S^) est réduit à un

point xt. Soit Zi l'adhérence de {^} dans X, de sorte que (Zt-)7) = Supp(^i). Désignons
par #1 l'Idéal cohérent de 0X définissant le sous-préschéma fermé réduit de X d'espace
sous-jacent Zi (sous-préschéma encore noté Zf). En vertu de (8.5.2) et (8.5.8), appliqués
suivant la méthode de (8.1.2, a)), on peut (en restreignant au besoin S à un voisinage
de Y]) supposer qu'il existe des quotients J^ de ^ (iel) tels que &. = (#r

i)^ pour tout i9

et un homomorphisme g : ̂ "-^©^ tel que h = g7l. En outre (I, 9.3.5), il existe un

entier m tel que C/T^t)^ =(</i)™<^i==o et en restreignant de nouveau S, on peut donc
supposer que l'on a aussi e/f^

r
i = o (8.5.2.5), donc que le support de ^r

i est contenu
dans Z^; mais comme il est fermé et contient xi9 il est nécessairement égal à Z{.

Proposition (9.8.3). — Sous les conditions de (9.8.2), pour tout seS, et tout iel,

désignons par xisaL (aejg>t.) les points maximaux de (Z^. // existe un voisinage U de 73 dans S

tel que, pour tout jeU, les xisai (pour zel ety pour chaque i, aeJ8> J soient deux à deux distincts

et que Ass(^g) soit l'ensemble des xisoi (autrement dit, les cycles premiers associés à ^s sont les

composantes irréductibles des (Z^J. En outre, on peut prendre U tel que, pour que Vadhérence

de {xi80i} dans X8 soit un cycle premier associé maximal de ̂ s, il faut et il suffit que (Z^

(adhérence de {x{} dans X^) soit un cycle premier associé maximal de ̂ ^

II résulte de (3.1.3, c') ) que pour chaque i, il existe un ouvert W^ dans X^ tel
que Win(Zt-)r) soit non vide, et un 0X -Module cohérent Jfi5 de support Win(Zi)7],
tels qu'il y ait un homomorphisme injectif vt : 3fi-^$'^N{. Soit Vf un ouvert de X
tel que VinX7]=Wi; appliquant, comme dans (9.8.2), les résultats de (8.5.2)
et (8.5.8), on peut (en restreignant S) supposer qu'il existe un Module cohérent ^,
de support V<nZ i et un homomorphisme uiiyi->^r\Vi tels que ^>

i = (^'^^ et
vi = (ui)ri. Nous allons démontrer qu'il y a un voisinage U de Y] tel que pour jeU, les
propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) Les (^i)8 sont sans cycle premier associé immergé.
(ii) L'homomorphisme gs : ̂ s->©(^ri)s est injectif.

(iii) (ZJ.n^), est dense dans (Z<)8, (J^)8 a pour support (Z^n^). et
K)s:(^)s->^sl(V,)8 est injectif.
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(iv) Pour i3=j, toute composante irréductible de (Zt-)s est distincte de toute
composante irréductible de (Zy)f.

Or, (i) a déjà été vu (9.7.6); (ii) est un cas particulier de (9.4.5); (iii) résulte

de même de (9.5.3) et (9.4.5). Enfin, si i*j, (Zi)1ïn(Zy)7î = (Zt.nZy)1ï est rare dans (Z,),
ou dans (Zy)^; supposons par exemple que (Z^nZy)^ soit rare dans (Zy)^; alors il
résulte de (9.5.3) et (9.5.4) que pour s voisin de y), (Z inZ /)s = (Z i)sn(Z /)s est rare

dans (Zy),, ce qui montre qu'aucune composante irréductible de (Zy), ne peut être
contenue dans une composante irréductible de (Zt-)g, ni a fortiori lui être égale.

Cela étant, il résulte de (ii) et de (3.1.7) que pour jeU, on a

de (i) que Ass((Jr
t-)8) est l'ensemble des xistx (aejg^). D'autre part, en vertu de (iii)

et du critère (3.1.3, c' )), chacun des xi8QL (aeJSjl-, iel) appartient à Ass(e^s). Enfin (iv)
signifie que les xi8QL sont deux à deux distincts.

Reste à prouver la dernière assertion de l'énoncé. Or, il résulte de (i) que pour s

et pour un i donnés, aucun des ensembles {xisai} ne peut être contenu dans un autre
pour ocejs t. D'autre part, si (Zy)T)C(Z f)7], on peut supposer U pris tel que (Zy)8C(ZJg

pour se\J (9.5.1), donc chaque xJ8& appartient à l'adhérence d'un xis(X; au contraire,
si (Zy)7)n(Z i)7) est rare dans (Zy)^, on a vu en prouvant (iv) que (Zy)sn(Z t-)s est rare

dans (Zy)g, donc aucun des x^ n'est adhérent à un xis(X. En particulier, si (Zy)^ est

maximal, ce qui équivaut à dire que (Zy)7]n(Z i)7] est rare dans (Zy)^ pour tout i^j9

on en conclut que (Z;-)gn(Zi)g est rare dans (Z?-)s pour tout i=¥j9 donc que tout
xjs* (aeJs,/) est maximal. C.Q.F.D.

Corollaire (9.8.4). — Les notations et hypothèses étant celles de (9.8.2), il existe un

voisinage U de y] dans S tel que, pour tout jeU, chacun des (^)8 soit sans cycle premier associé

immergé; en outre, si («^8a)aeJjt est ^un^ue décomposition irredondante réduite de (^r
i)89

alors, pour tout jeU, la famille (^sa);6i,ae j, t- est une décomposition irredondante réduite
de &a.

La première assertion résulte de (9.8. i) et de la définition des ̂ {. D'autre part,

on a vu dans (9.8.3) que Phomomorphisme ^8->©(^-)s
 est injectif et par définition

il en est de même de chacun des homomorphismes (<^t)s->©^tsa> donc l'homo-

morphisme «^r
8->!©«^&a est injectif. Comme on peut supposer (9.4.5) que pour

*> a
chacun des (J^)s est un quotient de 3F s, les ^soc sont des quotients de 3F 8, et il reste
à vérifier (3.2.5) que les xi8<x sont deux à deux distincts et appartiennent à Ass(^),

ce qui a été prouvé dans (9.8.3).

Proposition (9.8.5). — Soient /:X-^S un morphisme de présentation finie, 3F un

0^-Module quasi-cohérent de présentation finie. Pour tout seS, soit E(s) (resp. E'(J)) l'ensemble

fini (partie de Zu{ — oo}) des dimensions des cycles premiers associés à 3F 8 (resp. des cycles

premiers maximaux associés à ^8, c'est-à-dire les composantes irréductibles de Supp(e^
r
s)). Alors

les fonctions j~>E(j) et j->E'(j) sont localement constructibles dans S.
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II résulte de (4.2.7) et (4.2.8) que la condition (9.2.1, (i)) est satisfaite pour
les propriétés dont nous voulons démontrer qu'elles sont constructibles. On est donc
ramené au cas où S est affine, noethérien et intègre, et à prouver que E et E'
sont constantes au voisinage du point générique 73 de S ; mais cela résulte de (9.8.3)

et (9-5-5)-
Proposition (9.8.6). — Avec les hypothèses et notations de (9.8.2), soit zel tel que (ZJ^

soit maximal (autrement dit, une composante irréductible de Supp(Jr
7])). Alors, il existe un

voisinage U de v\ dans S tel que pour tout seU et tout <xejg i5 la longueur géométrique de ̂ s

en xisQL (relative à k(s)) (4-7-5) est égale à la longueur géométrique de «^ en xi (relative

à *(*>))•
On peut évidemment se borner au cas où S = Spec(A) est affine; montrons d'abord

qu'on peut se ramener au cas où le sous-préschéma (Z^ de X^, qui est réduit, est géomé-
triquement intègre. Il y a en effet une extension finie K' de K = IB(Y)) telle que (((ZJ^,)^),^
soit géométriquement réduit et que les composantes irréductibles de ((Z^^ soient
géométriquement irréductibles (4.6.8). Procédons comme dans la démonstration de
(9.7.7) en considérant une sous-A-algèbre A' de K' ayant K' pour corps des fractions
et finie sur A. On pose S' = Spec(A') et on considère le morphisme fini surjectif g : S' ->S ;
soient ensuite X/=X(S,) et &r' = &r®& 0S, et soit 73' le point générique de S'. Pour

tout j'eS', soit s = g(s')'9 si T est une composante irréductible de Supp(^"8), les
composantes irréductibles T- de T^,^ sont des composantes irréductibles de Supp(J^,)
et dominent T (4.2.7) et les multiplicités radicielles de T par rapport à ^s et de
chaque T? par rapport à !F'9, sont les mêmes (4.7.9). Le raisonnement de la première
partie de (9.7.7) montre donc qu'on peut se borner à démontrer la proposition pour X'
et &>'\ et en vertu du choix de K', les sous-préschémas réduits ayant pour espaces sous-
jacents les composantes irréductibles de ((Z^)^ sont géométriquement intègres (4.6. i).

Supposons donc désormais (Z^ géométriquement intègre; alors (9.7.7), il en
est de même de (ZJS pour s voisin de Y); la définition (4.7.5) montre qu'il suffira donc
de prouver que la longueur du 0X ^.-module (&>^x. est égale à celle du 0X >a.. -module (^r

s)x.

(on a ici supprimé l'indice a, inutile par hypothèse). La question étant évidemment
locale sur X, on peut supposer (en se restreignant à un voisinage de xt) que &r=#r

i,
donc que !F^ est irredondant sur X = Spec(B) affine, et on écrira Z au lieu de Z^, et x
pour le point générique de Z (et de ZJ. L'anneau noethérien B contient donc A comme

/•»•»/
sous-anneau, et ^"— M, où M est un B-module de type fini; en outre, si K est le corps
des fractions de A, le B(K)-module M(K) est =t=o et irredondant. Soit q l'unique
élément de Ass(M(K)) et soit p l'idéal premier de B, image réciproque de q. En utili-
sant (5.11.1.1) comme dans la démonstration de (9.7.6), on se ramène au cas où B
est intègre et M un sous-module =t=o de B; alors ̂  est un sous-0x -Module non nul

de @z , et en vertu de (9.4.5), pour s voisin de YJ, ^8 est isomorphe à un sous-0Xj-Module

non nul de 0Zj; comme Zg est géométriquement intègre, les longueurs de (^^)x et
de (^9)Xs sont toutes deux égales à i, ce qui achève la démonstration.
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Corollaire (9.8.7). — Soient /:X->S un morphisme de présentation finie, & un

&x-Module quasi-cohérent de présentation finie. Pour tout jeS, soit M.(s) l'ensemble des

couples (d> ni) tels qu'il existe une composante irréductible de Supp(Jr
s) de dimension d et de

multiplicité radicielle m pour ^8 (4.7.8). Alors la fonction j->M(j) est localement constructible

dans S.

Il résulte de (4.2.7) et (4.7.9) que la condition (9.2.1, (i)) est satisfaite pour
la propriété dont nous voulons démontrer qu'elle est constructible. On est donc ramené
au cas où S est affine, noethérien et intègre et à prouver que M est constante dans un
voisinage du point générique de S; mais alors la proposition résulte de (9.8.3) et (9.8.6).

Proposition (9.8.8). — Soient /:X->S un morphisme de présentation finie, 3F un

&x-Module quasi-cohérent de présentation finie. Pour tout s G S, soit l(s) la somme des multiplicités

totales pour 3Fs (relatives à k(s)) des points génériques des composantes irréductibles de Supp(^s)
(4.7.12). Alors la fonction s->l(s) est localement constructible dans S.

Compte tenu de (4.7.12), la condition (9.2.1, (i)) est satisfaite pour la propriété
dont nous voulons démontrer qu'elle est constructible, et on est donc ramené au cas
où S est affine, noethérien et intègre de point générique Y], et à montrer que / est
constante dans un voisinage de y). Utilisant les notations de (9.8.2), cela résulte de la
définition (4.7.12), du fait que le nombre géométrique des composantes irréductibles
de chaque (Zf-)g est constant dans un voisinage de Y] (9.7.8), que la longueur géomé-
trique de &\ en xis0i est également à celle de 3F^ en xt pour chaque i tel que (Z^ soit
maximal (9.8.6) et enfin de ce que l'adhérence de {#t-sa} est un cycle premier associé
maximal de 3Fs si et seulement si (Z^ est un cycle premier associé maximal
de J^ (9.8.3).

Remarque (9.8.9). — On peut préciser de diverses façons les propositions précé-
dentes; bornons-nous à un énoncé à titre d'exemple. Disons qu'une partie finie P d'un
A>préschéma algébrique X est saturée si, pour tout couple de points x, y de P, les points

génériques des composantes irréductibles de {*}n{jy} appartiennent aussi à P; pour
toute partie finie Q de X, il existe une plus petite partie finie P de X contenant Q et
saturée ; nous dirons que P est le saturé de Q. Pour tout 0x-Module cohérent JF, nous
appellerons squelette primaire de 3F le système (P, Q, co, d> m) où Q== Ass(«^"), P est

le saturé de Q, co la relation d'ordre {#}c{jy} sur P, d la fonction #~>dim{A;} sur P,
m la fonction ^->longc, 3F définie sur l'ensemble des éléments de Q maximaux pour

X

la relation co. Appelons d'autre part squelette virtuel tout système (P, Q^, co, dy ;#), où P
est un ensemble, Q, une partie de P, co une relation d'ordre sur P, d une application
de P dans N, m une application dans N de l'ensemble des éléments maximaux de Q;
on définit de façon évidente la notion d'isomorphisme de deux squelettes virtuels. Enfin,
avec les notations précédentes, appelons type primaire de & la classe (pour la relation
d'isomorphie des squelettes virtuels) du squelette primaire de «^. II résulte de (4.2.6),
(4.2.7), (4.2.8), (4.5.1) et (4.7.9) que si, pour une extension algébriquement close A;'
de £, on pose X'^X®*!' et ^'=^'®kk', le type primaire de &' est indépendant de
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l'extension algébriquement close k' de k considérée; nous dirons que c'est le type primaire

géométrique de ̂ . Ces définitions posées, l'énoncé que nous avons en vue est le suivant :
(9.8.9.1) Soient f: X->S un morphisme de présentation finie, 3* un @x-Module quasi-

cohérent de présentation finie. Pour tout JE S, soit T(s) le type primaire géométrique de ^8.

Alors la fonction ,y~>T(j) est localement constructible dans S.
Compte tenu des remarques qui précèdent, on est ramené comme d'ordinaire à

prouver que si S est affine, noethérien et intègre de point générique 73, T(s) est constante
au voisinage de 73. Raisonnant comme au début de (9.7.7), on peut supposer que
toutes les parties irréductibles de X^ qui interviennent sont géométriquement irréductibles,
et alors la proposition résulte de (9.5.1), (9.5.5), (9 8.3) et (9.8.6); nous laissons
les détails au lecteur. On pourrait généraliser en considérant plusieurs Modules cohérents
et en définissant leur « squelette primaire simultané », etc. La conclusion générale de
ce qui a été vu depuis le début de ce paragraphe est que pour toutes les propriétés du
type envisagé (et pour un S irréductible) les propriétés valables sur la « fibre générique »
le sont encore sur toutes les fibres voisines.

9.9. Constructibilité des propriétés locales des fibres.

Proposition (9.9.1). — Soient f: X->*S un morphisme localement de présentation finie,
Z une partie localement constructible de X telle que pour tout je S, Z8 soit fermé dans X8, O une
partie finie de Zu{±oo}. Alors les parties suivantes de X sont localement constructibles :

(i) L'ensemble des #eX tels que dimx(Zf(x]) appartienne à O.
(ii) L'ensemble des xeX tels que codima.(Z/(x), X/(x)) appartienne à O.

(iii) L'ensemble des #eX tels que Vanneau local 0x/v,,x so^ équidimensionnel.

On notera que les propriétés (i) et (ii) s'expriment encore en disant que les fonc-
tions tf-^dim^Z^)) et tf-^codim^Z^, X^) sont localement constructibles dans X (Om,

9 -3 -0 -
Les questions étant locales sur X, on peut se borner au cas où S=Spec(A) et

X=Spec(B) sont affines et où/est un morphisme de présentation finie; il existe alors
un sous-anneau A0 de A qui est une Z-algèbre de type fini, un A0-préschéma de type
fini X0 et une partie constructible Z0 de X0 tels que X = X0®AeA et Z^=h"~l(Zi))9 où
h : X->X0 est la projection canonique ((8.9. i) et (8.3. n)). En outre, pour tout jeS,
si s0 est la projection de s dans S0=Spec(A0), on a Xg= (X0)8o®k(sj/c(j), et hs est la

projection X8->(X0)8o, on a Z8 = h~i((ZQ)89). Comme le morphisme h8 est fidèlement
plat et quasi-compact, l'hypothèse que Z8 est fermé dans Xg entraîne que (Z0)Sa est

fermé dans (X0)8o (2.3.12).
Cela étant, la transitivité des fibres (I, 3.6.4) et la prop. (4.2.7) entraînent que

l'ensemble des dimensions des composantes irréductibles de Z8 contenant x est le même
que l'ensemble des dimensions des composantes irréductibles de (Z0)8o contenant
xQ = h8(x). En particulier, on a dima.(Zs) = dima.o((Z0)8o). D'autre part, si Z8

3) sont les
composantes irréductibles de Z8 contenant x et X(

8
a) les composantes irréductibles de X8
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contenant x, on a codimx(Zs, Xs) =inf(sup(codim(Zf), X(
s
a))))? (a, (3) variant dans

P a

l'ensemble des couples tels que seZ^cX^ (0, 14.2.6). Comme les préschémas algé-
briques irréductibles sont biéquidimensionnels (5.2.1), on peut écrire, en vertu de
(0, 14.3.3.1)

(9.9.1.1) codim,(Zf, X.) =inf(sup(dîm(XW)-dîm(Zp>)))
P a

avec le même choix des couples (a, (3). Comme hs est fidèlement plat et quasi-compact,
pour tout couple formé d'une composante irréductible (X0)^ de (X0)8o contenant XQ

et d'une composante irréductible (Z0)^ de (Z0)go contenant x0 et contenue dans (X0)^,
il existe un couple (X[a), Zf}) du type décrit plus haut et tel que Zf} domine (Z0)

{£}

et que X^a) domine (X0)^ (2.3.5). La formule (9.9.1.1) (et la formule analogue
appliquée à (X0)So) montrent alors, en vertu de (4.2.7), que l'on a

Z., X.) =codim^((Z0)8o, (X0)J.

On voit ainsi que si E (resp. E0) est l'ensemble des #eX (resp. des #0£X0) véri-
fiant l'une des conditions (i), (ii), (iii) de l'énoncé (resp. la même condition), on a
E = A~1(E0), et en vertu de (1.8.2), on voit qu'on peut se borner au cas où A est
noethérien, donc aussi B. Compte tenu de (Om, 9.2.3), ainsi que de (9.9.1.1), on est

ramené à voir que pour tout #eX, il y a un voisinage V de # dans {x} tel que, pour
tout #'eV, l'ensemble des dimensions des composantes irréductibles de X^ (resp. Z/(x,j)
contenant x' est le même, et en outre qu'il en est de même de l'ensemble des couples
(dim(Zj^lj), dim(X^/))) pour les couples formés d'une composante irréductible Xj^lj
de X/(x,) et d'une composante irréductible Zj^j de Z^j contenue dans Xj^ et
contenant x'. On peut évidemment pour cela remplacer S par le sous-préschéma réduit S'

de S ayant {/(x)} pour espace sous-jacent, et X par X' =/~1(S/), les fibres de X et X'
aux points de S' étant les mêmes. Autrement dit, on peut se borner au cas où S est intègre
et où y]=f(x) est son point générique.

Par hypothèse Z^ est fermé dans X^; comme Z est constructible, il résulte de
(8.3.11), appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), que l'on peut, en remplaçant
au besoin S par un voisinage ouvert de T], supposer que Z est fermé dans X. Soient X
(resp. Z?-) les composantes irréductibles de X (resp. Z) contenant x; en vertu de
(0I? 2. 1.8), les X.nX.j (resp. Z;-nXJ sont les composantes irréductibles de X^ (resp. ZJ
contenant x; en vertu de (9.5.1), on peut supposer en outre, en restreignant au besoin S
à un voisinage de 73, que les Xt- (resp. Z;-) sont exactement les composantes irréductibles

de X (resp. Z) rencontrant {x} et que les (X^n^} et (Zy)sn{#} sont non vides
pour tout seS. Cela étant, il résulte encore de (9.7.1) que l'on peut supposer, en
restreignant S, que les couples ( i , j ) tels que (Zy) sC(X^) s sont les mêmes pour tout .yeS.
La conclusion résulte alors de (9.5.6) : pour tout s assez voisin de 73, toutes les compo-
santes irréductibles de (XJS (resp. (Zy.)J ont une même dimension égale à celle de (XJ^
(resp. (Z;.)J. En outre, si ( i , j ) est un couple tel que Z^cjiX^, (X^ ne contient pas le
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point générique de (Z^, donc dim((XinZ.)7))<dim((Z/)yj) ; par suite, la dimension
commune des composantes irréductibles de (Xi)so(Z?)s est, pour tout .yeS, strictement
inférieure à la dimension commune des composantes irréductibles de (Z?-)s, ce qui
prouve qu'aucune des composantes irréductibles de (Z;-)s n'est contenue dans une compo-
sante irréductible de (X-)s pour seS. C.Q.F.D.

Proposition (9.9.2). — Soient /:X->S un morphisme localement de présentation finie,
3F un &x-Module quasi-cohérent de présentation finie, O une partie finie de Zu{±oo}. Les
parties suivantes de X sont localement constructibles :

(i) L'ensemble des points #eX tels que 3F^ soit équidimensionnel au point x (5.1.12).

(ii) L'ensemble des #eX tels que les longueurs géométriques de 3F^ relatives à &(/(#)),
aux points génériques des composantes irréductibles de Supp(J^a.)) contenant x (4.7.5), appar-
tiennent à O.

(iii) L'ensemble des #eX tels que les dimensions des cycles premiers associés à 3F^ et
contenant x appartiennent à O.

(iv) L'ensemble des ^eX tels que 3F^ soit géométriquement réduit au point x (4.6.17).
(v) L'ensemble des #eX tels que 3F^ soit géométriquement intègre au point x (4.6.22).
(vi) L'ensemble des #eX tels que dim.proj((^(x))JeO.
(vii) L'ensemble des #eX tels que coprof((Jr

/(a.))x)EO.
(viii) L'ensemble des #eX tels que ̂ ^ possède la propriété (Sfc) au point x (5.7.2).
(ix) L'ensemble des #eX tels que 3F^ soit un 0^,.^-Module de Cohen-Macaulay au

point x (5.7.1).
(i) Le support Z de 3F est localement constructible et fermé dans X (8.9.1),

et en considérant un sous-préschéma de X ayant Z pour espace sous-jacent et qui soit
de présentation finie sur S (8.9.1), on voit que l'assertion (i) est un cas particulier
de (9.9.1, (iii)).

(ii) Toutes les propriétés envisagées sont locales sur X, et on se bornera donc au
cas où X = Spec(B) et S —Spec(A) sont affines et f un morphisme de présentation
finie. On garde les notations du début de la démonstration de (9.9.1), et on suppose
en outre AQ choisi de sorte qu'il existe un 0Xo-Module cohérent ^*0 tel que 3F soit
isomorphe à ^Q®AoA. Alors ((4.2.7) et (4.7.9)) l'ensemble des longueurs géométriques
de (^0)/(«b) aux points génériques des composantes irréductibles de Supp((e^

r
0)/(a.o))

qui contiennent x0 est le même que l'ensemble analogue pour x et ̂ ^\ autrement dit,
si E (resp. E0) est l'ensemble des #eX (resp. des #0eX0) vérifiant la condition (ii)
de l'énoncé, on a E —A~1(E0), et en vertu de (1.8.2), on voit qu'on peut se borner
à considérer le cas où A est noethérien. Comme dans la démonstration de (9.9.1), on
voit qu'on est ramené à montrer que, pour tout #eX, il existe un voisinage V de x

dans {x} tel que, pour tout #'eV, l'ensemble des longueurs géométriques de 3F^
aux points génériques des composantes irréductibles de son support contenant x' soit

le même. En outre, si S' est le sous-préschéma réduit de S ayant {/(#)} pour espace
sous-jacent, et si X' =/~"1(S/), les fibres de X et de X' aux points de S' sont les mêmes,
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donc on peut remplacer S par S' et X par X', autrement dit supposer que S est intègre
et que Y] =f(x) est son point générique.

Or, si l'on pose Z —Supp(Jr), le même raisonnement que dans la démonstration
de (9.9.1) montre que, si Z^ sont les composantes irréductibles de Z contenant x, on

peut supposer que ce sont exactement les composantes irréductibles de Z rencontrant {#}

et que (Zi)8n{x}^0 pour tout seS. La conclusion résulte alors de (9.8.3) et (9.8.6).
(iii) On se ramène comme dans (ii) au cas où S est noethérien et intègre et

f^=f(x) son point générique, en utilisant (4.2.7). Comme dans la démonstration

de (9.9.1), on est ramené à montrer qu'il existe un voisinage V de x dans {x} tel que,
pour tout #'eV, l'ensemble des dimensions des cycles premiers associés à ^^^ qui
contiennent x' soit le même. Or, si Zt' sont les adhérences dans X des cycles premiers
associés à «^ qui contiennent x (cf. (9.8.2)), il résulte de (9.8.3) et (9.5.1) que pour

tout s assez voisin de YJ, les cycles premiers associés à 3F's qui rencontrent {x} sont des
composantes irréductibles des (Zt')s et, en vertu de (9.5.6), toutes ces composantes
irréductibles ont même dimension égale à dim((Zt')r]), d'où la conclusion.

(iv) On raisonne comme dans (iii), en utilisant cette fois (4.7.11). Avec les mêmes
notations que dans (iii), les cycles premiers associés à &'s qui sont des composantes
irréductibles de (Zt')g sont immergés si et seulement si (Z,-)^ est un cycle premier
associé immergé de 3?\. On conclut déjà que si x appartient à un (resp. n'appartient

à aucun) cycle premier associé immergé de e^,, l'ensemble des #'e{#} tels que x'
appartienne à un (resp. n'appartienne à aucun) cycle premier associé immergé

de «^/(x') est un voisinage de x dans {x}. La conclusion résulte de cette remarque,
de la caractérisation des points où un Module est géométriquement réduit (4.7.10),
et de (ii).

(v) Compte tenu de (4.7.11), on se ramène encore au cas où S est noethérien
et intègre et où •/) ==/*(#) est son point générique. Soit Y un sous-préschéma fermé de X
ayant Supp(J^) pour espace sous-jacent. Raisonnant comme au début de la démons-
tration de (9 .7 .7)5 on voit qu'il existe une A-algèbre intègre finie A' (de sorte que
si S'=Spec(A'), le morphisme S'->S est fini et surjectif) telle que si Y' = Y(g,) et
si Y]' est le point générique de S', les composantes irréductibles de Y^, soient géométri-
quement irréductibles. D'autre part, si X'=X(S,)5 le morphisme projection h : X'->X
est fini et surjectif, donc fermé; par suite, si x' est un point de X' au-dessus de #, on a

h({x'}) ={#} et l'image par h d'un voisinage de x' dans {x'} est un voisinage de x

dans {x}. Compte tenu de (4.7.11) et posant JÊ"' = ^S,J, on est donc ramené à
prouver que si ̂ , est (resp. n'est pas) géométriquement intègre au point x', l'ensemble

des ye{#'} tels que ^/V) (où f'=f(^,] : X'->S') soit (resp. ne soit pas) géométri-
quement intègre au point y' est un voisinage de x' dans {x'}. On peut donc se borner
au cas où X'=X et où les composantes irréductibles de Y^ sont géométriquement irréduc-
tibles ; si l'on désigne par Zt des parties fermées de X telles que les Z^nX^ soient les
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composantes irréductibles de Y^, il résulte de (9.7.7)5 (9.7.8) et (9.5.3) que pour
tout s voisin de 73, les (Zt-)g sont les composantes irréductibles de Yg et qu'elles sont
géométriquement irréductibles. Dire qu'en un point jyeXs, ^8 est géométriquement intègre
signifie alors que ̂ 8 est géométriquement réduit en ce point et en outre que y n'appar-
tient qu'à un seul des (Z{)8 (4.6.22). La conclusion résulte donc d'une part de (iv)

et d'autre part de (9.5.1) appliqué à l'intersection de {x} et de chaque Zt.
(vi) Gardant les mêmes notations que dans (ii), il résulte de (6.2.1) que

l'on a dim.proj((^s)J = dim.proj(((Jr
0)So)a.o); on peut donc encore se borner au

cas où A est noethérien. En outre, on se ramène encore à montrer que, pour tout

#eX, il existe un voisinage V de # dans {x} tel que, pour tout #'eV, on ait
dim. proj ((J^,))^) =dim.proj((Jr

/(x))J; et comme ci-dessus, on peut supposer que S
est intègre et que r\=f(x) est son point générique, de sorte que l'on a (&r-n)x=&r

X'
En vertu du théorème de platitude générique (6.9.1), on peut, en remplaçant au
besoin S par un voisinage ouvert de 73, supposer que le morphisme f est plat et que 3F
est f-plat\ on a alors dim. proj ((^(x,))x,) = dim. proj ( .̂,) pour tout #'eX en vertu
de (6.2.3). Cela étant, en vertu de (6.11.1), on peut (en remplaçant au besoin X
par un voisinage ouvert de x) supposer que dim. proj (^,.,)^ dim. proj («^"J pour tout
#'eX. D'autre part, si dim. proj(^x) = w, il y a par hypothèse un ^-module de type
fini M tel que Extg (J^, M) + o (0, 17.2.4). Or, il existe un 0x-Module cohérent ^
tel que M= &x (en remplaçant au besoin X par un voisinage ouvert de x (0I5 5.3.8));
en vertu de (T, 4.2.2), on a donc (éfxt^^, &)}x*o. Mais gxf^P, &} est un
0x-Module cohérent (Om, 12.3.3), donc son support Y est fermé (0I5 5 .2.2); comme

il contient x, il contient aussi {#}, d'où l'on conclut (en appliquant encore (T, 4.2.2))
que l'on a dim.proj(3Fx^n pour tout #'e{;c}, ce qui achève de prouver l'assertion
dans le cas (vi).

(vii) Comme B est une A-algèbre de type fini, X est S-isomorphe à un sous-
schéma fermé d'un S-schéma de la forme Y=Spec(A[Tl5 ..., Tr]); si j : X-^Y est
l'injection canonique, et ^—j^^), on a &8= (J8)^(^r

8) Pour tout jeS, et, en vertu
de (0, 16.4.11), on peut se borner à démontrer l'assertion pour Y et <&. Autrement
dit, on peut supposer que B = A[T15 ...,Tr], de sorte que chacun des schémas
X.= Spec(fc(j)[T1, . . ., Tr]) est régulier (0, 17.3.7). Soit alors W=Supp(«^"), de sorte
que Wa=Supp(«^"s) (I, 9.1.13); on a, par (6.11.2.1)

(9.9.2.1) coprof( (^f(x])x) = dim. proj ( (JF/(x))J — codim^W/w, X/(x)).

Mais comme W est constructible (8.9.1) et chaque W8 fermé, il résulte de (vi) et
de (9.9.1, (ii)) que les deux fonctions du second membre de (9.9.2.1) sont construc-
tibles ; il en est donc de même de leur différence ce qui achève de prouver la proposition
dans le cas (vii).

(viii) Soit Un l'ensemble des #eX tels que coprof((^/(a;))x)<w, et posons
Zn=X—Un; il résulte de (vii) que les Zn sont constructibles', en outre, comme la fonc-
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tion x~>dimx(Wf(x}) est constructible en vertu de (9.9.1, (i)), elle ne prend qu'un
nombre fini de valeurs, donc les nombres dim(W/(a.j) ont une borne supérieure finie m
lorsque x parcourt X; comme coprof((^(a.))a.)<dim((^a.))a.)<dim(W^)5 on voit que
l'on a Zn=0 pour n^m. Enfin, il résulte de (6. 11.2, (i)) que pour tout n et tout .reS,
(Zn)s est fermé dans Xs. D'après (5.7.4), l'ensemble des #eX où (^f(X))x possède la
propriété (SJ est l'ensemble des #eX vérifiant toutes les relations

(9-9-S.2) codim,((Zw)/w, Wf(x})>n+k

pour tout tt^o; comme cette relation est automatiquement vérifiée pour n^m, on n'a
à considérer les relations (9.9.2.2) que pour o^n<m. Mais en vertu de (9.9.1, (ii)),
l'ensemble Vn f c des x vérifiant (9.9.2.2) est constructible, et il en est de même de
l'intersection de ces ensembles pour o^n<m.

(ix) L'assertion résulte ici aussitôt de (vii), l'ensemble des #eX où (^^x est
un module de Cohen-Macaulay étant défini par la relation coprof((^(x))J =o.

Corollaire (9.9.3). — Soient /:X->S un morphisme de présentation finie, 3F un

Gy^Module de présentation finie, P F une des propriétés (i) à (ix) de (9.9.2). Alors V ensemble
des seS tels que la propriété P soit vraie en tous les points #eXs, est localement constructible

dans S.

En effet, son complémentaire est l'image par /du complémentaire de l'ensemble E
des points où P est vraie. Comme E est localement constructible dans X, il en est de
même de X — E, donc /(X — E) est localement constructible dans S en vertu du
théorème de Chevalley (1.8.4).

Proposition (9.9.4). — Soit /:X->S un morphisme localement de présentation finie.

U ensemble des #eX tels que X/(a;) ait au point x l'une (déterminée) des propriétés

suivantes :

(i) être géométriquement régulier ;

(ii) posséder la propriété (Rfc) géométrique ;

(iii) être géométriquement normal ;

(iv) être géométriquement réduit (i.e. séparable);

(v) être géométriquement ponctuellement intègre ;

est une partie localement constructible de X.

Pour les propriétés (iv) et (v) , cela résulte de (9.9.2, (iv) et (v) ) appliqué à ^ = 0X .
Pour les autres propriétés, compte tenu de (6.7.8), on se ramène, comme au début
de (9.9.2) au cas où S est noethérien et intègre et de point générique ?)=/(#). En
outre, en vertu du théorème de platitude générique (6.9.1), on peut, en remplaçant S

par un voisinage ouvert de 73, supposer que f est un morphisme plat. Dire que X/(y) est
géométriquement régulier au point y signifie alors que /est régulier au point y (6. 8.1),

et on sait que l'ensemble L de ces points est ouvert dans X (6.8.7), ce qui prouve la
proposition dans le cas (i).

Pour prouver le cas (ii), posons F = X — L, qui est fermé dans X. Dire que Xs
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vérifie la propriété géométrique (Rfe) au point y£/~1(s) signifie, ou bien que l'on a )>eL,
ou bien que les points génériques ̂  des composantes irréductibles de l'ensemble fermé Fs

qui contiennent y vérifient la relation dim(0Xj tZi)^k+ i (compte tenu de (4.2.7)
et (5.2.3)); autrement dit, les points jyeFs où Xs vérifie la propriété (Rfe) géométrique
sont ceux tels que codimJ/(Fs5 Xs)>&+ i (5.1.2). La conclusion résulte donc de (i)
et de (9.9.1, (ii)).

Enfin, dans le cas (iii), la conclusion résulte de (ii), de (9.9.2, (viii)), du fait que
la propriété (Sfc) est stable par extension du corps de base (6.7.1) et enfin du critère
de Serre (5.8.6).

Corollaire (9.9.5). — Soit /:X->S un morphisme de présentation finie, et notons P

l'une des propriétés (i) à (v) de (9.9.4). Alors l'ensemble des JE S tels que la propriété P soit

vraie en tous les points #eXg, est localement constructible dans S.

La démonstration à partir de (9.9.4) est la même que celle de (9.9.3) à partir
de (9-9-2).

Proposition (9.9.6). — Soient f : X->S un morphisme localement de présentation

finie, &. un complexe formé de 0^- Modules quasi-cohérents de présentation finie ; pour tout seS,

soit (&.}s le complexe &.®eh(s) de &x -Modules cohérents de type fini. Alors, pour un

entier n donné, l'ensemble des #eX tels que (^n((^^f(x))}x — ° est localement constructible
dans X.

On peut se borner au cas où 5f{ = o sauf pour i = o, i ou 2, et où n=i. En outre,
la question étant locale sur X, on peut se borner au cas où S = Spec(A) et X = Spec(B)
sont affines, B étant une A-algèbre de présentation finie. Il existe alors un sous-anneau
noethérien A0 de A, un A0-préschéma de type fini X0 et un complexe JS?!0) de 0Xo- Modules
cohérents, nuls sauf en dimensions o, i et 2 et tels que X = X0®AoA et JS?. =J§?i0)®AoA.
Pour tout jeS, si s0 est la projection de s dans S0=Spec(A0), on a Xs = (X0)So®k(So)fe(.y),
et le morphisme projection Xs-^(X0)So est fidèlement plat; on en conclut que l'on a
^n((^*}s} = ^n((<&(?)}s0}®K(So)

k(s}> et par suite, si E (resp. E0) est l'ensemble des *eX
(resp. *0eX0) tels que \^n((^.)M))x = o (resp. (^rn((^l°î)/-(J)ab = o), on a
E = A~1(E0), où h : X->X0 est la projection canonique. En vertu de (i .8.2), on peut
donc se borner au cas où A est noethérien', il s'agit de voir (Om, 9.2.3) que si :veX est

tel que (<%y
n((<^*}f(xyi}x==o (resp. =t=o) , il existe un voisinage ouvert V de x dans {#}

tel que, pour tout #'eV, on ait («^n((-S?.)/(*')))*f = o (resP- + 0)- Remplaçant S par
le sous-préschéma réduit de S ayant {/(#)} pour espace sous-jacent, on peut supposer
que S est intègre et que f(x) — 73 est son point générique. Alors, en restreignant S à un
voisinage ouvert de 73, on peut supposer que pour tout ^eS, on a («^w(«S?.))» = «^n((^«)s)
(9-4-3)5 et Par suite, si Z est le support de ^n(jS?.), le support de ^n((J2?.)«) est

Z8 = ZnX s (1,9.1.13.1). L'hypothèse est que Z7Jn{^}=0 (resp. 4=0). Comme

Zn{;t} est fermé dans l'espace noethérien X, on conclut de (9.5.1) qu'il y a un voisi-

nage U de Y) dans S tel que, pour tout jeU, on ait Z8n{#}=0 (resp. =1=0). L'ensemble

V=/""1(U)n{^} répond donc à la question.
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§ 10. PRÉSCHÉMAS DE JACOBSON

On a déjà eu l'occasion d'observer (5.2.5) que même les préschémas excellents
(7.8.5) ne se comportent pas toujours comme les « variétés » de la Géométrie algébrique
classique, notamment en ce qui concerne les questions de dimension; c'est ainsi que si X
est le spectre d'un anneau de valuation discrète complet, l'ensemble des points fermés
de X (réduit à un seul élément) n'est pas partout dense dans X, et que son complé-
mentaire (réduit à un seul élément) est un ouvert partout dense dans X mais dont la
dimension est nulle, donc <dim(X). On examine dans ce paragraphe des conditions
générales moyennant lesquelles de tels phénomènes ne se présentent pas; il en résulte
un comportement plus satisfaisant à certains égards pour les relations entre dimension,
codimension, profondeur et coprofondeur dans ces préschémas (10.6 et 10.8). En outre,
dans les préschémas considérés, le fait que l'ensemble des points fermés soit partout
dense (et même « très dense » (10.1.3)) permet de ne considérer que ces points dans
beaucoup de démonstrations; on rejoint ainsi le point de vue classique des « variétés
algébriques » qui, de notre point de vue, sont les ensembles de points fermés des
préschémas algébriques sur un corps, et on fait le lien entre le langage des schémas et celui
des « variétés » ou « espaces algébriques » de Serre (10.9 et 10.10).

10. z. Parties très denses d'un espace topologique.

(10.1.1) On dit qu'une partie d'un espace topologique X est quasi-constructible
si elle est réunion finie de parties localement fermées de X. On dit qu'une partie T de X
est localement quasi-constructible si pour tout #eX, il existe un voisinage ouvert V de x tel
que Tn V soit quasi-constructible dans V. Il est clair que toute partie quasi-constructible
de X est localement quasi-constructible : la réciproque est vraie si X est quasi-compact.
Le raisonnement de (Om, 9. i .3), où on supprime le mot « rétrocompact », montre
que l'ensemble des parties quasi-constructibles (resp. localement quasi-constructibles)
de X, que nous désignerons par Qc(X) (resp. flqc(X)) est stable par réunion finie,
intersection finie et passage aux complémentaires. Si y*:X->Y est une application
continue, il résulte aussitôt de ces définitions que, pour toute partie quasi-constructible
(resp. localement quasi-constructible) Z de Y, f~~l(Z) est quasi-constructible (resp.
localement quasi-constructible) dans X.

Les parties constructibles (resp. localement constructibles) de X sont évidemment
quasi-constructibles (resp. localement quasi-constructibles) ; la réciproque est vraie
lorsque X est noethérien (resp. localement noethérien).

Dans ce qui suit, nous désignerons respectivement par £)(X), $(X), fif(X), (£(X),
fic(X) l'ensemble des parties de X qui sont respectivement ouvertes, fermées, localement
fermées, constructibles, localement constructibles.
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Proposition (10. i .2). — Soient X un espace topologique, X0 une partie de X. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute partie localement fermée Z=t=0 de X, on a ZnX0=t=0.

a') Pour toute partie fermée Z de X, on a Z = ZnX0 .
b) Pour toute partie 2*3=0 de X localement quasi-constructible, on a ZnX0=t=0.

b') Pour toute partie localement quasi-constructible Z de X, on a ZcZnX 0 (autre-
ment dit ZnX0 est dense dans Z).

c) L'application U~>UnX0 de O(X) rfûtfw £)(X0) *tf injective (donc bijective).
c') L'application F~>FnX0 <fe 8f(X) <fcw.y 5(X0) «f injective (donc bijective).
c") L'application Z~>ZnX0 ûfe dc(X) rfû/w Qc(X0) &rt injective (donc bijective).

c'") L'application Z~>ZnX0 & fiqc(X) <fo?w ûqc(X0) &y£ injective.

En outre, lorsque ces conditions sont vérifiées, l'application Z~»ZnX0 dfe fiqc(X) dans

fiqc(X0) est bijective.

Notons que les assertions de surjectivité dans c) et c1 ) sont triviales; elles entraînent
que toute partie localement fermée dans X0 est trace sur X0 d'une partie localement
fermée dans X, donc l'application Qc(X) -> JQc(X0) définie dans c") est aussi surjective.

Nous prouverons les implications

c'") =>c") =>c') ^>c) =>b) ^bf) =>a'

Les trois premières sont triviales. Pour voir que c) implique b), notons d'abord
que c) entraîne que X0 est dense dans X. Remplaçant X et X0 par un ouvert conve-
nable U de X et par U n X0 respectivement, on peut donc se borner au cas où Z est

localement fermée dans X, donc Z=VnÇw, où V et W sont ouverts dans X;
l'hypothèse Z + 0 signifie que VcjiW, ou encore VuW=t= W. En vertu de c), on a

donc (VuW)nX0+WnX0 , donc VnX04:W, et par suite (VnCW)nX0=f=0.

Pour voir que b) entraîne b'), il suffit d'appliquer b) à ZnU, où U est un

voisinage ouvert arbitraire d'un point de Z. Comme ZnX0CZ, il est trivial que b' )

implique a'). Pour montrer que a') entraîne a), remarquons que si Z est localement
fermée dans X, on peut écrire Z = F — F' où F et F' sont fermés dans X et F'CF; d'où
ZnX0=-(FnX0) — (F'nX0). Si l'on avait ZnX0=0, on en déduirait FnXo^F'oXo,
donc F = F' en vertu de a'), c'est-à-dire Z = 0.

Pour voir que a) entraîne c'"), il suffit de montrer que si Z=|=0 est localement
quasi-constructible, on a ZnX0=t=0 : en effet, la relation Z'nX0=Z"nX0 est équi-
valente à ((Z'uZ")— (Z'nZ' /))nX0-:0. Autrement dit, il suffit de prouver que a)
entraîne b) ; en outre, remplaçant X et X0 par un ouvert U de X et par U n X0 respec-
tivement, on est bien ramené au cas où Z est localement fermé dans X, d'où la conclusion.

Reste à montrer que l'application £qc(X)->fîqc(X0) est surjective. Soit donc Z0

une partie localement quasi-constructible de X0 : il y a un recouvrement (Va)
de X0 par des ouverts de X0 tel que Z0nVa soit quasi-constructible dans Va (et

donc aussi dans X0). En vertu de c), il y a pour tout a un seul ouvert Ua de X
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tel que X0nUa=Va5 et en vertu de c") un seul ensemble quasi-constructible Za

dans X tel que Z0nVa = X0nZa. Si a et (3 sont deux indices quelconques, on a
Z3nU anX0=U anZ0nV3=V anZ0nV3=Z anX0nV3cZ anX0 ; comme ZpnU a et Za

sont quasi-constructibles dans X, il résulte de c") que ZpnU aCZ a . Si l'on pose Z = UZa,

on a donc ZnU a = Za pour tout oc; d'ailleurs, comme les Va recouvrent X0, il résulte
de c) que les Ua recouvrent X, et l'on voit donc que Z est localement quasi-constructible
dans X et Z0=ZnX0 .

Définition (10.1.3). — Lorsqu'une partie X0 d'un espace topologique vérifie les conditions
équivalentes de (10. i .2), on dit que X0 est très dense dans X.

On a déjà vu au cours de la démonstration de (10.1.2) que X0 est alors dense
dans X.

Corollaire (10.1.4). — & X0 est très dense dans XetU une partie ouverte de X, U n X0

est très dense dans U. Inversement, si (UJ est un recouvrement ouvert de X tel que Ua n X0 soit
très dense dans Ua pour tout a, alors X0 est très dense dans X.

Comme toute partie localement fermée dans U est localement fermée dans X,
la première assertion résulte du critère a) de (10. i .2) ; il en est de même de la seconde,
car si Z=|=0 est localement fermée dans X, ZnU a est localement fermée dans Ua

pour tout a, et ZnU a + 0 pour un a au moins.

10 . 2. Quasi-homéomorphismes.

Proposition (10.2.1). — Soient X0, X deux espaces topologiques, f : X0->X une appli-
cation continue. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L'application U->/~~1(U) de O(X) dans £)(X0) est bijective.
a') L'application F-*/-1 (F) de gfX) dans 5(X0) est bijective.
b) La topologie de X0 est image réciproque par f de celle de X, et /(X0) est très dense

(10. i .3) dans X.
c) Le Joncteur <^~>f*(^) de la catégorie des faisceaux d'ensembles (resp. des faisceaux

de groupes abéliens} sur X dans la catégorie des faisceaux d'ensembles (resp. des faisceaux de
groupes abéliens} sur X0 est une équivalence de catégories.

Il est clair que a) et a') sont équivalentes, et a) implique que la topologie de X0

est image réciproque par f de celle de X. D'autre part, si /(X0) n'est pas très dense
dans X, il y a deux ouverts distincts U15 U2 de X tels que U1n/(X0) = U2n/(X0), et
par suite /~1(U1)=/~1(U2)5 ce qui achève de montrer que a) entraîne b). Inversement,
la condition b) implique que les applications U~>Un/(X0) de O(X) dans €>(/(X0))
et VW/^V) de O(/(X0)) dans £)(X0) sont bijectives, donc il en est de même de leur
composée U~>/~~1(U).

Pour voir que a) entraîne c), il suffit d'appliquer la définition de/*(t^) (Oj, 3. 7. i)
et les axiomes des faisceaux : a) entraîne que pour tout ouvert U de X, l'application
canonique T(U, ̂ } -> F ( f ~ l ( U ) ,/*(&)) est une bijection fonctorielle en &, d'où c).
11 reste à montrer que c) entraîne b).
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Supposons d'abord que/(X0) ne soit pas très dense dans X; il existe alors deux
parties fermées distinctes YDY' de X telles que Yn/(X0)=Y'n/(X0). Soit 3?
(resp. J^') le faisceau de groupes abéliens sur X image directe par l'injection cano-
nique Y->X (resp. Y'->X) du faisceau simple associé au préfaisceau constant Z
sur Y (resp. Y7) ; la définition de /* (Oï, 3.7.1) montre que /* (^) est isomorphe à /*(3F'}
mais 3F n'est pas isomorphe à 3F', donc la condition c) n'est pas vérifiée. (On notera
que le foncteur/* n'est même pas alors fidèle, car si u et v sont l'automorphisme identique
et l'endomorphisme nul de ^j^', f*(u) et/*(z;) sont égaux.)

Montrons maintenant que c) entraîne que la topologie de X0 est l'image réciproque
de celle de X par /. Notons que si la condition c) est vérifiée pour la catégorie des
faisceaux d'ensembles, elle l'est aussi pour la catégorie des faisceaux de groupes abéliens,
car il résulte aussitôt des définitions (Om, 8.2.5) ci116 cette dernière n'est autre que la
catégorie des objets en groupes abéliens dans la catégorie des faisceaux d'ensembles. Il suffira
donc de prouver notre assertion en supposant c) vérifiée pour les catégories de faisceaux
de groupes abéliens sur X et X0. Or, si Zx désigne le faisceau simple sur X associé au

préfaisceau constant égal à Z, on a un isomorphisme canonique F(X, 3F} ~ Hom(Zx, 3F}
fonctoriel en ̂  (même raisonnement que dans (0I5 5 .1 .1) ) ; comme il est clair par défi-
nition (0I? 3.7.1) que /*(Zx) = ZXo, l'hypothèse que/* est une équivalence entraîne que
rhomomorphisme canonique F(X, 3F} -> F(X0,/*(Jr)) est bijectifpour tout faisceau de
groupes abéliens 3F sur X. Or, soit Y0 une partie fermée de X0 ; soit ^"Q le faisceau sur X
image directe par l'injection canonique Y0-»X0 du faisceau simple associé au préfaisceau
constant Z sur Y0. Comme/* est une équivalence, J% est isomorphe à un faisceau de
la forme/*(J^), où 3F est un faisceau de groupes abéliens sur X. Considérons alors la
section^ de J^0 au-dessus de X0 telle que (J0)*0=1«t ^ *oeY0, (^0)^ = 0^ si #0<£Y0.
Les remarques précédentes montrent qu'il existe une section s de 3F au-dessus de X
telle que (SQ)XO — s^ pour tout x0eX0 (les fibres (^o)Xo

 et ^/fo) étant canoniquement
identifiées (0I? 3 .7 .1)) ; cela entraîne que Y0 est l'image réciproque par/de l'ensemble Y
des #eX tels que sx^ox, et y est fermé dans X. C.ÇKF.D.

Définition (10.2.12). — Lorsqu'une application continue f : X0^X vérifie les conditions
équivalentes de (10.2.1), on dit que f est un quasï-homéomorphisme de X0 dans X.

En vertu de (10.2.1, b))y dire qu'une partie X0 d'un espace topologique X est
très dense dans X signifie donc que l'injection canonique X0->X est un quasi-
homéomorphisme.

Corollaire (10.2.3). — ^e composé de deux quasi-homéomorphismes est un quasi-
homéomorphisme.

Cela résulte aussitôt de (10.2.1, a)).
Corollaire (10.2.4). — Soient /: X->Y un quasi-homéomorphisme, Y' une partie locale-

ment quasi-constructible de Y, X'=/~1(Y/); alors la restriction /'=/|X' : X'->Y' est un
quasi-homéomorphisme.

Il est clair en vertu de (10.2. i, b)) que la topologie induite sur Xr par celle de X
est l'image réciproque par/' de la topologie induite sur Y7 par celle de Y. D'autre part,
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soit Z=|=0 une partie fermée dans Y', et £eZ; il y a un voisinage ouvert U de £ dans Y
tel que Un Y' soit réunion d'un nombre fini de parties Y- fermées dans U; si j est un
indice tel que £eY?', ZnY?' est donc fermé dans U. Puisque /(X)nU est très dense
dans U (10. i .4), ZnY?'n/(X) n'est pas vide (10. i .2, a ) ) , ni a fortiori Zn/(X); mais
comme ZcY', on a Zn/(X) = Zn/'(X'); le critère (10. i .2, a)) montre donc que/' (X')
est très dense dans Y', et l'on conclut à l'aide de (10.2. i, b)}.

Corollaire (10.2.5). — Soient f: X-^Y une application continue, (VJ un recouvrement
ouvert de Y. Si, pour tout a, la restriction /~1(Va)->Va de f est un quasi-homéomorphisme,
alors f est un quasi-homéomorphisme.

Cela résulte aussitôt du critère (10.2.1, b)) et de (10.1.4).
Corollaire (10.2.6). — Soient /:X->Y un quasi-homéomorphisme, Y' une partie

localement quasi-constructible de Y, X' = /~1(Y/). Pour que Y' soit quasi-compact (resp. noethérien,
resp. rétrocompact dans Y), il faut et il suffit que X' soit quasi-compact (resp. noethérien, resp.
rétrocompact dans X).

Démontrons d'abord les deux premières assertions; en vertu de (10.2.4), on Peut

se borner au cas où Y'=Y. Dire que X est quasi-compact (resp. noethérien) signifie
que pour toute famille filtrante croissante (Ua) dans £)(X) ayant X pour plus grand
élément (resp. pour toute famille filtrante croissante (Ua) dans £)(X)), il existe y tel
que Ua — UY pour a^y. Comme U~>/~1(U) est une bijection de O(Y) sur £)(X),
notre assertion résulte aussitôt de la remarque précédente.

Les ouverts quasi-compacts de X sont donc les ensembles de la forme f~l(U)
où U est ouvert quasi-compact dans Y, en vertu de (10.2. i, a)) et de ce qui précède.
Pour que X' soit rétrocompact dans X, il faut et il suffit alors que pour tout ouvert
quasi-compact U dans Y, /~~1(U)nX'=/~1(UnY') soit quasi-compact (Om, 9. i . i);
la première partie de la démonstration montre que cela équivaut à dire que Un Y'
est quasi-compact pour tout ouvert quasi-compact U, c'est-à-dire que Y' est rétro-
compact dans Y.

Proposition (10.2.7). — Soit /:X->Y un quasi-homéomorphisme. Alors r application
Z->/~1(Z) de ^P(Y) dans ^J(X) définit par restriction les bijections suivantes (cf. (10.1.1)
pour les notations) :

0(Y)~0(X)

£f(Y)~fif(X)
Qc(Y) ~ Qc(X)

£qc(Y)~fiqc(X)
<E(Y) ~ Œ(X)

fic(Y)~£c(X).

Pour les deux premières, ce n'est autre que la définition (10.2.2); comme la
topologie de X est l'image réciproque par f de celle de /(X) les cinq dernières appli-
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cations, où l'on remplace Y par/(X), sont bijectives. On peut donc (par (10.2.1, b)})
se borner au cas où X est un sous-espace très dense de Y, et le fait que les applications
fif(Y)->fif(X), Qc(Y)->JQc(X), £qc(Y)->fiqc(X) sont bijectives a déjà été prouvé
(10.1.2). Toute partie localement constructible étant localement quasi-constructible,
les applications G(Y)->G(X) et fic(Y)->fic(X) sont injectives; en outre, pour tout
ouvert UCY, la restriction /~1(U)— >U de /est un quasi-homéomorphisme (10.2.4),
donc si l'on montre que £(Y) -> (£(X) est surjective, il en sera de même de £c(Y) -»fic(X).
Mais en vertu de (10.2.6), toute partie ouverte rétrocompacte Z dans X est de la
forme /~1(T), où T est ouvert rétrocompact dans Y; cela prouve évidemment la
surjectivité de <£(¥)-> <E(X).

Remarques (10.55.8). — (i) On a vu dans la démonstration de (10.2.1) que si/
est un quasi-homéomorphisme, l'application canonique

(10. 2. s.i) r(Y, JF) -
est un isomorphisme de groupes abéliens fonctoriel en 3F dans la catégorie des faisceaux
de groupes abéliens sur Y. Comme/* est exact dans cette catégorie (0 I 53.7.2), cela
implique que les homomorphismes canoniques (T, 3.2.2)

sont bijectifs pour tout i.
(ii) Si / : X->Y est une application continue et ̂ , ^ deux faisceaux de groupes

abéliens sur Y, on a /*(^®ZY^)=/*(^')®ZX/*(^) à un isomorphisme canonique près
(Oj, 4. 3. 3). On en conclut que si / est un quasi-homéomorphisme,/* est encore une
équivalence de la catégorie des faisceaux d'anneaux sur Y, et de la catégorie des faisceaux
d'anneaux sur X; la donnée d'une structure d'espace annelé sur Y est donc équivalente
à celle d'une structure d'espace annelé sur X.

Étant donnés deux espaces annelés (X, 0X), (Y, 0Y), nous dirons qu'un morphisme
d'espaces annelés /— (<|>, 6) : (X, 0X)->(Y, #y) est un quasi-isomorphisme si fy est un quasi-
homéomorphisme de X dans Y et 0* : ^*(0Y)->0X un isomorphisme de faisceaux
d'anneaux; lorsqu'il en est ainsi, l'espace annelé (X, 0X) est entièrement déterminé, à
isomorphisme près, par (Y, 0Y), l'espace X et le quasi-homéomorphisme fy (que l'on peut
prendre arbitraire). Lorsque/ est un quasi-isomorphisme d'espaces annelés, le foncteur

est une équivalence de la catégorie des 0Y-Modules et de celle des 0x-Modules, puisque/* (^)
s'identifie canoniquement ici à ^*(^r). On en conclut par exemple des isomorphismes de
bi-d-foncteurs

De façon générale, on peut dire que les constructions usuelles de la théorie des faisceaux
et de l'algèbre homologique, faites sur l'espace annelé Y ou l'espace annelé X, sont
équivalentes.

100



§ io ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 101

10.3. Espaces de Jacobson.

Définition (10.3.1). — On dit qu'un espace topologique X est un espace de Jacobson si
l'ensemble X0 des points fermés de X est très dense dans X (autrement dit, si l'injection cano-
nique X0->X est un quasi-homéomorphisme}.

Cela signifie donc (10.1.2) que toute partie localement fermée (ou seulement
localement quasi-constructible) Z=}=0 de X contient un point fermé de X, ou encore
que toute partie fermée de X est l'adhérence de V ensemble de ses points fermés.

Proposition (10.3.2). — Soient X un espace de Jacobson, Z une partie localement quasi-
constructible de X; alors le sous-espace Z de X est un espace de Jacobson, et pour qu'un point de Z
soit fermé dans Z, il faut et il suffit qu'il soit fermé dans X.

Si X0 est l'ensemble des points fermés de X, Zn X0 est très dense dans Z en vertu
de (10.2.4) appliqué à l'injection i : X0->X; comme l'ensemble Z0 des points fermés
de Z contient évidemment Z n X0, il est a fortiori très dense dans Z, donc Z est un espace
de Jacobson. Montrons maintenant qu'en fait on a Z0=ZnX0; soit xeZ un point

fermé dans Z; soit {x} son adhérence dans X; {x}nZ={x} est donc une partie loca-
lement quasi-constructible de X, et comme son intersection avec X0 est non vide (10. i .2),
on a *eX0.

Proposition (10.3.3). — Soient X un espace topologique, (Ua) un recouvrement ouvert
de X. Pour que X soit un espace de Jacobson, il faut et il suffit que chacun des sous-espaces Ua

le soit.

La condition est nécessaire en vertu de (10.3.2). Inversement, montrons d'abord
que l'hypothèse que les Ua sont des espaces de Jacobson entraîne que pour qu'un point
#eUa soit fermé dans X, il suffit qu'il soit fermé dans Ua. Il suffit en effet de voir que
cette condition entraîne que x est aussi fermé dans chacun des Up qui le contiennent;
mais UanU3 est ouvert dans Ua, donc x est fermé dans UanUp, et en vertu de (10.3.2),
x est aussi fermé dans U3, ce qui achève la démonstration.

10.4. Préschémas de Jacobson et anneaux de Jacobson*

Définition (10.4. i ). — On dit qu'un préschéma X est un préschéma de Jacobson si l'espace
topologique X sous-jacent est un espace de Jacobson. On dit qu'un anneau A est un anneau de Jacobson
si Spec(A) est un préschéma de Jacobson.

Toute partie fermée de X=Spec(A) est de la forme Z=V(a), où a est un idéal
égal à sa racine, et l'ensemble X0 des points fermés de X est l'ensemble des idéaux
maximaux de A; dire que ZnX0 est dense dans Z signifie donc que a est intersection
d'idéaux maximaux (I, 1.1.4); comme a est intersection d'idéaux premiers, il revient au
même de dire que tout idéal premier de A est intersection d'idéaux maximaux; en vertu
de (10.3.1) et (10.1.2), la définition usuelle des anneaux de Jacobson (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 3, n° 4, déf. i) coïncide donc avec la définition (10.4.1).
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Proposition (10.4.2). — Soient X un préschéma., (Ua) un recouvrement de X formé

d'ouverts affines. Pour que X soit un préschéma de Jacobson, il faut et il suffit que les anneaux

r(Ua, 0X) des Ua soient des anneaux de Jacobson.

Cela résulte de (10.3.3) et de la définition (10.4.1).
(10.4.3) Un préschéma discret est un préschéma de Jacobson; un anneau arti-

nien est donc un anneau de Jacobson. Tout anneau principal ayant une infinité d'idéaux
maximaux (par exemple Z) est un anneau de Jacobson; un anneau local noethérien A
est un anneau de Jacobson si et seulement si son idéal maximal est son seul idéal premier,
c'est-à-dire si A est artinien. Tout sous-préschéma d'un préschéma de Jacobson est un
préschéma de Jacobson en vertu de (10.3.2).

Proposition (10.4.4). — S°it B un anneau intègre. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) // existe f+ o dans B tel que B^ soit un corps.

b) Le corps des fractions de B est une ^-algèbre de type fini.

c) // existe un corps K contenant B et qui est une ^-algèbre de type fini.

d) Le point générique de Spec(B) est isolé dans Spec(B).

Il est clair que d) est équivalent à a), puisque d) signifie qu'il existe /=h o dans B
tel que D(/) soit réduit au point générique de Spec(B). II est trivial que a) entraîne b)
et que b) entraîne c). Enfin, c) entraîne a), en vertu de Bourbaki, Alg. comm., chap. V,
§ 3, n° i, cor. 2 du th. i.

Proposition (10.4.5). — Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est un anneau de Jacobson.

b) Pour tout idéal premier non maximal p de A et tout f=¥o dans B = A/p, B^ ri est

pas un corps.

b') Toute A-algèbre de type fini K qui est un corps est une A-algèbre finie.
On sait que a) entraîne V) (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3, n° 4, cor. 3

du th. 3). En outre, le noyau de l'homomorphisme A->K est alors un idéal maximal m
de A, et K est une extension finie de A/m (loc. cit.). Il est trivial que b') entraîne b),
puisque A/p = B n'est pas un corps, toute B-algèbre de type fini est une A-algèbre de
type fini et B^ est une B-algèbre de type fini. Reste à voir que b) implique a). Nous
utiliserons le lemme suivant :

Lemme (10.4.5.1). — Soit X un espace topologique ayant la propriété suivante : pour

toute partie localement fermée Z=)=0 de X, il existe une partie Z' de Z, localement fermée dans X
(ou dans Z, ce qui revient au même), et un point xeZ', fermé dans Z'. Alors, pour que X soit

un espace de Jacobson, il faut et il suffit qu'aucun point non fermé x de X ne soit isolé dans {x}.

Si X est un espace de Jacobson, un point non fermé # de X ne peut être isolé

dans {x}, car cela signifierait qu'il existe un ouvert U de X tel que Un{#} = {#};

or Un{#} est localement fermé dans X et ne contiendrait aucun point fermé dans X,
ce qui est contraire à l'hypothèse que X est un espace de Jacobson. Inversement, suppo-
sons vérifiée la condition de l'énoncé; alors l'ensemble des points fermés de X est identique

à l'ensemble X0 des xeX. qui sont isolés dans {#}; mais il résulte de (5. i . 10. i) que
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cet ensemble est très dense dans X, donc X est un espace de Jacobson par définition.
Rappelons (5.1.10) que l'hypothèse faite sur X dans (10.4.5.1) est toujours

vérifiée lorsque X est l'espace sous-jacent à un préschéma.
Revenant alors à la démonstration de (10.4.5), ^a condition b) entraîne que pour

tout point x non fermé de Spec(A), le point générique x de Spec(A/jJ = V(jJ ={x}

n'est pas isolé dans {#}, donc b) entraîne a) en vertu du lemme (10.4.5.1) et
de (10.4.4).

Corollaire (10.4.6). — Toute algèbre de type fini B sur un anneau de Jacobson A est

un anneau de Jacobson, et l'image réciproque dans A de tout idéal maximal de B est un idéal

maximal de A. En particulier, toute algèbre de type fini sur un corps ou sur Z est un anneau

de Jacobson.

Une B-algèbre de type fini K qui est un corps est aussi une A-algèbre de type
fini, donc un A-module de type fini et a fortiori un B-module de type fini, d'où la première
assertion; la seconde a été démontrée au cours de la démonstration de (10.4.5), appliqué
à K-B/m.

Corollaire (10.4.7). — & X est un préschéma de Jacobson, f: Y->X un morphisme

localement de type fini, alors Y est un préschéma de Jacobson et l'image par f de tout point fermé

dans Y est un point fermé dans X.
La question étant locale sur X et sur Y, on est ramené au cas où X et Y sont

affines, et le corollaire résulte alors de (10.4.6).
Corollaire (10.4.8). — Si k est un corps algébriquement clos, X un k-préschéma localement

de type fini, Vensemble des points de X rationnels sur k est très dense dans X.

En effet, X est un préschéma de Jacobson (10.4.7) et les points fermés de X sont
exactement les points rationnels sur k (I, 6.4.2).

(10.4.9) Le fait que les préschémas localement de type fini sur un corps ou sur Z
sont des préschémas de Jacobson est particulièrement important, en raison de la possi-
bilité de se ramener à ce cas dans de nombreuses questions de Géométrie algébrique
(8.1.2, c)). Nous allons en donner deux exemples :

Applications (10.4.10) : I : Démonstration de (6.15.9). — Soient k un corps sépa-
rablement clos, X un £-préschéma localement de type fini sur k et unibranche. On sait que
la fermeture intégrale d'une ^-algèbre intègre de type fini A dans une extension finie
de son corps des fractions est une A-algèbre finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3,
n° 2, th. 2), donc toute A-algèbre de type fini est un anneau universellement japonais;
on en conclut que l'ensemble des points #eX où X est géométriquement unibranche
est localement constructible (9.7.10). Mais l'hypothèse et le lemme (6.15.8) entraînent
que cet ensemble contient tous les points fermés de X. La conclusion résulte donc
de (10.4.6), (10.3.1) et de la bijectivité de l'application canonique fic(X)-^fic(X0)
(où X0 est l'ensemble des points fermés de X) (10.2.7).

Applications : II : Proposition (10.4.11). — Soient S un préschéma, X un S-préschéma

de type fini. Tout S-endomorphisme de X qui est radiciel est surjectif (donc bijectif).
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Soient /: X->S le morphisme structural, g : X->X le S-endomorphisme consi-
déré et, pour tout je S, soit g8 le morphisme déduit de g par le changement de base
Spec(/s(j))->S, qui est un k(s)-endomorphisme de la fibre /~"1(^)=XxsSpec(lc(j)).

Pour prouver que g est surjectif, il suffit de prouver que g8 est surjectif pour tout je S,
donc on peut (en vertu de (I, 3.5.7)) se borner au cas où S = Spec(£) est le spectre
d'un corps A;, auquel cas ./est un morphisme de présentation finie, puisque S est noethérien.
Appliquant (8.9.1) et (8.10.5, (vii)), on est ramené au cas où S = Spec(A), où A
est une sous-Z-algèbre de type fini de h. Or X est alors un préschéma de Jacobson (10.4.7),
et g(X) est constructible dans X (1.8.5), donc, pour prouver que g(X) = X, il suffit
de montrer que £(X) contient tous les points fermés de X (10.3.1).

Lemme (10.4.11.1). — Soit Y un Z-préschéma de type fini.

(i) Pour qu'un point ye Y soit fermé dans Y, il faut et il suffit que h(y) soit un corps fini.

(ii) Pour tout nombre premier p et tout entier d^i, l'ensemble des points y eY tels que h(y)

soit une extension de Fp dont le degré divise d est fini.

L'assertion (i) résulte de ce que l'image d'un point fermé je Y dans Spec(Z) est
un point fermé (10.4.7), autrement dit un nombre premier, et de (I, 6.4.2). D'autre
part, comme Y est réunion finie d'ouverts affines de type fini sur Z, on peut se borner
pour prouver (ii) au cas où Y=Spec(C), où C est une Z-algèbre de type fini. Or, les
points je Y tels que le degré de h(y) sur Fp divise d correspondent biunivoquement aux
homomorphismes C->Fpd; mais si (t{) est un système de générateurs de la Z-algèbre C,
tout homomorphisme de C est déterminé par ses valeurs aux éléments ti9 et par suite
il n'y a qu'un nombre fini d'homomorphismes de C dans un corps fini.

Cela étant, X est un Z-préschéma de type fini; soit Tp d l'ensemble des points
fermés £eX tels que h(z) soit une extension de Fp de degré divisant d; il résulte
de (10.4.11.1) que l'ensemble T^ est fini et que l'ensemble des points fermés de X
est réunion des Tptd. En outre, si zeTptd et si h est un endomorphisme quelconque de X,
h(h(z)} est isomorphe à un sous-corps de le(^), donc A(£)eTpfd, autrement dit Tp d est
stable par tout endomorphisme de X. Comme g est par hypothèse injectif, sa restriction
à Tp>d est bijective puisque Tpfd est fini, ce qui achève de démontrer la proposition.

Nous verrons plus loin (17.9.7) que lorsqu'on suppose de plus, d'une part que X
est un S-préschéma de présentation finie, d'autre part que g est un monomorphisme,
alors on peut affirmer que g est un automorphisme de X.

10.5. Préschémas de Jacobson noethériens.

Proposition (10.5.1). — Soit.R un anneau intègre noethérien. Les conditions équivalentes a)

à d) de (10.4.4) sont a^ors auss^ équivalentes aux suivantes :
e) Spec(B) est fini.

f) B est un anneau semi-local de dimension < i.

Il résulte en effet du théorème d'Artin-Tate (0, 16.3.3) <lue IGS conditions a)
ttf) sont équivalentes. La condition/) implique que Spec(B) est réunion de l'ensemble
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fini de ses points fermés et de son point générique, doncf) implique e) sans supposer A
noethérien. Enfin e) implique d) sans supposer A noethérien, car le point générique x
de X est le complémentaire de la réunion des adhérences {j;}, où y parcourt l'ensemble
des points j=M, et comme ces points sont en nombre fini, {x} est complémentaire
d'un ensemble fermé dans X.

Corollaire (10.5.2). — Soit A un anneau noethérien. Pour que A soit un anneau de Jacobson,
il faut et il suffit qu'il n'existe aucun idéal premier p de A tel que A/p soit un anneau semi-local
de dimension i.

Cela résulte aussitôt de (10.5.1) et de la condition b) de (10.4.5), ^es idéaux
premiers p de A tels que A/p soit semi-local de dimension o étant les idéaux maximaux
de A.

Corollaire (10.5.3). — ^°^ X un préschéma noethérien irréductible. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Le point générique de X est isolé.
b) X est fini.
c) X est de dimension ^ i et l'ensemble de ses points fermés est fini.
Il existe par hypothèse un nombre fini d'ouverts affines irréductibles Ui (i^i^n)

recouvrant X, et dont chacun contient donc le point générique de X; il suffit de prouver
l'équivalence de a), b) et c) pour chacun des (Uf)red (compte tenu de (0, 14.1.7)). Mais
cette équivalence résulte alors de (10.5.1).

Remarque (10.5.4). — Un préschéma noethérien X vérifiant les conditions équi-
valentes de (10.5.3) n'est pas nécessairement un schéma affine; en fait il peut même
être non séparé. On en a un exemple en remplaçant, dans l'exemple (I, 5.5.11 ) de « droite
affine avec point dédoublé », Xx et X2 par le spectre de l'anneau de valuation discrète
(K[/])(s), U12 et U2i par l'ouvert réduit au point générique dans Xx et X2 respectivement;
le préschéma non séparé X que l'on obtient a exactement 3 points.

Proposition (10.5.5). — 3°** X un préschéma noethérien.

(i) L'ensemble X0 des points #eX tels que {x} soit fini est très dense dans X.
(ii) Pour que X soit un préschéma de Jacobson, il faut et il suffit qu'il n'existe aucun sous-

préschéma de X isomorphe au spectre d'un anneau semi-local intègre de dimension i.

La condition que {x} soit fini équivaut en effet ici (10.5.3) au fait que x soit

isolé dans {#}, {x} étant espace sous-jacent d'un sous-préschéma (noethérien) de X;
l'assertion (i) résulte donc de (5.1.10.1). De même, compte tenu de (10.4.5.1), pour
démontrer l'assertion (ii), remarquons que pour qu'un point non fermé A: de X appar-

tienne à X0, il faut et il suffit que le sous-préschéma fermé intègre Y de X ayant {#}
pour espace sous-jacent soit de dimension i et fini, donc réunion finie de sous-préschémas
ouverts (dans Y) affines Uf- qui sont des spectres d'anneau semi-locaux intègres de
dimension i. Inversement, s'il y a un sous-préschéma Z de X qui soit spectre d'un anneau
semi-local intègre de dimension i, Z n'est pas un préschéma de Jacobson (10.5.2),
donc il en est de même de X (10.3.2).

105
14



io6 A. G R O T H E N D I E C K Ghap. IV

Remarque (10.5.6). — L'assertion (ii) de (10.5.5) est encore valable lorsque X
est localement noethérien : en effet, si (VJ est un recouvrement de X formé d'ouverts
affines (noethériens), tout sous-préschéma d'un Va est un sous-préschéma de X; inver-
sement, si un sous-préschéma Z de X est isomorphe au spectre d'un anneau semi-local
intègre de dimension i, il y a un a tel que VanZ contienne un ouvert affine U de Z
non réduit au point générique de Z, et qui est donc aussi spectre d'un anneau semi-
local intègre de dimension i. On conclut à l'aide de (10.3.3).

Proposition (10.5.7). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée

de X telle que toute partie fermée non vide de X rencontre Y. Alors le préschéma induit sur Vouvert

X—Y est un préschéma de Jacob son.

Appliquons le critère (10.5.5, (ii))? et supposons qu'il y ait un sous-préschéma Z
de X—Y qui soit spectre d'un anneau semi-local intègre de dimension i, le point
générique £ de Z étant donc isolé dans Z (ou dans l'adhérence Z de Z dans X), et Z étant
distinct de {z}. Soit j>4=£ un point de Z; comme il n'appartient pas à Y, il n'est pas
fermé dans X, et son adhérence { y} dans X rencontre Y en un point x =t=jy qui est donc

spécialisation de y. L'existence de la chaîne {#}c{jv}c{£} montre alors que la
dimension de {^} serait ^2, et il en serait de même de la dimension de Un{^;},
où U est un voisinage ouvert affine (donc noethérien) de x dans X. Or, cela contredit

le fait que le point générique £ de Un{^} est isolé dans Un{^:} (10.5.3).
Corollaire (10.5.8). — Soit A un anneau noethérien; pour tout élément f du radical 91

de A, Vanneau A/ est un anneau de Jacobson, et rouvert Spec(A)—V(9l) est un schéma de

Jacobson.

Si X = Spec(A), Y=V(3), où 3 est un idéal de A, dire que toute partie fermée
non vide de X rencontre Y équivaut (0I? 2. i .3) à dire que Y contient tous les points
fermés de X, ou encore que 3 est contenu dans le radical 91 de A. Si /e9î, l'ouvert D(/J
ne rencontre donc pas V(9Î), et est un espace de Jacobson en vertu de (10.5.7).

Corollaire (10.5.9). — Soient A un anneau local noethérien, rtt son idéal maximal,

X —Spec(A), Y—X—{îtt}; alors Y est un schéma de Jacobson, dont les points fermés sont

les idéaux premiers peSpec(A) tels que dim(A/p)=i.
La première assertion est un cas particulier de ( i o. 5.8) ; d'autre part les points fermés

de Y sont les idéaux premiers p de A qui sont des éléments maximaux dans l'ensemble
des idéaux premiers =(= m, ce qui, par définition de la dimension, signifie que dim(A/p) = i.

Proposition (10.5.10). — Soit A un anneau local noethérien réduit et complet et qui n'est

pas un corps. Alors les intersections finies des noyaux des homomorphismes locaux de A dans des

anneaux de valuation discrète V, qui font de V une A-algèbre finie, forment une base de filtre tendant

vers o pour la topologie adique de A.
Il suffit (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 7, prop. 8) de prouver que

l'intersection des noyaux envisagés dans l'énoncé est réduite à o. Supposons d'abord
que A soit intègre et de dimension i; en vertu du théorème de Nagata (0,23.1.5
et 23.1.6), la clôture intégrale A' de A est un anneau local complet intègre et
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intégralement clos et de dimension i et une A-algèbre finie; c'est donc un anneau de
valuation discrète, et la proposition en résulte aussitôt dans ce cas.

Passons au cas général; soit x le point fermé de X = Spec(A), et posons
Y=X—{#}; on sait (10.5.9) que Y est un préschéma de Jacobson. Montrons que
cela entraîne que l'intersection des idéaux premiers p de A tels que dim(A/p) = i est
réduite à o; la proposition en résultera puisque, pour chacun de ces idéaux p, l'inter-
section des noyaux des homomorphismes locaux de A/p dans des anneaux de valuation
discrète V, faisant de V une (A/p)-algèbre finie, est réduite à o. Mais dire que l'inter-
section de ces idéaux premiers est réduite à o signifie que l'ensemble de ces idéaux est
dense dans X, ou encore dans Y (puisque Y est dense dans X), et cela résulte aussitôt
de (10.5.9).

10.6. Dimension dans les préschémas de Jacobson.

Les résultats de ce numéro précisent dans certains cas et généralisent des résultats
du § 5.

Proposition (10.6.1). — Soit S un préschéma localement noethérien, vérifiant en outre
les conditions suivantes : i° S est un préschéma de Jacobson; 2° pour tout je S, 0gj8 est
universellement caténaire (5 .6 .2) ; 3° toute composante irréductible S' de S est équicodimen-
sionnelle (autrement dit, pour tout point fermé s de S' et tout sous-préschéma de S
ayant S' pour espace sous-jacent, on a dim(S') — dim(0g/>8)). On a alors les propriétés
suivantes :

(i) Pour tout morphisme localement de type fini g : X-^S, X vérifie les conditions i°,
2° et 3° précédentes. En particulier, si X est équidimensionnel (par exemple si X est irréductible),
X est biéquidimensionnel (autrement dit, X est caténaire et pour tout point fermé x de X,
on a dim(0XfJ =dim(X) (0,14.3.3)).

(ii) Soient X, Y deux S-préschémas localement de type fini sur S, /:X->Y un
S-morphisme; on suppose X irréductible et f dominant. Si % (resp. Y)) est le point générique de X
(resp. Y) et e=dim(f~i(v))) =deg.trk(7])fe(Ç), on a

(10.6.1.1) dim(X)-dim(Y) + *.

(iii) Soient X, Y deux S-présckémas localement de type fini sur S, / : X->Y un S-morphisme,
n un entier ^o tel que l'on ait dim(/~1(j);))^w (resp. dim(/~1(^))^w) pour tout jyeY. Alors
on a

(10.6.1.2) dim(X)^dim(Y) + /z

(resp.

(10.6.1.3) dim(X)^dim(Y) + w).

(i) La propriété i° pour X résulte de (10.4.7). Pour tout #eX, 0Xa. est anneau
local d'une 0g ̂ -algèbre de type fini en un idéal premier, et Phomomorphisme (9$^ ~*@x,x
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est local; donc (5.6.3, (iv)) 0XtX est universellement caténaire. Pour démontrer que X
vérifie la condition 3°, considérons plusieurs cas :

a) X est un sous-préschéma fermé irréductible de S; soient S' une composante
irréductible de S contenant X, E le point générique de X, x un point fermé de X; pour
tout jeS', 0s,ft, quotient de 0S>S, est caténaire (5.6.1), donc les conditions 2° et 3°
entraînent que S' est biéquidimensionnel (0, 14.3.3). En vertu de (5.1.2) et de (0,
14.3.3.2), on a donc

dim(0x> J = dim(^ J — dim(08,t ç) = dim(S') — dim(0B,|Ç)

ce qui prouve que dim(0x ) ne dépend pas du point fermé x considéré, d'où l'assertion
dans ce cas (5.1.4).

b) X est irréductible et g dominant. Alors, pour tout point fermé x de X, g(x) est
fermé dans S par (10.4.7); comme ^g^ est universellement caténaire, il résulte
de (5- 6 -5-3) que l'on a

où e=dim(g~l(Q)) Ç étant le point générique de S. Comme dim(S) =dim(0s ̂ ) en
vertu de la condition 3° pour S, on a dim(0x ) = dim(S) + e pour tout point fermé #eX;
cela prouve la condition 3° pour X (5.1.4), et en même temps la formule

(10. 6. i .4) dim(X) = dim(S) + e.

c) Cas général. En considérant un sous-préschéma réduit X' de X ayant pour
espace sous-jacent une composante irréductible de X, on est ramené au cas où X est
intègre; utilisant (I, 5.2.2) et le cas a) prouvé ci-dessus, on peut ensuite remplacer S
par le sous-préschéma réduit ayant g(X) pour espace sous-jacent; on est alors ramené
au cas b), et cela achève de démontrer (i).

(ii) Le morphisme / étant localement de type fini (1.3.4), on Peut appliquer les
résultats de (i) en remplaçant S par Y; en outre, comme X est irréductible et/ dominant,
on peut aussi remplacer S par Y dans (10.6.1.4), ce qui donne (10. 6.1.1).

(iii) L'assertion relative au cas où dimf/"1^))^ pour tout jeY a déjà été
démontrée sous des hypothèses plus générales dans (5.6.7). Supposons que dimf/"1 (y)}^n
pour tout jyeY, et considérons un point générique Y] d'une composante irréductible Y'
de Y; il existe au moins une composante irréductible Z de /~1(ï]) de dimension ^n;
si £ est le point générique de Z, % est aussi point générique d'une composante irréduc-
tible X' de X telle que /(X') soit dense dans Y' (Oj, 2.1.8). Considérons les sous-
préschémas réduits de X, Y ayant respectivement pour espaces sous-jacents X', Y',
et la restriction X' -> Y' de/ (I, 5 . 2 . 2) ; il résulte alors de (ii) que dim(X') ̂  dim(Y') + n,
et a fortiori dim(X)^dim(Y') + n\ ceci étant vrai pour toute composante irréductible Y'
de Y, on en conclut l'inégalité (10.6.1.2).

Corollaire (10.6.2). — Supposons que X vérifie les conditions i°, 2° et 3° de (10.6.1).
Alors, pour tout ouvert U dense dans X, on a dim(U) = dim(X).
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On sait en effet que dim(U)<dim(X) (0, 14.1.4); en outre, comme X est un
préschéma de Jacobson, U contient un point fermé de toute composante irréductible
de X, donc dim(U) = dim(X) en vertu de (10.6.1) et (0, 14.1.2.1).

Proposition (10.6.3). — Supposons que X vérifie les conditions i°, 2° et 3° de (10.6. i),
et soit Y une partie fermée de X. Alors, pour tout #eY, et tout voisinage ouvert U de x dans X ne
rencontrant pas les composantes irréductibles de Y qui ne contiennent pas x, on a

(10.6.3.1)

où Y^ (i^i^m) sont les composantes irréductibles de Y contenant x.

En considérant un sous-préschéma fermé de X ayant Y pour espace sous-jacent,
on peut se borner, en vertu de (10.6. i, (i)), au cas où Y=X. En vertu du choix de U,
U est réunion des UnX i 5 donc dim(U) = sup dim(UnX,.); mais d'après (10.6.2)

i
appliqué à un sous-préschéma fermé de X ayant Xi pour espace sous-jacent, on a (compte
tenu de (10.6.1, (i)))5 dim(UnXJ = dim(XJ ; cela démontre que le second et le
quatrième terme de (10.6.3.1) sont égaux. Comme UnX^ est biéquidimensionnel
(10.6.1, (i)) (puisque l'immersion UnX f->X t est de type fini (1,6.3.5)), on a

(10.6.3.2)

(0, 14.3.5). D'après (10.6.2) appliqué à un sous-préschéma fermé de X ayant {x} pour
espace sous-jacent, dim(U n{#}) = dim({#}) ; comme on a aussi, pour les mêmes raisons,

(10.6.3.3) dim(XtO = dim({#}) + codim({:c}, X<)

on obtient

dim(U) = dim({*}) + sup codim({#}, XJ = dim({#}) + codim({#}, X)
i

par définition de la codimension (0, 14.2.1). Ceci montre que dim(U) est indépendante
du voisinage ouvert U de x vérifiant les conditions de l'énoncé, donc est égal à dimx(X),
par (0, 14.1.4.1).

Corollaire (10.6.4). — $ous ^es hypothèses de (10.6.3), ^ient 3? un G^-Module cohérent,
Y son support. Pour tout #eY, on a

(10.6.4.1) dim({#}) + dim(^x) = dim^Y.

En effet, cela résulte de (10.6.3.1) et de la formule dim(e^~J = codim({#}, Y)
(5.1.12.2).

10.7. Exemples et contre-exemples.

(10.7.1) Soit S un préschéma localement noethérien de dimension ^ i et supposons que S soit un préschéma
de Jacobson', lorsque S est noethérien^ il revient au même de dire que les composantes irréductibles de S de dimension i
sont infinies, car tout #eS qui n'est pas fermé est le point générique d'une telle composante (10.4.5 et I O»5'4)»
Alors S vérifie aussi les conditions 2° et 3° de (10.6. i) : en effet, tout anneau local <?S( , est de dimension o ou i, et
par suite est universellement caténaire (7.2.9); d'autre part, une composante irréductible S' de S est, soit réduite
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à un point, soit de dimension i, et pour tout point fermé JGS', @S',S est nécessairement de dimension i.
On déduit de ces remarques et de (10.6.1) que tout préschéma localement de type fini sur S vérifie aussi

les propriétés i°, 2° et 3° de (10.6. i) : il en est ainsi en particulier des préschémas localement de type fini sur un corps
ou sur Z.

(10.7.2) Soit A un anneau local noethérien universellement caténaire et soit S le complémentaire dans X == Spec(A)
du point fermé a. Alors S vérifie les conditions 7°, 2° et 3° de (10.6. i) : en effet, on a déjà vu que S est un préschéma
de Jacobson (10.5.9); comme A est universellement caténaire, il en est de même des anneaux locaux Ap aux
idéaux premiers de A (5.6.3). D'autre part, une composante irréductible S' de S est le complémentaire de a dans
une composante irréductible X' de X; pour tout point fermé x de S, l'adhérence de x dans X est donc {#, a},

autrement dit dim({.x})=i et par suite, puisque X' est par hypothèse biéquidimensionnel (0, 14.3.3), on a
dim(<9x,>x) = dim(X')— i (0, 14.3.2), ce qui prouve que S' est équicodimensionnel (5.1.4).

(10.7.3) Soit A un anneau de valuation discrète; montrons que dans l'anneau B = A[T1? ...,Tn] des
polynômes à n indéterminées, il existe deux idéaux maximaux m, n de hauteurs respectives n et n -f i. On l'a vu dans
(5.2.5, (i)) pour n= i; démontrons-le par récurrence sur n. Gomme A[T1? . .., Tn+1] est un A[T1? .. ., Tn]-
module libre, donc fidèlement plat, il y a dans A[T1? ..., Tn_|_J deux idéaux maximaux m', n' respectivement
au-dessus de m et n (Or, 6.5. i); en outre, d'après (5.5.3), ces idéaux sont nécessairement de hauteurs respectives
n + i et n -f- 2, d'où notre assertion. Supposons n^ 2 dans ce qui suit. Soit 3 l'idéal m fin = mn, et R = i -f 3 qui
est une partie multiplicative de B; si l'on pose B' = R~ ̂ B, l'idéal S'^R"1^; est contenu dans le radical de B'
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 5, prop. 12); on sait que X'=Spec(B') s'identifie en tant qu'espace
topologique à un sous-espace de X = Spec(B), et qu'aux points x de X', les anneaux locaux O^x et &x>,x sont
les mêmes (I, 1.6.2). Considérons alors dans X' l'ensemble fermé Y' = V(3'), et soit S = X'—Y' ; on sait (10.5.7)
que S est un préschéma de Jacobson, évidemment irréductible et noethérien; en outre les anneaux locaux ®s,s = ®XlS

sont universellement caténaires pour tout s£ S en vertu de (5.6.3), puisque A est universellement caténaire (5.6.4).
Pourtant, il y a deux points fermés a, b de S tels que <9Sj a et <?s> b n'aient pas même dimension, autrement dit S ne
vérifie pas la condition 3° de (10.6. i). Pour le voir, considérons les deux idéaux maximaux m'= R"1 m, n'= R~ x n
de B', qui sont de hauteurs n et n -f i respectivement; on a $/= m'fin', et 3' n'est donc contenu dans aucun idéal
premier de B' distinct de m' et n', qui sont par suite les seuls idéaux maximaux de B'. Soient a', b' les seuls points
fermés de X', correspondant à m' et n'. Il existe dans B' un idéal premier non maximal p'cm' qui n'est pas contenu
dans n' : il suffit de montrer qu'il y a dans B un idéal premier non maximal contenu dans m et non dans n;
pour cela, on pourra par exemple considérer la fibre de m pour le morphisme correspondant à l'injection
A[TJ —> B = A[TX, ..., Tn], et appliquer (6. i . 2). En considérant une chaîne maximale d'idéaux premiers entre p'
et m' et remplaçant p' par l'avant-dernier idéal de cette chaîne, on peut donc supposer que le point a de X'
correspondant à p' est tel que son adhérence dans X' soit {a, a'} ; comme B^' est biéquidimensionnel, p' est alors
de hauteur n— i. On construit de la même manière un idéal premier non maximal q' de B' de hauteur n, tel que
si b est le point correspondant de X', l'adhérence de b dans X' soit {b, b'}. Gela étant, a et b sont dans S, donc
fermés dans S, et répondent par suite à la question.

10.8. Profondeur rectifiée.

Définition (10.8.1). — Soient X un préschéma localement noethérien, ^ un 0X-Module
cohérent. Pour tout #eX, on appelle profondeur rectifiée de ̂  au point x et on note prof*^)
le nombre (entier ^o ou +°°) égal à

(10.8. i. i ) proC(^) = prof(J^) + dim({4)

où {x} est Vadhérence du point x dans X. Pour toute partie Z de X, on appelle profondeur rectifiée
de ̂  le long de Z et on note prof^J^) le nombre

(10.8.1.2) profz*(-F)=inf proÇ(^).

En d'autres termes pour tout entier n^ la relation profz* (^) ^ n équivaut à
proÇ(^")^fl pour tout xeZ. Si Z = X, on écrit prof*(J^) au lieu de
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Remarques (10.8.2). — (i) En tout point fermé #eX, la profondeur rectifiée est
égale à la profondeur.

(ii) Soient Y un sous-préschéma fermé de X, j : Y->X l'injection canonique,
^ un ^y-Module cohérent. On sait (5.7.3, (vi)) que l'on a prof(&x) = prof(j (
pour tout #eY; on en déduit que l'on a aussi proÇ(^) = proÇj ( (&)) pour tout

(iii) La notion de profondeur rectifiée n'a d'intérêt que lorsqu'elle est de caractère
local, c'est-à-dire qu'elle ne change pas lorsqu'on remplace X par un voisinage ouvert

arbitraire U de x. Cela exige évidemment que x ne soit pas isolé dans {x} lorsque x
n'est pas fermé et par suite que X soit un préschéma de Jacobson (10.4.5.1); le plus
souvent, il sera aussi nécessaire de savoir que dim(U) = dim(X) pour tout ouvert
dense U dans X, et il faudra donc supposer que X vérifie aussi les conditions 2° et 3°
de (10.6.1).

Lemme (10.8.3). — Soient X un préschéma régulier et biéquidimensionnel, 3F un G^-Module
cohérent. Alors on a, pour tout

(10.8.3.1)

En effet, comme X est biéquidimensionnel, on a (0, 14.3.5.1)

dim({^}) = dim(X)—codim({*}, X) = dim(X)—dim(0x> J

en vertu de (5.1.2). D'autre part, comme X est régulier, on a par (0, 17.3.4)

prof( J^J = dim(ffiXt J—dim. proj (&x)
d'où le lemme.

Corollaire (10.8.4). — $ous ^es hypothèses de (10.8.3), la fonction x^prof*^) est
semi-continue inférieurement.

Cela résulte de (10.8.3.1), puisque 1x->dim.proj(JrJ est semi-continue supé-
rieurement (6.11. i ).

Proposition (10.8.5). — Soient S un préschéma localement noethérien, X un préschéma

localement de type fini sur S, 3* un &x-Module cohérent. On suppose que S vérifie les conditions
suivantes : i° S est un préschéma de Jacobson; 2° S est régulier ; 3° les composantes irréductibles

de S sont équicodimensionnelles. Alors la fonction x~>prof*(<^} est semi-continue inférieurement

dans X; autrement dit, pour tout entier n, F ensemble Un des #eX tels que prof*(^r)^n est ouvert.
Comme les anneaux locaux &§ s de S sont réguliers, ils sont universellement caté-

naires (5.6.4); autrement dit, S vérifie les conditions i°, 2° et 3° de (10.6.1), donc il
en est de même de X (10.6.1, (i)). La notion de profondeur rectifiée étant alors de
caractère local (10.8.2, (iii)), on peut se borner au cas où S = Spec(A) etX = Spec(B)
sont affines, A étant un anneau régulier et B une A-algèbre de type fini, donc quotient
d'un anneau de polynômes C = A [Tl5 . . ., TJ, et ce dernier est régulier (0, 17.3.7). On
peut donc supposer que X est un sous-préschéma fermé d'un préschéma régulier Y vérifiant
également les conditions i°, 2° et 3° de (10.6. i); compte tenu de la remarque (10.8.2,
(ii)), on est ainsi ramené au cas où X est en outre régulier et noethérien. Mais comme
les anneaux locaux de X sont alors intègres, les composantes irréductibles de X sont
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ouvertes (I, 6. i. 10), et on peut par suite supposer aussi X irréductible. Alors, comme
les anneaux locaux de X sont caténaires (0, 16.5.12), l'hypothèse 3° de (10.6. i) entraîne
que X est biéquidimensionnel ((5.1.5) et (0, 14.3.3)); il suffit donc d'appliquer (10.8.4).

On notera que si S est le spectre d'un corps ou de Z, il vérifie les conditions
de (10.8.5).

Corollaire (10.8.6). — Les hypothèses étant celles de (10.8.5), Pour tout xeX, le
nombre prof*(^) est l'unique entier n ayant la propriété suivante : il existe un voisinage ouvert U

de x dans X tel que pour tout point #'eUn{*}, fermé dans U, on ait prof(^r
x,) = n. En

particulier, pour que profx*(«^")^m (resp. profx*(^")^m), il faut et il suffit qu'il existe un

voisinage ouvert V de x dans X tel que, pour tout #'eVn{#}, fermé dans V, on ait prof(^x,) ^ m
(resp. prof(^)^m).

En effet, on peut se borner au cas où x n'est pas fermé; si prof*(&r) = n, l'ensemble

des j>eX tels que profy* (^) < n est fermé en vertu de (10.8.5), donc contient {x},
et en vertu de la semi-continuité inférieure de j>~>prof*(JF), il existe un voisinage ouvert U

de x tel que proÇ(Jr) = w pour tout jyeUn{#}, donc prof(&r
x,) = n si #'eUn{#}

est fermé dans U (puisque la notion de profondeur rectifiée est locale).
Pour les préschémas vérifiant les hypothèses de (10.8.5), ^a notion de profondeur

rectifiée peut donc se définir à l'aide des valeurs de la profondeur aux points fermés de X
(ces derniers formant un ensemble très dense dans toute partie fermée de X).

Proposition (10.8.7). — S°ît S un préschéma localement noethérien vérifiant les condi-
tions 7°, 2° et 3° de (10.6.1). Soient X un préschéma localement de type fini sur S, 3F un
&~x-Module cohérent, Y=Supp(^). Alors, pour tout #eY, on a

(10.8.7.1) proC(^) = dim,(Y)-coprof(^).

En effet, par définition, on a coprof(Jr
x) = dim(JrJ—prof^J, et il résulte

de (10.6.4) que l'on a dimx(Y) = dim({x}) + dim(^r
x); d'où (10.8.7.1) par définition

de proÇ(.F).
Corollaire (10.8.8). — Les hypothèses sur f et 3F étant celles de (9.9.1), la fonction

x-^prof*^^) est constructible.
Notons que pour tout je S, la fibre Xg étant un préschéma localement de type

fini sur k(s)9 est un préschéma de Jacobson (10.4.7); comme en outre Spec(Ie(j)) vérifie
les conditions de (10.6.1), on a pro£c*(Jr

/(x)) = dima.(Supp(^'/(a.)))—coprof((Jr
/(a.))J

(10.8.7). Or> gi Z = Supp(Jr), on a Z/(x)=Supp(t^'/(a.)) (I, 9.1.13) et Z est localement
constructible (8.9.1); donc les fonctions A;->dima.(Supp(Jr

/(;r))) et A:->coprof((Jr
/(x))x)

sont localement constructibles ((9.9.1) et (9.9.3)), ce qui prouve la proposition.

10.9. Spectres maximaux et ultrapréschémas.

Les résultats de ce numéro ne seront pas utilisés par la suite.
(10.9.1) Soit X un préschéma de Jacobson, et soit S(X) Y espace annelé dont l'espace sous-jacent est le sous-

espace des points fermés de X, et le faisceau d'anneaux le faisceau induit sur ce sous-espace par #x, autrement dit
le faisceau d'anneaux ^*(^x)> en désignant par ^ : S(X)—>X l'injection canonique. Gomme ^ est un quasi-
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homéomorphisme, on a vu (10.2.8, (ii)) que si 0 : <?
x~

>'4'*(<s>s(x)) es t l'homomorphisme de faisceaux d'anneaux

tel que 0* : ^*((9
x)~

>e>s(x) soit l'identité, alors jx = (<[/, 0) est un quasi-isomorphisme d'espaces annelés, et &*>£ (&)
une équivalence de la catégorie des #x-Modules et de celle des <9S(X)- Modules. Il est clair que dans cette équi-
valence, aux (f>x-Modules localement libres (resp. cohérents) correspondent les <9S(X) -Modules localement libres
(resp. cohérents) ; en outre, si & est un #x -Module localement libre et si U est un ouvert de X tel que & \ U
soit isomorphe à (<s>x|U)n, &(X) est tel que j*(jSf)| (UflS(X)) soit isomorphe à (e>s(x)| (Un S(X)))n.

(10.9.2) Soient X, Y deux préschémas de Jacobson et /= (p, X) : X— >Y un morphisme localement de type
fini. On a vu (10.4.7) Cl116 l'on a p(S(X))cS(Y) et par restriction de p à S(X), on définit donc une application
continue S(p) : S(X)— >S(Y). D'autre part, pour tout ouvert V de Y, on définit par composition un homo-
morphisme d'anneaux

T(Vn S(Y), es(y)) -> T(V, <?Y) -4 T(/-' (V), £>x) -> T(f^(V) n S(X), <?sW)

où les deux isomorphismes extrêmes ont été définis dans (10.9.1); il est clair que cela définit un homo-
morphisme de faisceaux d'anneaux S(X) : 0

S(Y)— >P*((9s(x)) (en se rappelant que les ouverts de S(X) (resp.
S (Y)) correspondent biunivoquement à ceux de X (resp. Y) (10.2.1)); on obtient ainsi un morphisme d'espaces
annelés S(/) = (S(p), S(X)) : (S(X), <?s(x)) -> (S(Y), <9s(y)) tel que le diagramme

Stf)
S(X) — U S(Y)

soit commutatif; en outre, si Z est un troisième préschéma de Jacobson et g : Y—>Z un morphisme localement
de type fini, il est clair que S ( g o f ) =S(^)oS(/). On a ainsi défini unfoncteur covariant S : C->C', où C' est la caté-
gorie des espaces annelés en anneaux locaux, et C la catégorie dont les objets sont les préschémas de Jacobson et les
morphismes sont les morphismes localement de type fini entre préschémas de Jacobson.

(10.9.3) Proposons-nous de déterminer la sous-catégorie C" de C' formée des espaces annelés isomorphes
aux S(X) et dont les morphismes proviennent des S(/). Supposons d'abord que X = Spec(A), où A est un anneau
de Jacobson; alors S(X) est l'ensemble des idéaux maximaux de A, muni : i° de la topologie induite par celle de X,
de sorte qu'une base de cette topologie est formée des Dm(h) =D(/OnS(X), ensemble des idéaux maximaux m
de A tels que h $ m, où h parcourt A; 2° du faisceau d'anneaux 0s(xj tel que T(Dm(h), #s(x)) = A^. Nous dirons que
cet espace annelé est le spectre maximal de l'anneau de Jacobson A et nous le noterons Spm(A).

On notera que si j : D(/z) —>X est l'injection canonique, l'espace annelé induit sur Dm(/z) par S(X) est S(D(/i))
et l'injection canonique Dw(/z)—»*S(X) d'espaces annelés est égale à S(j).

Soient B un second anneau de Jacobson, Y=Spec(B), 9 : B->A un homomorphisme d'anneaux faisant de A

une B-algèbre de type fini, f— ("9, '9") : X—>Y le morphisme correspondant de préschémas, et

S(/) : Spm(A) -> Spm(B)

le morphisme d'espaces annelés correspondant à f. Il est clair que S(f) = (4^, 0) est un morphisme d'espaces

annelés en anneaux locaux, c'est-à-dire (Errn, 1.8.2) que pour tout *eSpm(A), 0| est un homomorphisme
local. Réciproquement :

Proposition (10.9.4). — Soient A, B deux anneaux de Jacobson. Si u = (<}>, 0) : Spm(A)->Spm(B) est un morphisme
d'espaces annelés en anneaux locaux tel que F(0) : B-> A fasse de A une T$-algèbre de type fini, il existe un morphisme de
préschémas f: Spec(A)->Spec(B) et un seul tel que M = S(/).

L'unicité de/ est évidente, puisque si /= (a9,1^), on doit avoir 9 =F(0) ; il reste à voir que S(/) est défini
et qu'on a bien u = S(/). Or, la première assertion résulte de ce que 9 est supposé faire de A une B-algèbre de type

fini, et par suite /(Spm(A))cSpm(B); le fait que 0J est un homomorphisme local pour tout *eSpm(A) permet
alors de répéter le raisonnement de (I, 1.7.3) en se bornant aux points x de Spm(A) : on montre ainsi successive-

ment que <]/(*) =flç(*) pour tout #eSpm(A), puis que 0J=9X : B^)—>AX> ce qui achève de prouver que
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(10.9.5) Considérons maintenant un espace annelé (X, <9X); nous dirons qu'une partie ouverte U de X
est ultra-affine si l'espace annelé induit (U, <?X|U) est isomorphe à un spectre maximal Spm(A), où A est un
anneau de Jacob son. Nous dirons que X est un ultra-préschéma si tout point de X admet un voisinage ouvert ultra-
affine. On montre, comme dans (I, 2.1.3 et 2.1.4) que les ouverts ultra-affines forment une base de la topologie
de X et que X est un espace de Kolmogoroff. Si Y est un second ultra-préschéma, nous dirons qu'un morphisme
d'espaces annelés f: X—>Y est un morphisme d'ultra-préschémas s'il vérifie les conditions suivantes : i° f est
un morphisme d'espaces annelés en anneaux locaux; 2° pour tout #eX, il y a un voisinage ouvert ultra-affine V
de/(#) dans Y et un voisinage ouvert ultra-affine U de x dans X tels que /(U)cV et que l'homomorphisme
r(V, 0y) -> r(U, <9X) correspondant à / fasse de T(U, &K) une r(V, 0Y) -algèbre de type fini.

Il est immédiat qu'on définit bien ainsi des morphismes, le composé de deux morphismes en étant un
troisième grâce à la remarque finale de (10.9.3). H est c^r ^ue la catégorie CQ ainsi définie est une sous-
catégorie de C' qui contient C"'; nous nous proposons de montrer que C" = CQ, autrement dit :

Proposition (10.9.6). — Le foncteur X~>S(X) de C dans CQ est une équivalence de catégories.

i° Montrons d'abord que le foncteur X~>S(X) est pleinement fidèle, autrement dit que pour X, Y dans C,
l'application canonique

Homc(X, Y) -> HomCo,(S(X), S(Y))

est bïjective. En premier lieu elle est injective : soient en effet /, g deux morphismes localement de type
fini de X dans Y et supposons que S(/) = S(g). Cela entraîne d'abord que pour tout ouvert V de Y,
on a /-1(V)nS(X)-jg~1(V)nS(X), donc (10.3.1 et 10.2.7) /~1(V) = ^-1(V); il suffit donc de prouver
que pour tout ouvert affine V de Y, / et g coïncident dans f~1(V) = g~1(V), autrement dit, on est ramené
au cas où Y = Spec(B) est le spectre d'un anneau de Jacobson B. Il surfit (I, 2.2.4) de montrer que les homo-
morphismes d'anneaux B—>F(X, <9X) correspondant à/et g sont alors les mêmes. Or, pour tout 5GB, les images
de s par ces homomorphismes sont deux sections de <?x au-dessus de X qui, par hypothèse, induisent la même
section au-dessus de S(X); on sait donc (10.2.8) que ces sections sont identiques, d'où notre assertion. Prouvons
en second lieu que tout morphisme h : S(X)->S(Y) (pour la catégorie CQ) est de la forme S(/), où /: X->Y est
un morphisme localement de type fini. Par hypothèse, il existe un recouvrement ouvert ultra-affine (U' ) (resp. (V^))
de S(X) (resp. S(Y)) tel que pour tout X, A(UjJ soit contenu dans un V^ et qu'il corresponde au morphisme
AX '• U^ -> V^, restriction de h, un homomorphisme d'anneaux F(V^, 0

S(Y)) —>r (U^, <?s(x)) faisant du second anneau
une algèbre de type fini sur le premier. On peut supposer que U' = U^ fl S(X) et V^ = V^ n S (Y), où U^ et V^
sont des ouverts affines uniquement déterminés dans X et Y respectivement; si l'on prouve que, pour tout X, h^ = S(y^)
où f^ : U^—> V^ est un morphisme de type fini, alors il résulte de la première partie du raisonnement, appliquée
aux restrictions de f^ et f$ à U a nUp, que les f^ sont les restrictions d'un même morphisme f: X—>-Y, et
on aura évidemment h = S ( f ) . On est ainsi ramené au cas où X et Y sont affines, et la conclusion résulte alors
de (10.9.4).

2° II reste à prouver que tout ultra-préschéma X' est de la forme S(X) pour un préschéma de Jacobson X
(qui sera nécessairement unique à isomorphisme près, en vertu de i°). Il y a un recouvrement (U^) de X' par des
ouverts ultra-affines, dont chacun est de la forme S(Ua), Ua étant le spectre d'un anneau de Jacobson. Pour tout
couple d'indices a, (3, considérons l'unique ouvert Uap de Ua dont la trace sur U^ est U^nU^; en vertu de i°,
l'automorphisme identique de U^flU^ est de la forme S(6ap), où 6ap : Uap->Upa est un isomorphisme de
préschémas. On constate aussitôt (en vertu du i°) que la famille (6ap) vérifie la condition de recollement (0I? 4. i .7),
et que cette famille définit donc un préschéma X, tel que les Ua s'identifient à des ouverts affines de X; il est
clair alors que l'on a X'=S(X), ce qui achève la démonstration.

10.10. Espaces algébriques de Serre.

(10.10.1) Le langage introduit par Serre dans (FAC) est parfois commode, notamment dans les questions
où l'intérêt majeur s'attache aux points rationnels sur le corps de base k (algébriquement clos par hypothèse) des
« variétés algébriques » sur k que l'on considère. Nous allons esquisser ici ce langage en le rattachant aux considé-
rations qui précèdent, pour permettre au lecteur de traduire les énoncés de Serre en langage des schémas. Il est
d'ailleurs possible de développer le langage de Serre également pour des préschémas sur un corps non algébriquement
clos (et même sur un anneau artinien) ; mais cela introduit des complications techniques considérables, et d'ailleurs,
sur un corps de base arbitraire, les avantages (surtout psychologiques) du point de vue de Serre disparaissent; aussi
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nous tiendrons-nous dans le cadre fixé par Serre. Le présent numéro, tout comme le précédent, ne sera d'ailleurs
pas utilisé dans la suite de ce Traité, et nous nous bornerons donc à de brèves indications.

(10.10.2) Étant donné un ultra-préschéma fixe R, on peut naturellement (comme dans toute catégorie)
définir la notion de 'R.-ultra-préschéma. Considérons en particulier un corps algébriquement clos k\ Spm(A;) est alors
identique à Spec(A;); nous dirons qu'un Spm (k) -ultra-préschéma X' est un espace préalgébrique sur k : c'est donc un
espace A;-annelé en anneaux locaux dont tout point a un voisinage ouvert isomorphe au spectre maximal d'une
A:-algèbre de type fini; il revient au même de dire (par (10.9.6)) que X'= S(X), où X est un préschéma localement
de type fini sur k. Si X, Y, Z sont trois Àxpréschémas localement de type fini, il en est de même de X XzY (i .3.4),
donc en vertu de (10.9.6), la notion de produit existe dans la catégorie des espaces préalgébriques sur k (aussi bien le
produit « sur k » X' X^Y7 que le « produit fibre » X' Xz» Y7, où X', Y', Z7 sont trois espaces préalgébriques sur k).
On peut donc définir le morphisme diagonal Ax/ : X7—> X'x/jX' (qui n'est autre d'ailleurs que S(AX)); on dit
que X' est un espace algébrique sur k si X est un schéma, et il revient au même de dire que l'image de Ax/ est une
partie fermée de X7x/jX7.

(10.10.3) Les simplifications qui proviennent de l'hypothèse que k est algébriquement clos tiennent d'abord
à ce que, pour un A>préschéma X, localement de type fini, il y a correspondance biunivoque entre points fermés de X,
points de X à valeurs dans k (I, 3.4.4) et points de X rationnels sur k (I, 3.4.5), en vertu de (I, 6.4.2). Cela montre
en particulier (en vertu de (I, 3.4.3.1)) que pour deux espaces A:-préalgébriques X', Y', l'ensemble sous-jacent
au produit X'x^Y7 est identique à Vensemble produit X7xY7 des ensembles sous-jacents (mais bien entendu la
topologie de l'espace sous-jacent à X'x&Y' n'est pas la topologie produit des topologies des espaces sous-jacents à X'
et Y', elle est en général strictement plus fine que cette dernière).

D'autre part, les anneaux locaux Ox aux points d'un espace préalgébrique X' sur k sont des A>algèbres
dont on vient de voir que le corps résiduel est isomorphe à k ; si A et B sont deux telles A>algèbres locales,
tout A;-homomorphisme 9 : A—>E est nécessairement local : en effet, si un élément x de l'idéal maximal de A était tel
que <p(#) soit inversible, il existerait XsA; non nul tel que <p(#—X.i) appartienne à l'idéal maximal de B, ce qui
est absurde puisque x—X. i est inversible dans A. On conclut aussitôt de là que si X7 = S(X), Y7= S (Y) sont deux
espaces préalgébriques sur k, tout morphisme X'->Y' d'espaces k-annelés est aussi un morphisme d'espaces k-annelés
en anneaux locaux (I, 1.8.2; cf. Errn). D'ailleurs, avec les notations précédentes, si A et B sont des £-algèbres de
type fini, 9 fait de B une A-algèbre de type fini; donc tout morphisme X'—>Y' de A:-espaces annelés est, en vertu
de (10.9.6), de la forme S(/), où /: X->Y est un morphisme de k-préschémas.

Enfin, pour tout ouvert U de X7, toute section jeF(U, 0X,), et tout #eU, s(x] (0I5 5.5.1) s'identifie à un
élément de k, et l'on a ainsi associé à s une application J : x~> s(x) de U dans k, autrement dit une section au-dessus
de U du faisceau ja?(X7) des germes d'applications de X' dans k; comme l'application hv : s~>J est évidemment un
homomorphisme d'anneaux F(U, <9X/)—>• r(U, j/(X7)) et commute aux restrictions à un ouvert VcU, les hv

définissent un homomorphisme de faisceaux d'anneaux h : 0X, —> j^(X'). Si l'on prend pour U un ouvert ultra-affine
Spm (A), où A est un anneau de Jacobson, dire que J=o signifie que pour tout idéal maximal m de A, s appar-
tient à m, ou encore que s est dans le radical de A; mais comme A est un anneau de Jacobson, son radical est
égal à son nilradical; pour que hv soit injective, il faut et il suffit par suite que A soit réduit.

(10.10.4) On dit que l'espace &-préalgébrique X7= S(X) est réduit s'il en est ainsi de X ; comme l'ensemble
des points *eX où X est réduit est ouvert (0I? 5.2.2), son complémentaire contient au moins un point fermé s'il
est non vide (5. i. 11), et il revient donc au même de dire que X' est réduit ou que chacun de ses anneaux locaux Ox

(pour #GX7) est réduit. On vient de voir dans (10.10.3) Que pour que l'homomorphisme h : <9X, —>jaf(X7) soit
injectif, il faut et il suffit que X' soit réduit. Dans (FAC), Serre se borne en fait aux espaces préalgébriques réduits,
ce qui lui permet de définir <S>X, comme un sous-faisceau de ,s/(X7). On notera que si X7 et Y7 sont des ^-espaces
préalgébriques réduits, il en est de même de X7 X& Y7 : en effet, tout revient à voir que si A et B sont deux
A;-algèbres de type fini réduites, il en est de même de ACS^B; mais nous avons vu que les radicaux de A et B sont
alors réduits à o, et comme k est algébriquement clos, A et B sont des algèbres « séparables » sur k au sens de
Bourbaki (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n° 5, prop. 5) ; donc A®/^B est sans radical (loc. cit., n° 6, cor. 3 du th. 3),
et puisque c'est un anneau de Jacobson, il est réduit. Toutefois, si Z7 est un troisième espace préalgébrique sur k,
le « produit fibre » X7 Xz/ Y

7 de deux espaces préalgébriques réduits sur Z7 n'est pas réduit en général, ce qui
implique que la catégorie de ces espaces est insuffisante dans de nombreuses questions (notamment dans la théorie
des groupes algébriques). Mais comme on l'a vu ci-dessus, on peut garder le langage de Serre sans se limiter, comme
ce dernier (qui en outre ne considère que des espaces préalgébriques quasi-compacts), au cas des espaces préalgébriques
réduits.
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(10.10.5) Enfin, on peut aussi considérer des ultra-préschémas sur un corps k quelconque en conservant un
langage qui reste proche de celui de Serre, et en introduisant, comme chez Weil, une extension algébriquement
close fixe K de A; (choisie assez grande, par exemple de degré de transcendance infini sur k, pour avoir suffisamment
de « points génériques » au sens de Weil). A tout préschéma X localement de type fini sur k, on associe alors
l'ensemble SK(X) = S(X®^.K) des points de X à valeurs dans K; on a une application canonique ; : SK(X)—>X
que l'on démontre être un quasi-homéomorphisme quand on munit SK(X) de la topologie image réciproque de celle
de X par j; on munit SK(X) du faisceau de Ar-algèbres j*(@x), et on obtient ainsi une sous-catégorie de la catégorie
des espaces Cannelés en anneaux locaux, que Ton pourrait appeler catégorie des (k, K)-espaces préalgébriques.
On peut montrer qu'on y peut encore définir des produits et généraliser les résultats de (10.10.3) et (10.10.4)
(j^(X') étant ici remplacé par le faisceau j?/K(X') des germes d'applications de X' dans K). Toutefois ce point de
vue fait jouer un rôle artificiel à un surcorps arbitrairement choisi de k, et nous ne le signalons que pour le rejeter.

§ ii. PROPRIÉTÉS TOPOLOGIQUES DES MORPHISMES PLATS
DE PRÉSENTATION FINIE. CRITÈRES DE PLATITUDE

Alors que dans le § 2 nous avons considéré les énoncés concernant la platitude
qui ne dépendent d'aucune hypothèse de finitude, et que le § 6 étudie la notion de
platitude dans le cadre des préschémas localement noethériens (mais sans hypothèse
de finitude sur les morphismes), le présent paragraphe est consacré à la notion de
/-platitude dans le cas où le morphisme /:X->Y est localement de présentation finie.
L'intérêt de la notion de morphisme plat de présentation finie tient au fait que
c'est elle qui semble exprimer techniquement de la façon la plus adéquate la
notion intuitive de « famille de préschémas algébriques paramétrée par un schéma Y »,
dont l'étude est un des objets principaux de la Géométrie algébrique. D'ailleurs, alors
même qu'on ne s'intéresserait au départ qu'au cas d'un schéma de base noethérien,
il est indispensable, pour certaines raisons techniques (par exemple pour certaines appli-
cations de la théorie de la « descente », qui conduit à introduire des schémas non néces-
sairement noethériens) de ne pas se limiter à ce cas, dès qu'il s'agit de problèmes de
nature essentiellement relative liés aux morphismes localement de présentation finie.
Nous suivrons systématiquement ce principe, déjà étayé par les résultats des §§ 8 et 9,
dans toute la suite de ce Chapitre, et même dans la suite de notre Traité, quitte à lui
sacrifier à l'occasion la simplicité de certaines démonstrations, que des hypothèses
noethériennes permettent parfois d'alléger (x). Dans le présent paragraphe, cela nous
conduit à reprendre, dans le contexte de la « présentation finie » (notamment au n° 3)
certains énoncés de platitude, déjà obtenus dans le contexte noethérien. L'outil technique
essentiel pour faire la réduction au cas noethérien est le théorème de compatibilité de
la platitude avec les limites projectives de préschémas (11.2.6), complétant les résultats
généraux du § 8. Nous prouvons aussi en passant (11.3.1) un résultat souvent utilisé

(*) Ce principe s'inspire également de la nécessité de donner droit de cité, comme « espaces de paramètres »
pour les familles de schémas algébriques, à des espaces annelés (et même des « topos » annelés) quelconques, pour
lesquels il ne peut plus être question en général d'hypothèses noethériennes. Il semble assez clair que l'on ne pourra
plus éluder longtemps cette nouvelle extension de la Géométrie algébrique, et il convient dès à présent de développer
les notions et techniques de nature « relative » de la théorie des schémas de sorte qu'elles puissent s'adapter
pratiquement telles quelles à ce cadre plus général.
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par la suite, impliquant que l'ensemble des points de platitude d'un morphisme loca-
lement de présentation finie est ouvert.

Dans les n08 4 à 8, nous étudions la question de la « descente » de la platitude,
consistant à trouver des conditions utiles sur un morphisme de changement de
base Y'->Y (non plat en général) pour pouvoir conclure que si XxYY' est plat sur Y',
X est plat sur Y. Ces résultats, plus techniques que ceux des nos i à 3, sont d'une utili-
sation moins fréquente dans la suite ; ils joueront cependant un rôle important dans les
techniques de construction non projectives, au chapitre suivant. Le seul résultat des nos 4
à 8 utilisé dans la suite du chap. IV est le critère valuatif de platitude (n.8), qu'on
appliquera dans (15.2).

Enfin, les nos 9 et 10 sont consacrés à l'étude d'une notion qui précise, en théorie
des schémas, celle de densité au sens topologique, savoir la notion de famille de sous-
préschémas schématiquement dense dans un préschéma donné, et notamment l'étude du
comportement de cette notion par changement de base (plat ou quelconque). Cette
notion est surtout utilisée, pour l'instant, dans l'étude des schémas en groupes.

n.i. Ensembles de platitude (cas noethérien).

Théorème (n.i.i). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme localement de type fini, $* un 0X-Module cohérent. Alors l'ensemble U des #eX tels
que &> soit f-plat au point x est ouvert dans X.

La question étant évidemment locale sur X et Y, on peut supposer Y = Spec(A),
r*+s

X = Spec(B), A étant noethérien et B une A-algèbre de type fini. On a alors «^" = M,
où M est un B-module de type fini. Appliquons le critère (Om ,9.2.6) : il suffit donc de
démontrer l'assertion suivante :

(11.1.1.1) Soient A un anneau noethérien, B une A-algèbre de type fini, M un ïï-module
de type fini, q un idéal premier de B, p son image réciproque dans A. On suppose que Mq soit
un Aj-module plat. Alors il existe geE— q tel que^pour tout idéal premier q' 3 q deE tel que g^q',
Mq, soit un \,-module plat, en désignant par p' l'image réciproque de q' dans A (il revient d'ailleurs
au même (Ox, 6.3. i) de dire que Mq, est un A-module plat).

Considérons pour cela Bq, comme une A-algèbre; on a évidemment pBq,Cq'Bq,.
On sait alors (Om, 10.2.2) que pour que Mq, soit un A-module plat, il faut et il
suffit que Mq,/pMq, soit un (A/p)-module plat et que l'on ait Torf (Mq,, A/p) =o.
Or, on a Mq, = M®BBq,; Bq, étant plat sur B, on a Mq,/pMq, = (M/pM)q, et
Tor£(Mq,, A/p)=(Torf(M, A/p))q, (en définissant le Tor à l'aide d'une résolution
projective de A/p); pour la même raison, comme on doit avoir g<£q', Bq, est plat
sur B,, donc (M/pM),. = ((M/pM),),Bï et (TorftM, A/p)),. = ((Tor*(M, A/p))ff)q,B?,
où dans ces formules, M/pM et Torf (M, A/p) sont considérés comme des B-modules.
Compte tenu de (0I5 6.3.2), on voit qu'on est ramené à prouver le

Lemme (n. 1.1.2). — Sous les conditions de (i i. i. i. i), il existe geB— q tel que :
(i) (M/pM), soit un (A/p)-module plat; (ii) (Toif (M, A/p)),==o.
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En vertu du théorème de platitude générique (6.9.1) appliqué à l'anneau
intègre A/p, à la (A/p)-algèbre de type fini B/pB et au (B/pB)-module de type
fini M/pM, il existe un AeA—p tel que, si h est son image canonique dans A/p,
(M/pM),; soit un (A/p)-module plat. D'autre part, comme Mq est un Ap-module
plat, et par suite un A-module plat (0I? 6.3.1), on a Tor^(Mq, A/p) = o, ce
qui s'écrit aussi (Torf (M, A/p))q = o. Mais comme A et B sont noethériens,
Torf(M, A/p) est un B-module de type fini, donc (Oj, 5.2.2) il existe geE—q
tel que (Tor^(M, A/p)), = o. D'ailleurs, on a (M/pM)Â= (M/pM)fc (M/pM étant
considéré dans le second membre comme un A-module); de plus, (M/pM)fc

étant un B-module, (M/pM)^ est encore un (A/p)-module plat, car il s'écrit
(M/pM)^, où hg est l'image canonique de kg dans B/pB, et il suffit d'appliquer
(0I? 6.3.2); enfin, on a (Torf(M, A/p))^ = o et AgeB—q puisque heA—p. C.Q.F.D.

Corollaire (11.1.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme localement de type fini, &>, ^' deux O^-Modules cohérents, u : ̂ '->^ un homo-

morphisme de 0X-Modules. On suppose que 3F est f-plat. Alors l'ensemble U des #eX tels que,

en posant y=f(x), Vhomomorphisme ux®i : ̂ 'x®o ^(y)-^^x®o l*(y) soit injectif, est ouvert
dans X.

En effet, soit N (resp. ̂ ) le noyau (resp. le conoyau) de u ; appliquons (Om, i o. 2.4) (1)
aux anneaux locaux Oy et &x et aux ^-modules ^'x et 3Fx : dire que ux®i est injectif
équivaut à dire que jVx = o et que & est /-plat au point x. Or comme Jf et ̂  sont
cohérents (0I3 5.3.4), l'ensemble des x où ^x = o est ouvert (0I5 5.2.2), et l'ensemble
des x où 0* est/-plat est ouvert par (i i . i . i) ; d'où la conclusion.

En particulier :
Corollaire (11.1.3). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme plat et localement de type fini, g une section de <5X au-dessus de X. U ensemble des #eX

tels que gx®i soit non diviseur de zéro dans Ox®&f(x^(f(x)) est ouvert dans X.
Il suffit d'appliquer (11.1.2) à l'endomorphisme de 0X défini par g.
Corollaire (11.1.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme localement de type fini, 3F un (9^-Module cohérent et f-plat. Soit (&)i^^n une suite

de sections de &x au-dessus de X. Alors l'ensemble U des #eX tels que la suite ((&)x®i) soit

Qf(x}
h(f(x}}}-™gul™re est ouvert dans X.

Comme ̂  est/-plat, il résulte de (0, 15.1.16) que U est aussi l'ensemble des

(*) Voici une démonstration de (Om, 10.2.4), qui n'a Pas été publiée dans l' Algèbre commutative de N. Bourbaki.
Compte tenu de (0I? 6.1.2), il suffit de voir que b) entraîne a). Posons P = Im(w), Q=Coker(M), R = Ker(w).
Le composé M®&->P(*)A;->N®A; est injectif, et M ® k-> P ® k est surjectif, donc P ® £-> N ® k est injectif et

est bijectif. La suite exacte o— >P— >N->Q,— >-o donne la suite exacte

et puisque P®A;->N®A; est injectif, on a Tor^Q,, A;)=o; comme Q est un B-module de type fini, (Oin, 10.2.2)
montre que Q est un A-module plat; alors P est aussi un A-module plat par (Oj , 6 . i . 2). La suite o->R— >M— >P->o
étant exacte, il en est de même de o-^R®£->M® &-^P®À;->o par (0^ 6.1.2); puisque M®k->P®k est
bijectif, on a R® k = o; mais comme B est noethérien, R est un B-module de type fini, donc on a R = o en vertu
du lemme de Nakayama.
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n

tels que la suite (g^ soit ^-régulière et que le ^-module &x (où â?=
*=i

soit /-plat. Mais J^ et ^ sont cohérents, donc le corollaire résulte de (n . i . i ) et de
(0, 15.2.4).

Corollaire (11.1.5). — Soient X, Y, Z trois préschémas localement noethériens, f : X->Y,
g : Y-»Z deux morphismes de type fini , 3F un 0^-Module cohérent. Alors V ensemble U des jyeY
tels que, pour toute générisation y' de y, ̂  soit (gof)-plat en tous les points de f~1(j') (i.e. tels
que «^"®YSpec(0Y,y) soit plat relativement au morphisme XxYSpec(0Yj2/)->Z) est ouvert
dans Y.

Si V est l'ensemble des #eX où ̂  est (go/)-plat, U est l'ensemble des jeY tels
que pour toute générisation y' de jy, on ait f~~l(y'} CV. Or V est ouvert (n . i . i) donc
localement constructible dans X, et l'ensemble W des jyeY tels que /~1(jv)cV est
égal à Y — /(X — V), donc est aussi localement constructible dans Y en vertu du théorème
de Chevalley (1.8.4). Mais il résulte alors de (0III5 9.2.5) que les points de U sont
les points intérieurs à W, d'où la conclusion.

Corollaire (11.1.6). — Soient A un anneau noethérien, B une A-algèbre de type fini.,
C une ^-algèbre de type fini , M un Q-module de type fini. Alors l'ensemble des qeSpec(B)
tels que Mq soit un A-module plat est ouvert dans Spec(B).

Compte tenu de (2 .1 .2) , c'est une conséquence de (11.1.5) appliqué à

Z-Spec(A), Y=Spec(B), X = Spec(C), ^=M.
Les résultats de ce numéro seront débarrassés des hypothèses noethériennes

dans (11.3).

n. 2. Platitude d'une limite projective de préschémas.

(n. 2.1) Soient A un anneau, M, N deux A-modules, A' une A-algèbre; posons
M'=M®AA', N' = N®AA'. Rappelons (m, 6.3.8) que l'on définit, pour tout i, un
homomorphisme canonique de A-modules

(11.2.1.1) <h : Torf(M, N) -> Torf'(M', N')

de la façon suivante : on considère une résolution gauche de M par des A-modules
libres

(11.2.1.2) . . . — >' Li + 1—^ L; — > . . . — > L0 — > M — > o

d'où l'on déduit par tensorisation avec A' un complexe de A'-modules

(».2. i.3) ...^L;+I-^L; -*...-> L; -^ M' ->o
où l'on a posé Lt' = L;®AA', fi'=fi® IA,, z'= s® IA, . Considérons d'autre part une réso-
lution gauche de M' par des A'-modules libres

(IL 2.1.4) ..._L;'+I-^LÎ'-> ...-*Li'-^M'->o
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Comme les Lt' sont des A'-modules libres9 on sait (M, V, i . i ) qu'il y a des A'-homo-
morphismes u{ formant un diagramme commutatif

L;.

L "

f i

M'

M'
e"

Si Ton compose l'homomorphisme u9 :!/->!/' de complexes ainsi défini avec
l'homomorphisme canonique L.->L^, on obtient un homomorphisme de complexes
de A-modules L. -*!/'; en remarquant que l'on a (Lt.®AN)®AA'=L.®A,N', on en
déduit un homomorphisme de complexes de A-modules L.®AN -> L"®A,N', d'où, en
passant à l'homologie, les homomorphismes canoniques (11.2.1.1). Comme les u{ sont
bien déterminés à homotopie près (M, V, i . i ) , les homomorphismes (11.2.1.1) ne
dépendent pas du choix des u{ ni du choix des résolutions libres L. et L/'.

Comme les Tor^'(M', N') sont des A'-modules, on déduit canoniquement de
(i i . 2 . i . i) des A'-homomorphismes

(11.2.1.5) : Torf (M, N)<H>AA' -> Torf (M', N').

Considérons maintenant deux homomorphismes d'anneaux

et leur composé aop : A->A(2); posons M(J') = M®AA()), N(î) =
Alors l'homomorphisme canonique composé

, N) -> TortA
(0(M{1),

pour j = i, 2.

)(M(2), N(2))

est le même que l'homomorphisme canonique déduit de aop; cela résulte de ce que,
si L(.;) est une résolution libre de M(7), le diagramme

est commutatif.
(11.2.2) Les notations étant celles de (11.2.1), considérons maintenant un

système inductif filtrant de A-algèbres (Aa, £3a), et pour tout indice a, posons Ma = M®AAa,
Na = N®AAa; il résulte alors de (11.2.1) que pour chaque t, (Torfa(Ma, NJ, ^;pa)>
où ^3a est l'homomorphisme canonique (11.2.1.1) correspondant à £3<x, est un système
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inductifde A^modules. Posons A'= lim Aa, M' = lim Ma = M®A A', N'= lim Na = N<E>A A' ;

si on désigne par £a : Aa-^A' l'homomorphisme canonique, on en déduit des homo-
morphismes canoniques (11.2.1.1) ^îa : Tor^«(Ma, Na) -> Tor^'(M', N') qui (toujours
en vertu de (11.2.1)) forment un système inductif d'homomorphismes; nous nous
proposons de compléter le résultat de (M, V, 9.4*) en montrant que les

(11.2.2.1) ^ = Um^ :limTor,A«(Ma,Na) -*Toif (M', N')
a a

sont des isomorphismes de A' '-modules. Pour cela, nous procédons comme dans (M, V, 9.5*),
en associant à chaque Ma sa résolution libre canonique. Tout revient (compte tenu de l'exac-
titude du foncteur lim) à prouver le

Lemme (11.2.2.2). — Soient (Aa,£pa) un système inductif filtrant d'anneaux,
(Ma, APJ un système inductif d'ensembles, A' = limAa, M' = limMa, £a : Aa->A',

h^ : Ma->M' les applications canoniques. Pour tout a, soit F(Ma) le A^-module des combinaisons
linéaires formelles d'éléments de Ma; soit de même F(M') le A'-module des combinaisons linéaires

formelles d'éléments de M'; si h'^ : F(Ma)->F(Mp) (pour a<p) et h'u : F(Ma)->F(M')
sont les A^-homomorphismes déduits de h^ et Aa respectivement, (F(Ma), h'^) est un système
inductif de A^-modules et (h'a) un système inductif d'homomorphismes. Alors

h" = lim k'a : lim F(Ma) -> F(M') = F(lim Ma)

est un isomorphisme.
Pour la démonstration, voir Bourbaki, Alg., chap. II, 3® éd., § 6, n° 6, cor. de

la prop. 10.
(11.2.3) Reprenons les notations de (11.2.1) et considérons particulièrement le

cas 1=1; posons T-Tort
A(M, N), T'=T(8)AA', T f f = T o r f ( M f , N'); alors ̂  est l'homo-

morphisme Ker(/0® iN)/Im(/1®iN) -> Ker(/0'/®iN,)/Im(/1"(8)iN,) qui se déduit par pas-
sage aux quotients de la restriction Ker(/0®iN) -> Ker(j^'®iN,) de

Posons R=Ker(s), R' /=Ker(s / /), de sorte que l'on a les suites exactes

o — > R -^ L0 -^> M— > o et o — > R" -^> LJ' -^ M' — > o,

d'où on déduit les suites exactes d'homologie

(11.2.3.1) o = Tor^(Lo, N)— > T-^> R®AN ̂ l L0®AN - l̂ M®AN-> o

(11.2.3.2) o = Tor1
A/(L;/, N')— > T"-^ R"®A,N' ̂  L^®A,N' e-̂  M'®A,N'— » o

On a d'autre part un homomorphisme de A'-modules

v : R'=Ker(e)®AA' — > Ker(e') -X Ker(e") = R//.
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Montrons que le diagramme

(«•2.3.3)

T' ^i R'®A,N' L;®A,N' —> M'®A,N'

T" R"®A,N' L;'®A,N' M'®A,N'

est commutatif. Pour cela, on vérifie aussitôt (M, IV, i) que Phomomorphisme
d : T->R®AN provient (dans le cas actuel) par passage au quotient de Phomomorphisme
w : Ker(/0®iN)->R(S)AN, restriction de Phomomorphisme g0® IN : L-^N -> R®AN, où
gQ : Lj-^R est tel que /0—J°<?o5 de même pour d". Il suffît donc de voir que le diagramme

Ker(/0®iN) R®AN R'®A,N'=(R®AN)®AA'

Ker(/0"®iN.) -* R"®A,N'

est commutatif, ce qui résulte de la commutativité du diagramme

L, —> R

L u T> / /
^ > Jix

Lemme (11.2.4). — Soient A un anneau, C une A-algèbre, M un A-module, N un
C-module, A une A-algèbre. Posons C'=C®AA', M' = M®AA', N' = N®AA' = N®CC'.
Supposons que M®AN soit un C-module plat. Alors l'homomorphisme canonique

9l : Tor^M, N)®AA' -> Torf (M', N')

(cf. (11.2.1.5)) est surjectif.

Gardons les notations de (11.2.3); l'exactitude à droite du produit tensoriel

montre que la suite LJ -4 LQ -> M' -> o est exacte ; comme LQ et L{ sont des A'-modules
libres, on peut supposer que Von a pris LQ = LQ', L{ = L{', u0 et UL étant les applications iden-
tiques et /0" =f'0. Comme R=Im(/0) et R" = Im(j^") = Im(i/ô

/), Phomomorphisme v est
surjectif, et il en est donc de même de v® i. La démonstration sera achevée si l'on prouve
que la première ligne de (11.2.3.3) est exacte, 0<8>i étant surjective et UQ®I injectif
(Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier, § i, n° 4, cor. 2 de la prop. 2). Utilisons pour cela
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l'hypothèse que M®AN est un C-module plat. Posant Q=Ker(s®i) = Im(i/®i) dans
la suite exacte (i i. 2.3. i), on a les deux suites exactes o -> Q,-> L0®AN -> M®AN -^ o et
T -> R®AN -> Q,-> o, où les homomorphismes sont des homomorphismes de C-modules;
utilisant l'hypothèse de platitude, on en déduit (0I5 6. i .2) la suite exacte

o -> Q®cc/ -* (LO®AN)®CG' -> (M®AN)®CC / -> o

et d'autre part, le produit tensoriel étant exact à droite, on a la suite exacte

T®CC' -> (R®AN)®CC' -> Q®CC' -> o

d'où finalement la suite exacte

T®CC' -> (R®AN)®0G' -> (L0®AN)®CC' -> (M®AN)®CC' -> o

Mais par définition, pour tout C-module P, P®CC' = P®AA', d'où la conclusion.
Lemme (11.2.5). — Soient A un anneau, 3 un idéal de A, B une A-algèbre, M un R-module,

A->A' un homomorphisme d'anneaux. On pose 3' = 3A', B'— B®AA', M'=M®AA'=M®BB'.
Soit p' un idéal premier de B' contenant 3 '̂. On suppose vérifiée F une des hypothèses suivantes:

a) 3 est nilpotent.
b) A' est noethérien, B' est une AS-algèbre de type fini. M' un ^'-module de type fini.
Dans ces conditions, supposons vérifiées les deux propriétés suivantes :
(i) M®A(A/3) est un (A/^-module plat.
(ii) Uhomomorphisme canonique composé

TorftM, A/3) -^ Torf (M', A'/3') -^ (Torf (M', A'/3'))P-

(où 4*1 est Vhomomorphisme (11.2.1.1) et 0 Vhomomorphisme canonique d'un W-module dans
son localisé en p') est nul.

Alors Mp, est un A.'-module plat.
Notons que dans l'hypothèse b) M£, est un Bp,-module de type fini, Bp, une

A'-algèbre noethérienne, et que 3'BP' est contenu dans le radical p'Bp, de Bp, ; dans
l'hypothèse a), 3' est nilpotent; on va donc pouvoir appliquer le critère de platitude
(Om, 10.2.1) ou (Om, 10.2.2) suivant que a) ou b) est vérifiée. En premier lieu,

on a M;,®A,(AV3') = (M'®A.(A'/30)p' = ((M®A(A/3))(x)A/3(AV3'))p'; l'hypothèse (i)
entraîne donc que Mp,®A,(A73x) est un (A73')-m°cliile plat, compte tenu de (0I5 6.2.1
et 6.3.2). Reste donc à voir que Torf (Mp,, A//3/):=o> or ce Bp,-module est égal
à (Torf (M', A'/3'))p' en vertu de la platitude de Bp, sur B'. Mais en vertu de l'hypo-
thèse (ii), l'homomorphisme composé 6o9l : Tor^M, A/3)®AA' -> (Tor^^M', A//3'))p,
est nul; par ailleurs, (11.2.4) appliqué à C = A/3 et N=C montre (compte tenu
de l'hypothèse (i)) que 9l est surjectif (car A73/ = C!®AA'); donc l'homomorphisme 0
est nul et comme l'image par 0 de Tor^'(M', A73') engendre le Bp,-module
(Tor^XM', A'/3'))p'> ce dernier est nul. C.Q.F.D.

Théorème (11.2.6). — Les notations étant celles de (8.5.1) et (8.8.1), on suppose Sa

quasi-compact, Xa et Ya de présentation finie sur Sa; soient fa : Xa->Ya un S^-morphisme,
«^a un ®x -Module quasi-cohérent de présentation finie.
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(i) Soient x un point de X, #x sa projection canonique dans Xx. Pour que 3F soit f-plat

au point x, il faut et il suffit qu'il existe X^oc tel que <^x soit f-^-plat au point A;X.

(ii) Pour que !F soit f-plat, il faut et il suffit qu'il existe X^a tel que ̂ x soit f-^-plat.

On peut supposer que Sa = S0; comme Y0 est de présentation finie sur S0, Y0 est

quasi-compact, et /0 : X0->Y0 est un morphisme de présentation finie (1.6.2, (v)),

donc on peut aussi se borner au cas où S0= Y0. En outre, en vertu de la quasi-compacité

de S0 et du fait que l'ensemble d'indices L est filtrant, on peut se borner au cas où

S0=Spec(A0) est affine. De plus X0 est quasi-compact, donc le même raisonnement
r««^

montre qu'on peut aussi supposer X0=Spec(B0) affine; on a alors ^"0:=M0, où M0

est un B0-module de présentation finie, et l'énoncé (11.2.6) est dans ce cas équivalent

au suivant (compte tenu de (Oj, 6.3.1)) :

Corollaire (11.2.6.1). — Soient A0 un anneau, (AX)X6L un système inductif filtrant

de A0-algèbres, B0 une AQ-algèbre de présentation finie, M0 un EQ-module de présentation finie.

On pose Bx=:B0®AoAx, MX = M0®^AX = M0®B.BX, A = KmAx , B = limBx = B0(x)AoA,

M == lim Mx = M0®AoA = M0®BoB.

(i) Soit p un idéal premier de B, et pour tout X, soit px son image réciproque dans Bx. Pour

que Mp soit un A-module plat, il faut et il suffit qu'il existe X tel que (Mx)p soit un A^-module plat.

(ii) Pour que M soit un A-module plat, il faut et il suffit qu'il existe X tel que Mx soit

un Ax-module plat.

On doit seulement démontrer que les conditions sont nécessaires (2.1.4). Nous
procéderons en plusieurs étapes.

I) Réduction au cas où les Ax sont noethériens. En vertu de (8.9.1), il existe un
sous-anneau A'Q de A0) qui est une Z-algèbre de type fini, une AJ-algèbre de type fini BQ
et un B^-module de type fini M^ tels que l'on ait B0=Bo®A,A0 et M0=Mo®A,A0;
comme on a BX = B0®A,AX et MX = M0®A,AX, on peut remplacer A0, B0, M0 par A0,
BQ, MO dans l'énoncé de (11.2.6.1), en considérant les Ax comme des A^-algèbres; on
peut donc déjà supposer que A0 est noethérien. Soit H l'ensemble des couples (X, Cx),
où Cx est une sous-A0-algèbre de type fini de Ax; ordonnons H en posant (X, Cx) ̂  (\L, DJ
si X<(JL et si l'homomorphisme 9^ : Ax~>Arx est tel que 9{Zx(^x)c^; pour cet
ordre H est filtrant croissant, car si (X, Cx) et (\L, DJ sont deux éléments quelconques
de H, on les majorera par un (v, Ev) en prenant v^X, v^(jt dans L, puis Ev égal à la
sous-A0-algèbre de Av engendrée par 9vX(Cx) et 9V(Jt(DJ. Pour un élément Ç = (X, Cx)
de H, on posera A^ = CX, et pour Ç ^ T Q = ([JL, DJ (donc X^JJL et 9lAx(cx)cDJ5

97]ç:Aç-^A7) sera la restriction à Cx de 9^, considéré comme homomorphisme
dans D^; il est clair que l'on obtient ainsi un système inductif filtrant de A0-algèbres.
On pose Bç = B0®AoAç, M^ = M0®AoA^; cette fois les A^ sont noethériens; en outre
la formule de la double limite inductive (Bourbaki, Alg., chap. II, 3e éd., § 6, n° 4,
prop. 7) prouve que l'on a encore lim A^ = A, lim B^ = B, lim M^ = M. Supposons

H H H

( i l .2 .6 .1 ) prouvé pour le système inductif (A^)^6 H; soit p un idéal premier de B,
tel que Mp soit un A-module plat; il existe alors £eH tel que, si p^ est l'image
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réciproque de p dans Bç, (Mç)p soit un A^-module plat. Soit £ = (X, Cx), de sorte

que l'injection Aç=Cx->Ax donne un homomorphisme B^ = B0(8)AoCx -> Bx = B0®AtAx,
et si px est l'image réciproque de p dans Bx, p^ est l'image réciproque de px dans B^;
on a par suite (Mx)Px = (Mç®CxAx)Px = ((Mç)pç®CxAx)Px, donc (Mx)Px est un Ax-module

plat (Ou 6.2.1 et 6.3.2). On traite de même le cas (ii) de l'énoncé. Nous pouvons donc
par la suite supposer les Ax noethériens pour XeL (mais non nécessairement A lui-même).

II) Réduction de l'énoncé global (ii) à Vénoncé ponctuel (i). Supposons que & soit/-plat.
Pour tout X, soit Ux l'ensemble des #xeXx tels que ^"x soit/x-plat au point #x; on sait
que Ux est ouvert dans Xx puisque Sx est noethérien et/x de type fini ( n . i . i ) ; soit
VX = &^"1(UX) son image réciproque dans X. Comme, par hypothèse, pour tout #eX,
il y a un X tel que ^"x soit/x-plat au point #x, projection de x dans XX3 cela signifie
que #eVx pour un X; autrement dit, X est réunion des Vx. D'ailleurs (2.1.4),
pour X^fji , on a VxCV f X , donc, comme X est quasi-compact, il existe un indice [i tel
que X=V{X. Comme les Xx sont quasi-compacts, il résulte de (8.3.4) qu'il existe un
indice V^(JL tel que z;^1(U(X) = Xv; mais par (2.1.4), cela entraîne que <^v est/v-plat.

III) Fin de la démonstration. Il reste à prouver (i) en supposant S0 affine et noethé-
rien; si j0 est la projection de x dans S0, on peut en outre, en vertu de (2.1.4) et
de (I, 3.6.5), remplacer S0 par Spec(É^o), autrement dit on peut se borner au cas où A0

est un anneau local noethérien, d'idéal maximal m0=}2/o; par définition, m0 est l'image
réciproque de l'idéal premier p = ja. de B, et Mp est supposé être un A-module plat;
on a donc en particulier Toif (A/m0A, Mp) = o, ce qui s'écrit aussi, puisque les
TorA(A/m0A, M) sont des B-modules et que Bp est plat sur B, (Tor^(A/m0A, M))p = o.

Notons maintenant que Tor^0(A0/m0) M0) est un ^-module de type fini, car on peut
le définir en prenant une résolution de A0/m0 par des A0-modules libres de type fini
(A0 étant noethérien) et en tensorisant par M0, ce qui donne des B0-modules de type fini;
comme B0 est noethérien, Phomologie du complexe ainsi obtenu est bien formée de

B0-modules de type fini. Soit (Oi«<m un système de générateurs du B0-module
Tor^°(A0/m0, M0) et soit t{ l'image canonique (11.2.1.1) de f? dans Tor^(A/m0A, M).
L'hypothèse entraîne qu'il existe un AeB—p tel que hti = o pour i^i^m. Or,
on a (n. 2 .2 .1) Tor^(A/m0A, M) = lim Tor^(Ax/m0Ax, Mx); il existe donc un X tel

que, si les t* sont les images des /? dans Tor^(Ax/m0Ax, Mx), il existe /JxeBx d'image h,

tel que Ax^ = o pour i^i^m. Soit px = j l'idéal premier de Bx image réciproque
de p; on a ^xeBx—px, donc les images canoniques des J? dans (Tor^(Ax/m0Ax, Mx))p

sont nulles et par suite l'homomorphisme Tori°(A0/m0, M0) ->(Tor^(Ax/m0Ax, MX))PX

est nul. Les conditions du lemme (11.2.5) sont donc remplies (A0/m0 étant un corps),
et (Mx)p est un Ax-module plat, ce qui achève de démontrer le théorème.

Corollaire (11.2.7). — Soient S = Spec(A) un schéma affine, f : X->S un morpkismey

^ un ®x-Module quasi-cohérent, x un point de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) f est un morphisme de présentation finie, ^ est un O^-Module de présentation finie

et & est f-plat au point x (resp. f-plaï).
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b) // existe un schéma affine noethérien S0 = Spec(A0), un morphisme de type fini
jf0 : X0-^S0, un 6^ -Module cohérent ^0, un morphisme S-»S0 tels que le S-préschéma X0®SoS
soit S-isomorphe à X et que, si on identifie X à X0®SoS, 3F soit isomorphe à «^"0®0S ^s> et ̂ o
soit /Q-plat au point XQ projection de x dans X0 (resp. f^-plat).

c) Les conditions de b) sont vérifiées et en outre A0 est une sous-Z-algèbre de type fini de A,
le morphisme S->S0 correspondant à l'injection canonique A0->A.

Il est clair que c) implique b) et b) implique a) en vertu de (2.1.4) . D'autre part,
on peut considérer A comme limite inductive de ses sous-Z-algèbres de type fini, et
on sait par (8.9.1) qu'il y a une telle sous-algèbre A0 et un morphisme de type fini
/0 : X0->S0 tels que X soit S-isomorphe à X0xSoS et 1F isomorphe à ^Q®o 0S; on

peut donc écrire X = limXx, où Xx — X0®AoAx, Ax parcourant l'ensemble des

sous-Z-algèbres de type fini de A contenant A0, et ^=v\(^-^, où r;x : X->XX est
la projection canonique et ^rx = ̂ ro®A0^x- H résulte de (11.2.6) qu'il existe X tel
que <^"x soit/x-plat au point x^ — v^(x) (resp. /x-plat) ; alors le sous-anneau Ax de A
vérifie les conditions de c).

Proposition (11.2.8). — Soient g : X->S, A : Y->S deux morphismes de présentation
finie, jf:X->Y un S-morphisme, 3F un G ̂ -Module quasi-cohérent de présentation finie ; pour
tout seS, soient Xf = ̂ "1(j) = XxBSpec(*(j)), Y8 = k-\s} = YxBSpec(*(j)), /. le
morphisme f xi : Xs->Yg, ^9=^^®Q k(s). Alors l'ensemble E des seS tels que ̂ 8 soit f -plat
est localement constructible.

La propriété dont nous voulons démontrer qu'elle est constructible vérifie la
condition (9.2.1, (i)), en vertu de (2.2.13) et (2.5.1). Compte tenu de (9.2.3), on
peut donc se limiter au cas où S est affine, noethérien et intègre de point générique v\
et à prouver que E ou S — E est un voisinage de TJ dans S. Si -rçeS — E, cela résulte
aussitôt du lemme (9.4.7.1). Si au contraire YjeE, il résulte tout d'abord de (11.2.6),
appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), qu'il y a un voisinage ouvert U de T] dans S
tel que ^\g~l((^) soit A^UJ-plat; a fortiori (2. i .4) &8 est /a-plat pour tout jeU,
ce qui achève la démonstration.

Le théorème suivant généralise (11.2.6.1, (ii)) :
Théorème (11.2.9) (Raynaud). — Soient A0 un anneau, (AX)X6L un système inductif

filtrant de AQ-algèbres, B0 une AQ-algèbre de présentation finie, 3o un idéal de type fini de B0, M0 un

B0-module de présentation finie. On pose Bx= B0®Ao Ax, 3x^3o^x> ̂ \= MO®AO ̂
= MO®B.^X>

A = limAx, B = limBx — B0®AoA, 3 = 30
B> M -lim Mx = M0(8)AoA = M0®BoB. Pour

que gr^(M) soit un A-module plat, il faut et il suffit qu'il existe X tel que gr^x(Mx) soit un
A^-module plat; les homomorphismes canoniques

(il.2.9.1)
pour

sont alors bijectifs et gr^ (M^) est un A^-module plat pour X ̂  [i.
Montrons d'abord que les conditions sont suffisantes, ce qui revient à prouver la

bijectivité de (11.2.9.1). Gela résulte du lemme suivant :
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Lemme (11.2.9.2). — Soient A un anneau, B une A-algèbre, M un ^-module, 3 un idéal
de B. Soient A une A-algèbre; posons B'=B®AA', M'=M®AA'==M®BB', 3'=3B'.
Si gig(M) est un A-module plat, rhomomorphisme canonique

est bijectif.
En effet, par récurrence sur k, l'hypothèse que les %kMfôk+lM sont des A-modules

plats pour k^o entraîne d'abord, par (O l 5 6 . i . 2 ) que M/3fc+1M est un A-module
plat; en outre (Oj, 6.1.2), la suite

o -> (5k+1M)®AA/ -> M®AA -> (M/3*+1M)®A A' -> o

est alors exacte, autrement dit (3fc+1M)®AA' s'identifie à son image canonique
dans M'=M®AA'. D'autre part, toujours en vertu de (0I5 6.1.2), la suite

o -

est exacte, ce qui prouve le lemme.
Pour démontrer la nécessité des conditions de (11.2.9), nous procéderons en

plusieurs étapes.
I) Réduction au cas où les Ax sont noethériens. — On procède comme dans la réduc-

tion I) de (n. 2. 6.1), dont nous gardons les notations; il faut simplement commencer
par remplacer AJ par une sous-AJ-algèbre de type fini A'Q' de A0 telle que, si l'on pose
BJ' = BJ®A; A'0', il y ait dans BJ' un idéal de type fini X tel que 3;>'B0 = 30. On considère
pour cela les sous-AJ-algèbres A^ de type fini de A0, qui forment une famille filtrante,
et l'on a B0 = lim B^, où B^ = Bo®A,A^; il y a donc un indice (3 tel qu'un système fini

de générateurs de 3o so^ f°rmé d'images dans B0 d'éléments de B^; on prendra alors
AQ' = Ap, BQ' — B'p et pour 3o' l'idéal engendré par ces éléments. On peut donc supposer
que A0 (donc aussi B0) est noethérien. On définit ensuite comme loc. cit. l'ensemble filtrant H
et les Aç, B^, M^ pour ^eH; on posera aussi ^^SoBç pour tout ÇeH. Supposons
alors que l'on ait démontré qu'il existe un Ç = (X, Cx) tel que gr^ (Mç) soit un Crmodule
plat; comme Mx = Ms®CxAx, il résulte de (11.2.9.2) que gr^x(Mx) est un Ax-module
plat.

II) Lemmes préliminaires.
Lemme (11.2.9.3). — Soient A un anneau, B=^©QB; une A-algèbre graduée à degrés

positifs, M = .© Mt- un ^-module gradué. On suppose que B0 est un anneau local, et que chacun

des M{ est un E^-module de type fini. Pour que M soit un B-module de type fini, il faut et il suffit
que, si q est F image réciproque dans A de F idéal maximal m de- B0, M®Afe(q) soit un
(B®Ak(q)) -module de type fini.

La condition étant évidemment nécessaire, prouvons qu'elle est suffisante. Comme B0

(et par suite B) est une Aa-algèbre, on peut remplacer A par Aq, autrement dit supposer
que A est aussi un anneau local dont q est l'idéal maximal. Par hypothèse, il existe un
entier N tel que l'homomorphisme canonique

> M®Afe(q)-N
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soit surjectif; cela signifie aussi que, pour tout entier n, l'homomorphisme canonique
de fc(q) -modules

» Mn®Afe(q)

est surjectif. Or, Mn est un B0- module de type fini, B0 un anneau local et qB0Cm; donc
le lemme de Nakayama prouve que chacun des homomorphismes canoniques

est surjectif, d'où la conclusion.

Corollaire (11.2.9.4). — Sous les hypothèses de (11.2.9.3), on suppose en outre que
chacun des B^ et chacun des Mi soit un ÏÏQ-module de présentation finie, et que M soit un A-module
plat. Pour que M soit un ïï-module de présentation finie, il faut et il suffit que M®Afc(q) soit
un (B®Ak(c\))-module de présentation finie.

En vertu de (i i . 2 . 9 . 3), si la condition de l'énoncé est vérifiée, M est un B-module
de type fini, donc il existe un B-module libre gradué de type fini L (ayant donc une base
finie formée d'éléments homogènes) et un homomorphisme gradué surjectif de degré o,
u : L->M. Soit R = Ker(w), qui est un B-module gradué; il y a donc un nombre fini
d'entiers m^ (i<j<r) tels que pour chaque entier i, R^ soit le noyau d'un homomorphisme
surjectif © Bi+OT.->Mf; on conclut alors de l'hypothèse sur les Mt- et les B^ que Rt-i^ i ̂  f j
est un B0-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 2, n° 8, lemme 9). Pour
prouver que R est un B-module de type fini, notons qu'en vertu de l'hypothèse de platitude
et de (Oj, 6.1.2) la suite

> L®Afc(q) -> M®Afc(q) -> o

est exacte, et l'hypothèse entraîne donc (Bourbaki, loc. cit.] que R®AIe(q) est un
(B®Afe(q)) -module de type fini; il suffit donc d'appliquer à R le lemme (11.2.9.3).

III) Réduction au cas où les homomorphismes de transitions 9^ : AX->A{JL (pour X < f x )
sont injectifs. — Soit A'x l'image de Ax par l'homomorphisme canonique 9X : AX-^A ;
il est clair que les A'x forment un système inductif de sous-anneaux noethériens de A, dont
la limite inductive est A, et les homomorphismes de transition A^-^A^ (pour X^fj i ) sont

injectifs. Posons B^ = B0®AoA'x, 3'x = 3oBi> Mx^ M0®AoA^Mx®AxA'x; on a encore

B = limBx, M — limMx. Supposons que l'on ait prouvé qu'il existe un X tel que,

pour (jt^X, gr^, (MJJ soit un A^-module plat. Soit ax le noyau de l'homomorphisme çx,
qui est donc un idéal de type fini de l'anneau noethérien Ax. Il résulte de la définition

de la limite inductive qu'il existe un indice (ji^X tel que 9lAx(ax)==°5 autrement
dit l'homomorphisme 9^ se factorise en 9^ : AX-^AX->A{JI, et l'on peut écrire

\ = ̂ ®^\, 3^3'xB^ et M^M^A,,; on déduit donc de (11.2.9.2) que
gr^ (MJ est un A^-module plat.

IV) Réduction au cas où 80 = ̂ ^, • ..,TB] et gr^^B^-Bo. — En vertu de

l'hypothèse, il y a un système (^)i^ t-<n de générateurs de la A0-algèbre de type
fini B0, tel que les t4 pour i^m engendrent l'idéal 3o de B0. Posons B^AQ^, . . ., TJ,
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algèbre de polynômes (donc noethérienne), et soit 3o l'idéal de B^ engendré par
les Tt d'indice i^m; on a alors un A0-homomorphisme surjectif u0 : Bo~>B0 trans-
formant chaque T^ en t{ (i^i^n), donc tel que UO(^Q)=^Q; cet homomorphisme
permet de considérer M0 comme un B^-module de type fini. On pose alors
B'^B^A^A^, ...,TJ,3'x=3;B^B' = B;®AoA = A[T1, .. ., TJ,3'=3JB', de
sorte que 3' est l'idéal de B' engendré par les T^ d'indice i^m; en outre, il est clair
que pour tout entier k^o, on a 3'feM — $*M et 3 A*MX ̂  Sx MX pour tout X; donc
gr^(M) r=gr^(M) en tant que A-module et gr^'(Mx) =gr^ (Mx) en tant que
Ax-module; on peut donc substituer B'5 Bx, 3'> 3x a B, Bx, 3, 3x respectivement dans
la démonstration; on notera en outre que par construction gr^,(B;) s'identifie à B'
et gr^B'O à B;.

V) Preuve du fait que gr^(M) est un gr^(B) -module de présentation finie. — Nous
supposons donc désormais A0 et les Ax noethériens, les homomorphismes de transi-
tion AX->A^ injectifs, B0 —A0[T1? . . ., TJ, 3o étant engendré par les Ti d'indice i^m\
l'anneau C0 — gr^o(B0) s'identifie donc à B0 et C = grg(B) s'identifie à B; nous
utiliserons seulement tout d'abord dans ce qui suit le fait que C=C0®AoA.

Nous aurons besoin de la variante suivante de (6.9.3) :

Lemme (11.2.9.5). — Soient A0 un anneau noethérien, B0 une ^-algèbre de type fini\
50 "# idéal de B0, M0 un ïïQ-module de type fini. Il existe alors une suite (Soi)l5^^m de sous-schémas
de S0 —Spec(A0) ayant les propriétés suivantes :

i ° Les espaces sous-jacents aux Soi sont deux à deux disjoints et forment un recouvrement de S0.
2° Pour chaque i, l'ensemble Soi est ouvert dans U S0?.
3° Chaque schéma Soi est affine.
4° Si Aoi est Vanneau de Soi et si l'on pose Boi —B0®AoAo i , 3(H~3oB(H> dors

gr^ ,(M0®A A0f.) est un Aoi-module plat.
On procède comme dans (6.9.3) Par récurrence noethérienne, en supposant le

lemme vrai lorsqu'on y remplace A0 par AQ — A0/a0, où l'idéal û0 est tel que V(a0):4= S0,
B0par B;—B0®AoA;, 30Par So^SoBo et M0 par M0(g)AoA;. On considère le nilradica!9l0
de A0, et il suffit évidemment de prouver le lemme en remplaçant A0 par A0/9Î0 et B0,
J0, M0 par les objets correspondants comme ci-dessus. Autrement dit, on peut supposer
que A0 est réduit; d'autre part, gr^o(B0) est une A0-algèbre de type fini et gr^o(M0)
un gr^o(B0)-module de type fini; en vertu du théorème de platitude générique (6.9.1),
il existe un ouvert D(£0)CS0 tel que si l'on pose A01— (A0)/e, gr^o(M0)®AoA01 soit
un A01-module plat; mais puisque A01 est un A0-module plat, gr^o(M0)(S)Ao A01 s'identifie
à gr*3oi(M0<x)AoA01), où B01-B0®AoA01 et 30i^3oBoi- Le complémentaire de D(f0)
dans S0 est alors de la forme V(a0), et on conclut en appliquant l'hypothèse de
récurrence noethérienne.

Appliquons ce lemme à la situation actuelle, en gardant les mêmes notations;
posons U o i —US 0 7 - , qui est un ouvert quasi-compact de S0. Il y a donc une famille

i^i
finie ( f n e ) i ^ i ^ m t i ^ j e ^ n d'éléments de A0 tels que pour chaque i, U0; soit réunion
des D(fik) (ï^k^n).
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Le C0-module gr^o(M0) est engendré par un nombre fini d'éléments homogènes
de degré i, de sorte qu'il y a un épimorphisme de C0-modules gradués UQ : CJ -» gr^o(M0).
Comme C— C0®AoA et que Phomomorphisme canonique gr^t(M0)®AoA -> gr^(M) est
surjectif, on déduit donc de UQ un épimorphisme de C-modules gradués

« : CT ̂  gr*3o(M0)®A.A -* gr'3(M),

et tout revient à voir que le C-module gradué Q=Ker(w) est de type fini.

Lemme (11.2.9.6). — Sous les hypothèses précédentes, soit St0 un idéal de A0; posons
A; = A0/#0, B; = B0®AtA; = B0/5l0B0, 3;-30B;5 # = #0A, A' = A/ft, et supposons en outre
que gr^(M0®AoA^) soit un A'Q-module plat. Alors il existe un nombre fini d' éléments qh (i^h^s)
de Q tels que, pour tout idéal premier p D 5tB de B, les images canoniques des qh dans Qp engendrent
le Cp-module Qp.

Supposons ce lemme démontré, et notons qu'on peut encore l'appliquer en
remplaçant A0 par (A0)fo, B0, 3o> M0, Ax et A par les objets correspondants (B0)ft,

(3o)<.> (Mo)f0> (Ax)<0
 et \ Pour tout *oeAo> puisque (A0),§ est un A0-module plat.

On appliquera alors ce lemme en remplaçant successivement A0 par chacun des
anneaux (A0)^ , 510 étant remplacé par l'idéal $tik définissant le sous-schéma fermé
de ~D(fik) induit par Soi sur l'ouvert S0<nD(^fc) de Soi. Comme l'hypothèse de plati-
tude de (11.2.9.6) est vérifiée dans chacun de ces cas en raison de (11.2.9.5), on
obtient ainsi pour chaque couple (z, k) une famille finie (%jji <-&<-! d'éléments de Q^
dont les images dans Qp engendrent ce Cp -module, pour tout idéal premier pik de B,
contenant 5li/cB^ . On peut écrire, pour un entier rf>o convenable, %& — ^tfcfc/7#[ pour
tous les indices i, k, h, avec bikhEQ. Puisque les S0t- recouvrent S0, tout idéal premier p
de B est tel que son image dans S0 appartienne à un ensemble SoinD(^fe), donc
l'image pt7c de p dans B^ contient 5l^B^. Comme les images des bikh (i^h^l) dans
Qp =Q,P engendrent ceCp-module, on en conclut que les bikh (i^i^m, i^k^n, i^h^l)
engendrent le C-module Q (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, th. i).

Reste à démontrer le lemme (11.2.9.6). Posons C'=C®AA/ = C/51C, B'=JB®AA',
3' = 3B', M'— M®AA'. Par hypothèse gr^(M) est un A-module plat, donc gr^(M')
s'identifie à gr^(M)®AA' (11.2.9.2), et on a la suite exacte (0^ 6.1.2)

(11.2.9.7) o^Q®AA'^C''^gr-3,(M')->o.

Posons Co = C0®AoA^ = C0/5loClo et considérons l' épimorphisme de CJ-modules
gradués

MO ® IA'
aj : G- - > gr3.(M0)(8)Ao A; ̂  ̂ (Mo®^ AJ).

Soit Q-0 = Ker(wQ); utilisant le fait que gr^(M0®AoAQ) est un A^-module plat, on voit
que gr3^(M0®AoA0)®A, A' s'identifie à gr^(M') (11.2.9 .2) et on a la suite exacte

(«1,6.1.2)

(11.2.9.8) o ->• Qo®A,A' ^C- ̂ i gr^(M') -> o,
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d'où, par comparaison avec (11.2.9.7), un isomorphisme de C '-modules gradués

Comme C'0 est noethérien, Q0 est un C^-module de type fini, donc Q0®Af A' est
un C'-module gradué de type fini, et il en est par suite de même de Q®AA'; soient
qh (i^h^s) des éléments homogènes de Q dont les images dans Q®AA' engendrent
ce C'-module.

Considérons maintenant un idéal premier quelconque pDJlB de B; on a
Cp = grg (Bp) par platitude, et gr^ (Bp):=Bp/3p est réduit à o ou est un anneau local;
pour prouver le lemme, on peut évidemment se borner au second cas. Il est clair
alors que chacun des (Bp/3p) -modules gr^ (Bp) est de présentation finie. D'autre part,
pour tout indice z, M/3*M s'identifie à (M0/3oM0)®AoA, et est donc un B-module
de présentation finie. Par récurrence sur z, l'hypothèse que gr^(M) est un A-module
plat entraîne, en vertu de (Ol5 6 .1 .2) que M/3* M est un A-module plat. L'application
de (n. 2. 6.1) où l'on remplace M0 par M0/3oM0 pour k^i montre qu'il existe un
indice \ tel que, pour ^\, chacun des Mpt/3*+1MlJl soit un A^-module plat, et
par suite aussi (0I5 6 .1 .2) chacun des gr| (MJ est un A^-module plat pour k^i. On
déduit par suite de (11.2.9 .2) que chacun des (B/3) -modules gr^(M) est de présen-
tation finie, donc gr^ (Mp) est un (Bp/3p) -module de présentation finie. Par ailleurs
les images des qh dans Qp®BpMpH(Cl®AA%®A,fc(p) engendrent ce (Cp®Bpfc(p))-
module (car Cp®B fe(p) = Cp®A,fc(p)); comme on a la suite exacte

on en conclut que gr^ (Mp)®B fe(p) est un (Cp®B /e(p))-module de présentation finie.
Appliquant le lemme (11.2.9.4) où A, B, M sont remplacés respectivement par Bp,
Cp et gr^ (Mp), on en conclut que Qp est un Cp-module de type fini. Utilisant maintenant
le lemme de Nakayama (et le fait que G = B) on en déduit que les images des qh dans Qp
engendrent ce Cp-module. Ceci achève de prouver le lemme (11.2.9.6) et le fait
que gr^(M) est un C-module de présentation finie.

VI) Fin de la démonstration. — Posons pour abréger Cx = C0®AoAx (égal en fait
à Bx), Nx = grl (Mx) et N = gr^(M). Notons d'abord que pour chaque entier k,
3&M s'identifie à Hm3>xMx par exactitude du foncteur lim, l'image de 3x^x dans M^

pour X<[JL (resp. dans M) engendrant 3^ M^ (resp. 3fcM); utilisant encore l'exactitude
de lim, on en conclut que N s'identifie canoniquement à limNx. Faisant cette identi-

fication, nous allons d'abord prouver que :
(11.2.9.9) Pour X assez grand, V homomorphisme canonique vx : NX®A A -> N est bijectif.

Comme les Cx sont noethériens et Nx un Cx-module de type fini, les C-modules
NX®A A sont de présentation finie et forment un système inductif filtrant, dont la
limite inductive s'identifie canoniquement à N en vertu du fait que lim commute aux
produits tensoriels. En outre, les homomorphismes de transition v^ : NX®A A -> N|Jt®A A
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pour X^(x et les homomorphism.es #x sont surjectifs. Pour un X fixé, considérons les
sous-C-modules Ker(z;|JtX) = NJl de Nx®AxA; par définition de la limite inductive, ils
forment une famille filtrante croissante de sous-C-modules de Ker(z>x), dont la réunion
est Ker(#x) ; mais on a vu dans V) que N est un C-module de présentation finie, donc
(Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 2, n° 8, lemme 9) Ker(#x) est un C-module de type

fini; il existe par suite un indice pi^X tel que N^ = Ker(z;x), ce qui signifie (vu le fait
que ^x est surjectif) que z^ est injectif; comme il est surjectif, cela prouve (11.2.9.9).

Quitte à remplacer A0 et M0 par Ax et Mx pour X assez grand, on peut donc
supposer que Phomomorphisme canonique r;x est bijectif pour tout X. Posons alors
Px = N0®CoCx = N0®AoAx, de sorte que N^lim Px. Comme C0 est une A0-algèbre de

présentation finie et P0 un C0-module de présentation finie, on peut appliquer à G et N
le résultat de (11 .2 .6 .1) et on voit donc qu'il existe un indice X tel que, pour
PU soit un A^-module plat. Or, pour [i ̂  X, on a un diagramme commutatif

P — > N

N^ —•> N

où il résulte des définitions que w^ est surjectif. Comme, en vertu de III), les homo-
morphismes A^-^A sont injectifs et que P^ est un A^-module plat, l'homomorphisme
canonique Plx->N = P,Jl®A A est injectif; on conclut donc du diagramme commutatif
précédent que w^ est aussi injectif, donc bijectif, et par suite N^ est un A^-module plat
pour [ji^X, ce qui achève de prouver (11.2 .9) .

Remarque (n .2.10). — Nous ignorons si la généralisation de (11.2.6, (i)) analogue
au th. de Raynaud, est valable.

11.3. Application à l'élimination d'hypothèses noethériennes.

Théorème (11.3.1). — Soient f : X->Y un morphisme localement de présentation finie,

3F un &x-Module quasi-cohérent de présentation finie. Alors l'ensemble U des points xeX. tels que ïF

soit f-plat au point x est ouvert dans X. Si de plus Supp(^) = X, f\ U est un morphisme ouvert.

La seconde assertion a déjà été démontrée (2.4.6) et n'a été insérée que pour
mémoire.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer que X et Y sont affines, et
que/est un morphisme de présentation finie. Soit #eX un point tel que 3F soit y-plat
au point x. Appliquant (11 .2 .7) , on Peut supposer que X = X0XYoY, /=/0x i,
3F=3Ffë&^. 0Y, où Y0 est noethérien, /0 : X0->Y0 un morphisme de type fini, ̂ Q un

0Xo-Module cohérent; en outre, si x0 est la projection canonique de x dans X0, on peut
supposer que <^Q est/0-plat au point #0. Alors, en vertu de (11. i . i), l'ensemble U0 des
points de X0 où J% est /0-plat est un voisinage de XQ ; donc 3F est /-plat aux points de
l'image réciproque de U0 dans X (2.1.4), et cela prouve que U est un voisinage de x.
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Corollaire (11.3.2). — Soient /:X->Y, g : Y->Z deux morphismes de présentation
finie, JF un 0X-Module quasi-cohérent de présentation finie. Alors l'ensemble U des yeY tels
que, pour toute générisation y' de y, 1F soit (gof)-plat en tous les points de f~l(f) (i.e. tels que
^"®Y^Pec(^Y,î/) s°ît pfat relativement au morphisme XxYSpec(0Y,i,) "^Z) est ouvert
dans Y.

Le même raisonnement que dans (11.1.5) montre que si V est l'ensemble des #eX
où 3F est (g°/)-plat, U est l'ensemble des jyeY dont toute générisation appartient à
E —Y—/(X—V). Comme gof est de présentation finie, V est ouvert dans X en vertu
de (11.3.1), donc ind-constructible (1.9.6), et par suite X—V est pro-constructible;
mais comme/est quasi-compact, /(X—V) est pro-constructible dans Y (1.9.5, (vii)),
et par suite E est ind-constructible dans Y. Mais il résulte alors de ( i . 10. i) que U est
l'intérieur de E, donc ouvert dans Y.

Corollaire (11.3.3). — Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation finie, C une
^-algèbre de présentation finie, M un C-module de présentation finie. Alors F ensemble des qeSpec(B)
tels que Mq soit un A-module plat est ouvert dans Spec(B).

Proposition (11.3.4). — Soient f : X->S un morphisme localement de présentation finie,
/ un Idéal quasi-cohérent de type fini de 0X, Y le sous-préschéma fermé de X déjini par /, 3F un
0^-Module de présentation finie. On suppose que gr^(«^) est f-plat. Dans ces conditions :

(i) 3F est f-plat aux points de Y.
(ii) Si gr*T(0x) est f-plat, gr*}(0x) est une (0^1/)-Algèbre de présentation finie et gr^(^)

est un (gr^((9^))-Module de présentation finie.
(iii) Supposons gr^(0x) f-plat (ce qui entraîne que G^\ / est f-plat). Alors l'ensemble W

des jyeY tels que (g^(^))y soit un (0X/^y-module plat est ouvert dans Y.
(iv) Supposons gr^fâx) f-plat. Soit S'->S un morphisme quelconque ; soient X' = XxsS',

p : X'->X la projection canonique, Y'=^~~1(Y) = YxsS' le sous-préschéma fermé de X',
défini par /'=/(/)0X'> ^/=/(^) = ̂ ®<9g(?s, ; alors, si W'^/r^W), on a
gr^G^OlW'^/fer^J*")! W), et gi>(^') est un (G^l/'}-Module plat aux points de W.

Les questions étant locales sur X et S, on peut supposer que S = Spec(A) et
r«ŝ

X~Spec(B) sont affines, B étant une A-algèbre de présentation finie, et «^"=M, où M

est un B-module de présentation finie, ^=3, où 3 est un idéal de type fini de B; en
vertu de (8.9. i) et (8.5.11), il existe un sous-anneau noethérien A0 de A, une A0-algèbre
de type fini B0 tels que B = B0®AoA, un idéal 3o de B0 tel que 3=3olî> un B0-module
de type fini M0 tel que M = M0®Ao A = MO®BO B. En outre, A est limite inductive de ses
sous-A0-algèbres de type fini Ax; on pose Bx = BO®AO Ax, Mx = M0®AoAx = M0®BoBx,
3X=30BX, de sorte que B = limBx, M^lim Mx. Cela étant, par hypothèse gr^(M)

est un A-module plat; donc il résulte de (11.2 .9) qu'il existe un X tel que gr^ (Mx)
soit un Ax-module plat. Pour prouver que J^ est/-plat aux points de Y, on peut donc
se borner au cas où S est noethérien', mais alors ( O j , 6 . i . 2 ) , appliqué par récurrence
sur n, prouve que les Jr/^n + 1J^" sont /-plats, et on conclut par (Om, 10.2.6).

La démonstration de (ii) se ramène de la même façon au cas où S est noethérien,
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en utilisant (11.2.9) ; *a conclusion est alors évidente, gr^(B) étant dans ce cas une
(B/3) -algèbre de type fini et gr^(M) un gr^(B) -module de type fini.

Pour prouver (iii), on se ramène comme dans (i) au cas où S et X sont
affines; avec les mêmes notations, on peut supposer, en vertu de (11.2.9) que

grgx(Bx) et gr^x(Mx) sont des Ax-modules plats et que l'on a gr^(B) = gr^ (BX)®A A
et gT3(M) = gT3x(Mx)®AxA. Par suite gr^(B) est une (B/3) -algèbre de présentation
finie et gr^(M) un gr^(B)-module de présentation finie. Si Wm est l'ensemble des
peSpec(B/3) tels que gr§(M)p soit un (B/3)-module plat, Wm est ouvert dans Spec(B/3)
(11.3.1) et l'on a W = flWm, donc W est stable par générisation. L'assertion (iii)

m

résulte alors de (11.3.2) appliqué en y prenant X = Spec(gr^(B)), Y— Z = Spec(B/3)
et ^=(gr3(M))~.

Enfin, (iv) découle aussitôt de (11.2.9.2) .
Généralisant la définition de (6. 10. i), on dit que pour un préschéma X, un sous-

préschéma fermé Y de X défini par un Idéal quasi-cohérent / de 0X, et un 0x-Module
quasi-cohérent ̂  3F est normalement plat le long de Y en un point y si (gr^(«^"))y est un
0Y, ̂ -module plat. On dit que F est normalement plat le long de Y s'il l'est en tous les points
de' Y.

Corollaire (11.3.5). — $ous ^es hypothèses générales de (n .3.4), on suppose que gr^(0x)
et gr^(J^) soient f -plats. Alors l'ensemble W des je Y tels que ̂  soit normalement plat le long

de Y au point y est ouvert dans Y, et (avec les notations de (11.3.4, (iv))) &' est normalement

plat le long de Y' en tous les points de W'=j&"1(W).

Proposition (11.3.6). — Les notations étant celles de (8.5.1) et (8. 8.1), on suppose Sa

quasi-compact, Xa de présentation finie sur Sa, Ya un sous-préschéma fermé de Xa défini par un
Idéal quasi-cohérent / ^ de type fini de 0X tel que gr^ (0X ) soit plat sur Sa; enfin on suppose

que ^"a est un 0X -Module de présentation finie. Pour que ̂  soit normalement plat le long de Y,

il faut et il suffit qu'il existe X tel que J^x soit normalement plat le long de Yx.

Notons que Y (resp. Yx) est le sous-préschéma fermé de X (resp. Xx) défini
par /-=/Jùji (resp. /\ = /^^\ en vertu de l'hypothèse et de (11.2 .9 .2) , on a

g^(^x) = g^a(^xa)^s/s et gr^(<Pxx) = gr^(^xa)®^B/sx P™r X^a, et gr^(0x) (resp.

gr^ (0X )) est plat sur S (resp. Sx), ce qui entraîne que Y est plat sur S (resp. Yx plat
sur Sx). Si ̂ x est normalement plat le long de Yx, gr^x(J^x)| Yx est plat sur Yx, donc
aussi sur Sx, et comme (gr^ A^^}x x — ° pour A:X^YX, gr^ (^"x) est plat sur Sx. On en

conclut (11.2 .9 .2) que gr^.(^) = gr^ x(^
rx)®0s ^s> donc J^ est normalement plat le

long de Y. Pour prouver la réciproque, on peut supposer que Sa et Xa sont affines et
adopter les notations de (11.2.9); puisque gr^(B) est un A- module plat, il en est de
même de gr^(M), donc, en vertu de (11.2.9), ^ existe X^oc tel que gi$ (Mx) soit un
Ax-module plat, d'où gr3(M) = gr^x(Mx)®AxA. En outre (11.3.4, (ii)), gr^x(Mx) est

un grîj (Bx) -module de présentation finie et gig (Bx) une (Bx/3x) -algèbre de présentation
finie. La conclusion résulte alors de (11.2.6).
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Proposition (11.3.7). — Soient f : X->Y un morphisme localement de présentation finie,
^, J^' deux 0^- Modules quasi-cohérents de présentation finie, u : &>' -*&> un 0^-homomorphisme,
x un point de X et y~f(x) ; on suppose que ̂  est f -plat au point x. Les conditions suivantes sont
alors équivalentes :

a) On a (Ker u)x = o et Coker u est un &x-Module f-plat au point x.

b) U homomorphisme (u®i}x : (^r'®oYk(y})x-^(^:®&^k(y))x est injectif.

Si de plus ïF est f-plat, l'ensemble des points x vérifiant les conditions équivalentes précédentes
est ouvert dans X.

La condition a) entraîne b) en vertu de (0I? 6.1.2), sans hypothèse sur J^. Pour
démontrer la réciproque, on peut se borner au cas où X et Y sont affines, puis, en vertu
de (8.9.1) et (11.2.7), supposer que l'on a X = X0XY.Y, f=f0X i, ^==^0®^ ^Y>
^' = ̂ 0®^ 0Y, u — u0® IY, où Y0 est noethérien, f0 : X0-^-Y0 un morphisme de type

fini, J^Q, ̂  deux 0Xo-Modules cohérents, u0 : ̂ Q-^^Q un homomorphisme ; en outre,
si x0 est la projection de x dans X05 on peut supposer que J^0 est /0-plat au point x0.
Posons jQ=fo(xQ); en vertu de la transi ti vite des fibres (I, 3.6.4), le morphisme projec-
tion /~1(7)-^/0~

1(7o) est fidèlement plat (2 .2 . 13), et comme (M® i)aî = ((«0® i)J® ik^,
l'hypothèse que (u®i}x est injectif entraîne qu'il en est de même de (uQ®i}Xt (2.2.7).
Or, cela entraîne, par (Oin , 10.2.4) appliqué aux anneaux locaux noethériens &y^ et ®Xt

et aux ̂ -modules (^Q)*. et (^o)x. (dont le second est plat sur 0y^ que l'on a (Ker u0)X9 = o
et que Coker u0 est/0-plat au point x0. On déduit d'abord de là que Coker u est/-plat au
point x (2.1.4); en vertu de l'exactitude à droite du produit tensoriel, on a d'ailleurs
Coker u = (Coker UQ)®&Y@Y; appliquant alors (0I5 6. i .2) à la suite (exacte par hypothèse)

on en déduit que ux est un homomorphisme injectif.

Enfin, il résulte de (11.1.2) que l'ensemble U0 des points ^O
e^o tels

morphisme (z/0®i)2o soit injectif est ouvert; par platitude on en déduit que pour
tout £eX au-dessus de £0

eU0 le morphisme (u®i}2 est injectif, donc l'ensemble de
ces points contient l'image réciproque U de U0 dans X et est par suite un voisinage de x,
ce qui achève la démonstration.

Théorème (11.3.8). — Soient f: X-^Y un morphisme localement de présentation finie,
^ un 0^- Module quasi-cohérent de présentation finie, (&)ls- t-^n une suite de sections de 0X au-dessus

deX; posons ^—^l^g^ pour o^i^n (avec e&
r
Q=&r). Soient x un point de X, y =f(x],

et posons Xy =f-\y) = X xYSpec(fc(j)), ^y =^®o^(y], qui est un 0^-Module. On sup-
pose que les (gi)x appartiennent à V idéal maximal îît^. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La suite ((gi)x) est ^y-régulière et les J^ (o<z<w) sont f-plats au point x.

b) La suite ((gi)x) est ̂  x-régulière et ̂ n est f-plat au point x.

b') // existe un voisinage U de x tel que la suite (g/|U) soit (J*"|U)- quasi-régulière, et ̂ n est
f-plat au point x.
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c) 3F est f-plat au point x, et la suite ( ( g i ® i ) x ) d'éléments de @x iX images des (gi)x

est (^y)x-régulière.
d) ^ est f-plat au point x, et pour tout morphisme Y'->Y et tout point #'eX'=XxYY'

au-dessus de x, si l'on pose Jr/=Jr®YY'5 la suite (gi®i)x- d'éléments de &x,tX, est
& ̂ .-régulière.

En outre l'ensemble des #eX vérifiant ces conditions est ouvert dans l'ensemble Z des x
tels que g^x) — o pour tout i.

Le fait que a) entraîne d) résulte aussitôt de (0, 15.1.15), et c) est un cas par-
ticulier de d) ; par ailleurs a) implique b) trivialement. Montrons que b) ou c)
entraîne a). Les SFi sont de présentation finie; le fait que c) implique a) résulte alors
aussitôt de (11.3.7) par récurrence sur 72, et cela montre aussi que l'ensemble des #eX
vérifiant c) est ouvert dans Z. Pour montrer que b) entraîne a), on est aussitôt
ramené, par récurrence sur rc, au cas n = i ; nous écrirons g au lieu de gl . La question
étant locale sur X et Y, on peut supposer Y = Spec(A), X = Spec(B) affines, B étant

/•>»;
une A-algèbre de présentation finie, J^=M, où M est un B-module de présentation
finie. On peut alors (8.9.1) écrire B = B0®AoA, M = M0®AoA, où A0 est un sous-anneau
noethérien de A, B0 une A0-algèbre de type fini et M0 un B0-module de type fini. En
outre A est limite inductive filtrante de ses sous-anneaux Ax qui sont des A0-algèbres
de type fini (donc noethériennes), et si l'on pose Bx=B0®AoAx, Mx = M0®AoAx, Bx est
une Ax-algèbre de type fini, Mx un Bx-module de type fini et l'on a B — lim BX)

M = lim Mx. Il existe donc un indice X et un élément gxeBx tels que g = g^® i ; revenant

aux notations géométriques et posant Yx = Spec(Ax), Xx = Spec(Bx) et ^"X = MX, il
nous suffira de prouver qu'il y a un \L^\ tel qu'au point tf^eX^ projection de x,
(gvùx s0** (^vùx -régulier et ^Jg^^ plat sur Y^ au point x^. On en déduira en effet,
par (0, 15. i . 16) que J^ est plat sur Y^ au point x^9 donc ̂  plat sur Y au point x.

Le fait que b) entraîne a) résultera donc de la proposition suivante :
Proposition (11.3.9). — Les notations et hypothèses générales étant celles de (8.5.1)

et (8. 8.1), supposons que fa : Xa->Ya soit un morphisme localement de présentation finie.
Soient ^"a, ^a deux 0X -Modules quasi-cohérents de présentation finie, Aa : ̂ "a->^a un
@x -homomorphisme, 3C a son conoyau. Soient enfin x un point de X, #x sa projection dans Xx

pour X^a. Pour que hx soit injectif et que Jf^Coker h soit f-plat au point x, il faut et il suffit
qu'il existe X^a tel que (h^)x soit injectif et que Jf?

x=Coker Ax soit J \-plat au point #x. En

outre, l'ensemble des #eX ayant les propriétés précédentes est ouvert dans X.
Rappelons qu'en vertu de l'exactitude à droite du produit tensoriel, on a

^ffjt=r;*fx(^f?
x) pour X^(ji et j^=v\(j^^-9 ce qui justifie les notations.

La suffisance de la condition provient de ce que, si la suite

est exacte et (^X).T un G* (a. j-module plat, ffîx est un (P^^-module plat par changement

de base (2.1.4) et la suite o-*#r
x->&x->jil?x-*o est exacte (2. 1.8). Pour prouver que
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la condition est nécessaire, notons que Jf est de présentation finie; la question étant
locale sur X, on peut supposer X et Y affines, et, en vertu de (11.3. i), supposer que Jf
est f-plat. Notons maintenant le

Lemme (11.3.9.1). — Soient f: X^*Y un morphisme localement de présentation finie,
&, ̂  deux 0X- Modules quasi-cohérents de présentation finie tels que 3? soit f-plat, p : &->J>(?
un homomorphisme surjectif. Alors Ker(/>) est un 0^- Module de présentation finie.

On peut en effet supposer X, Y affines, et qu'il existe un morphisme Y->Y0 où Y0

est noethérien, un morphisme /0 : X0~>Y0 de type fini tels que X=X0xYoY,/=(t/ô)(y),
deux 0Xe- Modules cohérents ^0, ^f0 et un homomorphisme pQ : ̂ 0->^f0 tels que ^,
3(? et p se déduisent de ^0, J4?Q et pQ par changement de base (8 . 9 . i et 8 . 5 . 2). En outre,

on peut supposer pQ surjectif (8.5.7) e^ ^o /o"P^at (11.2.7). Alors, si JT0=Ker(/>0),
Jf0 est un &x- Module cohérent (0I5 5.3.4) et en vertu de (0I? 6.1.2), Jf =Ker(/>) se
déduit de JT0 par changement de base, donc est de présentation finie.

Ce lemme étant démontré, posons Jf=Ker(^->Jf ), qui est donc de présentation
finie. On a un homomorphisme canonique q : J^-^JT, et par hypothèse qx : 3?X-+3CX

est un isomorphisme ; par suite (Oj, 5.2.7) il existe un voisinage U de x tel que q\U
soit un isomorphisme, et en restreignant X, on peut supposer que la suite

est exacte. Cela étant, il résulte de (11.2.6) que pour un X assez grand, «^ est un

0Xx- Module plat; posons Jfx==Ker(g?x->.?f\) et Jf^v^JfJ Pour V-^l il résulte

de (G!, 6.1.2) que l'on a jT^Ker^-^J et Jf'=^(JTx)=Ker(^->e^)-^. On
a d'autre part pour tout [z^X un homomorphisme canonique q^ : ̂ ^^^ avec
^— ̂ (^x) pour X^[jt, et q=v^(qv). Comme q est un isomorphisme, il résulte
de (8.5.2.4) et (11.3.9.1) qu'il existe fji^X tel que q^ soit un isomorphisme, et par

suite u^ : &r
v.-*&Vt un homomorphisme injectif.

Revenons à la démonstration de (11.3.8).

Puisque l'ensemble des #eX vérifiant b) est ouvert dans X, il est clair que b)

entraîne b' ). Montrons enfin que b' ) entraîne c). En premier lieu, ^n est /-plat dans un
voisinage de x (i i . 3 . i), et on peut donc se borner au cas où U — X et où J%, est /-plat.

Comme par définition gr^(^) est isomorphe à ^n®0 0Y[Ti> • • • > TJ (0, 15.2.2), il
est f-plat, et on en conclut par (11.3.4, W) que ̂  lui-même est f-plat au voisinage de x.
D'autre part, si (/^)x est l'idéal de 0X tX engendré par les (ft®i)a., il résulte de
(11.2.9.2) que, dans le diagramme
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les flèches verticales sont des isomorphismes ; comme la première ligne est un isomor-
phisme, il en est de même de la seconde, donc la suite ((&® i)J est (F^-quasi-régulière,
et par suite aussi (F^-régulière, puisque X^ est localement de type fini sur k(y). C.Q.F.D.

Théorème (11.3.10) (critère de platitude par fibres). — Soient S un préschéma,
g : X->S, A:Y-^S deux morphismes, f : X->Y un S-morphisme, 3F un &x-Module quasi-
cohérent, x un point de X, y=f(x), s=h(y) = g(x). On suppose vérifiée l'une des deux hypothèses
suivantes :

i° S, X et Y sont localement noethériens et ̂  est cohérent.

2° g et h sont localement de présentation finie et ̂  est de présentation finie.

Alors, avec les notations de (9.4.1), si J^+o, les conditions suivantes sont équivalentes:

a) ^ est g-plat au point x et 3F's est fs-plat au point x.

b) h est plat au point y et 3F est f-plat au point x.

En outre, dans l'hypothèse 2°, l'ensemble des xeX vérifiant la condition b) est ouvert dans X.

La dernière assertion résulte de (11.3.1) appliqué à 0Y
 et au morphisme h d'une

part, à 3F et au morphisme/ (qui est localement de présentation finie) de l'autre.
Comme g=hof) il est clair que b) implique a) sans supposer i° ni 2° (2.1.6

et 2.1.4). Pour prouver que a) entraîne b), on peut se borner au cas où S, X et Y sont
affines; sous l'hypothèse 2°, en appliquant (11.2.7) , on se ramène au cas où de plus S
est noethérien, c'est-à-dire qu'on peut se borner à considérer le cas où l'hypothèse i° est
satisfaite. Alors l'assertion équivaut au lemme suivant, qui améliore (Om, 10.2.5) :

Lemme (n .3.10. i). — Soient p : A->B, a : B->C des homomorphismes locaux d'anneaux
locaux noethériens, k le corps résiduel de A, M un C-module =t= o de type fini. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) M est un A-module plat et M®AÂ; est un (B®AA) -module plat.

b) B est un A-module plat et M est un E-module plat.

Nous établirons d'abord le lemme plus général suivant :
Lemme (11.3.10.2). — Soient A un anneau commutatif, B une A-algèbre commutative,

3 un idéal de A, M un E-module. On considère d'une part les conditions suivantes :

(i) 3 es* nilpotent.
(ii) B est noethérien et M est idéalement séparé pour la topologie yB-préadique (Om, 10.2.1).
(iii) yB est contenu dans le radical de B.

On considère d'autre part les quatre propriétés :

a) M est un E-module plat.

b) B est un A-module plat.
c) M est un A-module plat et M/3M un (B/3B) -module plat.

d) B/3B est un (A fë)-module plat et pour tout idéal maximal mD^B deEona mM4=M.

Alors :
i° Si Vune des conditions (i), (ii) est vérifiée, la conjonction de a) et b) implique c), et c)

implique a).
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2° Si la condition (i) ou la conjonction de (ii) et (iii) est vérifiée, la conjonction de c) et d)
implique la conjonction de a) et b).

i° La première assertion est immédiate (0I5 6.2.1). Supposons donc c) vérifiée,
et prouvons a). Considérons les anneaux gradués gr^(A), gr^(B) et le module gradué
gr^(M) (à la fois sur gr^(A) et gr^(B)) relatifs aux filtrations 3-préadiques, ainsi que les
applications canoniques surjectives (Om, 10.1 .1 .2)

u :gr°(B) ®gr.(A)gr-(A)^gr-(B)
v :gr°(M)®grWgr-(A)^gr'(M)

W:gr°(M)®?r,(B)gr-(B) -*g

Il est clair qu'on a un diagramme commutatif

gr°(M)®gr.(Ajgr*(A) — >• gr'(M)

(11.3.10.3) ,

gr°(M)®?;o(B)gr-(B)

L'hypothèse c) entraîne que v est bijective (Om, 10.2.1); comme les deux autres
applications du diagramme sont surjectives, elles sont aussi bijectives. Mais comme en
vertu de l'hypothèse c)9 M/3M est un (B/^B)-module plat, il résulte de (Om, 10.2.1)
que M est un B-module plat.

2° L'une ou l'autre des conditions (i), (iii) implique que tout idéal maximal de B
contient 3B. Il résulte donc de i° et de la conjonction de c) et d) que M est un B-module

fidèlement plat, et par suite gr°(M) un gr°(B)-module fidèlement plat (0I5 6.2.1). On a vu
dans i° que l'hypothèse c) entraîne que les trois applications du diagramme (n .3.10.3)
sont bijectives; le fait que gr°(M) soit un gr°(B)-module fidèlement plat implique donc
que u est aussi bijective (0I? 6.4.1). D'autre part, les conditions (ii) et (iii) impliquent
que B est un A-module idéalement séparé pour la filtration Jrpréadique (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 5, n° 4, prop. 2); on déduit donc encore de (Om, 10.2.1) que
si la condition (i), ou la conjonction de (ii) et (iii), est vérifiée, B est un A-module plat.

(11.3.10.4) Le lemme (11.3.10.2) étant établi, on en déduit (11.3.10.1) en
prenant pour 3 l'idéal maximal de A, et en remarquant qu'alors les conditions (ii)
et (iii) de (11.3.10.2) sont satisfaites (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 5, n° 4, prop. 2).
Ceci achève donc aussi la démonstration de (11.3.7).

Corollaire (11.3.11). — Soient g : X->S, h : Y->S deux morpkismes localement de
présentation finie, f : X->Y un S-morphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) g est plat et fs : Xg->Ys est plat pour tout seS.
b) h est plat en tous les points de /(X) et f est plat.

Il suffit d'appliquer (11.3.10) pour J*"=0X.

Remarque (11.3.12). — II serait intéressant de pouvoir donner de (i i .3.2) et (n .3.10) des démonstrations
n'utilisant pas le passage à la limite inductive; il suffirait pour cela de démontrer le critère suivant :

Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation finie, M un B-module de présentation finie, 3 un
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idéal de A, p un idéal premier de B contenant 3B. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
a) Mp est un A-module plat.
b) Mp/3Mp est un (A/3)-module plat et Torf (A/3, Mp) = o.
Lorsque A est noethérien, c'est une conséquence de (0ITI, 10.2.2) appliqué à la A-algèbre noethérienne B ;

peut-on en déduire l'énoncé général par un passage à la limite inductive ?
Il convient de noter à ce propos qu'une telle généralisation n'est certainement pas possible lorsqu'on

remplace la condition b) ci-dessus par l'une des conditions c), d) de (Oin, 10.2.1) où M est remplacé par M~.
Prenons par exemple pour A un anneau local dont l'idéal maximal 3 est principal et tel que l'intersection
91 = I I 3n + * ne soit pas réduite à o (par exemple l'anneau des germes de fonctions numériques indéfiniment

n^O
différentiables au voisinage de o dans R). Prenons B = A, p = 3, et M = A/ift, où 9l est un sous-module monogène
* o de 9l ; M est donc de présentation finie. Il est clair que M n'est pas un A-module plat, car étant de présentation
finie, il serait libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), ce qui est absurde puisque 9l 4= o.
Cependant, 3feM/3fe +nM est isomorphe à A/3n quels que soient k et n positifs, donc M vérifie bien les conditions c)
et d) de (Om, 10.2.1) puisque A/3 est un corps.

Proposition (11.3.13). — Soient /:X->Y un morphisme de préschémas, x un point
de X tel que f soit plat au point x ; posons y =f(x).

(i) Si X est réduit (resp. normal) au point x, alors Y est réduit (resp. normal) au point y.
(ii) On suppose de plus que f soit de présentation finie au point x. Alors, si Y est réduit

(resp. normal) au point y et si le morphisme f est réduit (resp. normal) au point x (6.8. i), X est
réduit (resp. normal) au point x.

La première assertion n'est mise que pour mémoire, ayant été démontrée dans
(2.1.13). Pour prouver (ii), on peut se borner au cas où X = Spec(B), Y=Spec(A),
où A est un anneau local réduit (resp. intègre et intégralement clos) et B une A-algèbre
de présentation finie. On peut alors (8.9.1) écrire B = B0®AoA, où A0 est une sous-
Z-algèbre de type fini de A et B0 une A-algèbre de type fini. Soit (Ca) la famille filtrante
croissante des sous-A0-algèbres de type fini de A, qui sont donc des Z-algèbres de type
fini; on a A = limCa. Distinguons maintenant les deux cas :

i° Supposons A réduit et / réduit au point x. Si m est l'idéal maximal de A,
soit pQj l'idéal premier mnCa , et posons A^ = (Ca)p , de sorte que l'on a aussi
A = limA; (5.13.3). Posons Ya = Spec(A;), X^SpecCBXA) et soient/a : Xa->Ya,
#a (resp. j>a) la projection de x (resp. y) dans Xa (resp. Ya). Puisque / est réduit au
point x, il existe oc0 tel que/a soit réduit au point #a pour a^a0 ((6.7.8) et (n .2.6));
comme Ya et Xa sont noethériens et que A^ est réduit (puisqu'il en est ainsi de Ca)
on déduit de (3.3.5) que Xa est réduit au point #a. Mais puisque B = lim(B0®AoA^),
on a aussi 0X x = Km 0X > x (s^S-S) et par suite 0x>a, est réduit (5.13.2).

2° Supposons A intégralement clos et Anormal au point x. Comme Ca est univer-
sellement japonais (7.7.4), sa clôture intégrale C^ est une Ca-algèbre finie, évidemment
contenue dans A. Soit p^ l'idéal premier mnC^ et posons A^ = (C^)p^, de sorte
que A^' est un anneau local noethérien intègre et intégralement clos, et que l'on a
A = HmA;' (5.13.3). Posons Y; = Spec(A;'), X; = Spec(B0®AoA;') etsoient/^ : X^Y;,
x'a (resp. ja) la projection de x (resp. y) dans X^ (resp. Y^). Puisque f est normal au
point x, il existe <x0 tel que, pour a ̂  a0, /J soit normal au point x^ ((6.7.8) et (11.2.6));
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comme X^ et Y^ sont noethériens et que A^ est intégralement clos, on déduit de (6.5.4)
que X^ est normal au point x'^. Mais les morphismes Spec(Ap') -> Spec(A^) pour a^ (3
sont dominants, donc, comme en vertu de (11.3.1) on peut supposer que les f£ sont
plats pour a^oc0, il résulte de (2.3.7) <lue toute composante irréductible de X^ domine
une composante irréductible de X^. On conclut alors de (5.13.4), appliqué aux
préschémas Spec(0Xo>:ro®AoA^), que X est normal au point x.

Corollaire (11.3.14). — Soient /:X->Y un morphisme localement de présentation
finie, x un point de X, y=f(x). Si Y est géométriquement unibranche au point y (6.15.1) et
si le morphisme f est normal au point x (6.8. i), alors X est géométriquement unibranche au point x.

On peut évidemment se borner au cas où Y=Spec(A), A étant un anneau local
intègre géométriquement unibranche, y étant le point fermé de Y. Soit A' la clôture
intégrale de A; posons Y'=Spec(A') et soit y' le point fermé de Y', de sorte que le
morphisme g : Y'->Y est radiciel au point y (6.15.3), entier et birationnel. Si l'on
pose X' = XxYY', et si /' : X'->Y' et g' : X'->X sont les projections, g' est entier
et radiciel au point # (6.15.3. i). Soit donc x' l'unique point de ge~1(x), qui est au-dessus
de y'. Le morphisme/' est de présentation finie et normal au point x' (6.7.8), et par
suite l'anneau local @x,tX, est intègre et intégralement clos (11.3.13). D'autre part, on
peut supposer / plat (11.3.1), donc g' est un morphisme birationnel (6.15.4.1); par
suite Spec(0x>J est irréductible, et comme 0x>a. est réduit (11.3.13) il est intègre et
géométriquement unibranche en vertu de (6.15.5).

Proposition (11.3.15). — Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation finie,
M un ^-module de présentation finie, qui est un A-module plat. Alors il existe une suite

finie (fi)i^i^n d'éléments de A, tels que l'idéal engendré par les ft soit égal à A, et que,
i i

pour o^i<n, Mf. J ( l ï f j M f ) soit un (A^ J(^f/Af. ))-module libre.

On peut encore dire que les D(/f-) forment un recouvrement ouvert de X— Spec(A),
et que si l'on pose Z1 = D(/1), puis, par récurrence, Z/ + 1=D(/;.+1)nV(/1A+. .. +/A),

<
les Z; forment une partition de X en ensembles localement fermés, A*. /( S £-A< )

étant l'anneau d'un sous-schéma affine de X ayant Zi + 1 pour espace sous-jacent.

Pour démontrer la proposition, on peut d'abord, en vertu de (11.2.7), supposer
qu'il existe un sous-anneau noethérien A0 de A, une A0-algèbre de type fini B0 et
un B0-module de type fini M0, plat sur A0 et tels que B = B0®AoA, M = M0®AoA; il est
clair qu'il suffira de prouver la proposition pour A0, B0 et M0, car si les éléments f^A0

vérifient dans ce cas les conditions de l'énoncé, ils les vérifieront aussi pour A, B, M,
i t

puisque M^/^S^M,. J=((M0)^^ (Bourbaki, Alg. comm.,

chap. II, § 2, n° 7, prop. 18). On peut donc se borner désormais au cas où A est
noethérien.

Notons maintenant que si G est un anneau noethérien, 9l son nilradical et P un
G-module plat, alors il résulte de (Om, 10.1.2) que pour que P soit un C-module libre,
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il faut et il suffit que P®C(C/9Ï) soit un (G/91) -module libre. Notons d'autre part que
si C est un anneau noethérien réduit, il existe geC tel que C^ soit un anneau intègre.
Utilisons maintenant le lemme (6.9.2) : on peut définir par récurrence une suite (f^^i
d'éléments de A de la façon suivante :

i° fi est tel que A1 = (Ared)/i soit intègre et M®AAX un A^module libre;
2° si l'idéal 3; engendré par /15 . . .,/ est A, fi+i=f^
3° si au contraire 3/ + A, /- + 1 est un élément n'appartenant pas à 3; te^ que

Al- + 1 = ((A/3ï)red)/. soit intègre et M®AAf + 1 un At- ̂ -module libre.
Comme A est noethérien, la suite croissante (3J est stationnaire, donc il existe n

tel que fly . . .,fn engendrent l'idéal A, et les/ répondent à la question puisque

Proposition (11.3.16). — Soient f: X-^Y un morphisme fidèlement plat de présentation

finie, g : Y->Z un morphisme tel que gof: X-»Z soit un morphisme de type fini (resp. de

présentation finie] . Alors g est un morphisme de type fini (resp. de présentation finie) .

Comme/ est surjectif et gof quasi-compact, g est quasi-compact (i .1.3). Montrons
d'abord que si gof est de présentation finie, g est quasi-séparé. En effet, considérons
un ouvert affine WcZ, et soit (V,-) un recouvrement affine fini de 5-1(W); il s'agit
de voir que les Vt-n V? sont quasi-compacts (i . 2 . 6 et i . 2 . 7). Pour chaque i, soit (U^) un
recouvrement ouvert affine fini de /-1(VJ; comme/ est de présentation finie,
les UihnUjk sont tous quasi-compacts; or, puisque /est surjectif, V^nV7- est réunion
des images /(U^ n U?-fe) pour h, k variables, donc est quasi-compact puisque / est
continue.

La question est donc locale sur Y et on peut supposer que Y = Spec(B) et
Z = Spec(A) sont affines, X étant réunion finie d'ouverts affines Xi = Spec(Ci), où
les Q sont des B-algèbres de type fini (resp. de présentation finie). Si X' est le préschéma
somme des Xt-, p : X'->X le morphisme qui coïncide avec l'injection canonique dans
chaque Xt-, p est un morphisme fidèlement plat de présentation finie (1.6.5), donc gofop
est un morphisme de type fini (resp. de présentation finie) et/o^ un morphisme fidèle-
ment plat de présentation finie. On peut par suite supposer aussi que X — Spec(C)
est affine, et on est donc ramené à prouver le

Corollaire (11.3.17).* — Soient A un anneau, B une A-algèbre, C une ^-algèbre de

présentation finie et qui soit un ^-module fidèlement plat. Alors, si C est une A-algèbre de type

fini (resp. de présentation finie] , B est une A-algèbre de type fini (resp. de présentation finie] .
Supposons d'abord que gof soit de type fini. Soit (Bx) la famille filtrante croissante

des sous-A-algèbres de type fini de B; en vertu de (8.8.2), il existe un indice a tel que
C = Ca®B B, où Ca est une Ba-algèbre de présentation finie ; en outre (8.10.5 et 11.2.6)
on peut supposer que Ca est un Ba-module fidèlement plat. Pour X^a, on a donc
C = CX®B B, où Cx est un Bx-module fidèlement plat; comme l'application BX-»B
est injective, on en déduit qu'il en est de même de CX->C. En outre, comme C = lim Cx,
tout élément de C appartient à un Cx, et par suite il existe X tel que l'application CX->C
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soit bijective, puisque G est une B-algèbre de type fini. Mais alors l'application BX->B
est bijective par fidèle platitude, donc B = BX est une A-algèbre de type fini.

Supposons maintenant que gof soit de présentation finie, G étant donc une
A-algèbre de présentation finie. D'après la première partie du raisonnement, on a
B = A[T15 . . ., TJ/3 pour un idéal 3; soit (3x) la famille filtrante des idéaux de type
fini de A[T1? . . ., Tw] contenus dans 3> de sorte que 3 — ̂ m3x et B = limBx, avec

BX = A[T1, . . ., Tw]/3x. Appliquant comme ci-dessus (8.8.2), (8.10.5) et (i 1.2.6), on
a G = Ca®B B, où Ca est une Ba-algèbre de présentation finie et un Ba-module fidèlement

plat; on posera encore Cx = Ca(x)BaBx pour X^a de sorte que Cx = CJ(Ca®Ba(3x/3a))

par platitude, et de même C=Ca/(Ca®Ba(3/3a))- Comme par hypothèse G est une
A-algèbre de présentation finie ainsi que Ca, Ca®B (3/3J est un idéal de type

fini de Ca (1.4.4), et IGS Ca®Ba(3x/3a) s'identifient à des idéaux de type fini

de Ca dont Ca®B (3/3J est ^a réunion. Il existe par suite un X^a tel que

C.®Ba(3/3«) = Ga®B[(3x/3«)>
 d'°ù 3=3X P^ fidèle platitude, ce qui prouve que B

est une A-algèbre de présentation finie.

11.4. Descente de la platitude par des morphismes quelconques : cas d'un
préschéma de base artinien.

Théorème (11.4.1). — Soient A un anneau, 3 un idéal nilpotent de A, wx : A->BX (XeL)
une famille d'homomorphismes d'anneaux telle que l'intersection des noyaux des wx soit réduite à o.
Soit M un A-module tel que pour tout XeL, M®ABX soit un Bx-module libre et que M®A(A/3)
soit un (A fô) -module libre. Alors M est un A-module libre. Si de plus l'ensemble d'indices L est
fini, on peut remplacer partout « libre » par « plat » dans l'énoncé précédent.

Dans les deux cas il suffira de prouver que M est un A-module plat : en effet,
lorsque M®A(A/3) est un (A/3)-module libre, il en résultera que M est un A-module
libre en vertu de (Om, 10.1.2).

Nous utiliserons le lemme suivant, qui généralise (Om, 10.2.1) :

Lemme (11.4.1.1). — Soit A un anneau muni d'une filtration finie (3n)0<n^N + i avec

30 — A, SN + I^O. Soit M un A-module muni de la filtration C3nM)0^n^N+1, et désignons
par gr(A) et gr(M) l'anneau et le module gradués correspondants. Supposons que M<B>A(A/3i)
soit un (A fâi) -module plat et que l' homomorphisme canonique

(11.4.1- a) gr0(M)®gro(A)gr(A) -> gr(M)

soit injectif. Alors M est un A-module plat.
L'homomorphisme canonique (11.4.1.2) se définit de la même façon que celui

de (Om, 10.1.1) comme étant en degré n Phomomorphisme

provenant de l'homomorphisme canonique M®3n~^3nM par passage aux quotients.
Le lemme se démontre par récurrence sur N, puisqu'il n'y a rien à démontrer pour N= o.
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Les conditions sur M entraînent, en vertu de l'hypothèse de récurrence, que M®A(A/3N)
est un ( A /3N) -module plat. Notons maintenant que l'on a ^N^N + i — 0 s^ N^i , et
(M/31M)®(3N/3N+1) = (M/3NM)®(3N/3N + 1) = (M/3NM)®3N; donc l'homomorphisme
canonique

(M/3NM)®3N -

est injectif. Appliquant (Om, 10.2.1) à la filtration 3îrPréadique, on en conclut bien
que M est un A-module plat.

Pour appliquer ce lemme à (11.4.1), nous désignerons par 3n l'idéal de A inter-
section des images réciproques w^1(3nBx) : il est immédiat que l'on a %0 = A, 3m3n

c3m+n
pour m^o, w^o; en outre, si 3N + 1 — °> on a aussi 3N + i~° puisque l'intersection des
noyaux des wx est réduite à o.

Munissons A de la filtration (3n), M de la filtration (3nM), et, pour chaque X,
munissons Bx et Nx = M®ABX des filtrations 3-préadiques ; considérons pour chaque X le
diagramme commutatif

grft(M)®gr,A)gr(A) — ̂ ^ gr(M)

grn
3(Nx)®grb(Bx)gr3(Bx) — > gr3(Nx)

où les flè<:hes horizontales sont les homomorphismes canoniques (n .4. i .2) et les flèches
verticales sont déduites des homomorphismes canoniques A->BX et M->NX. L'hypo-
thèse que Nx est un Bx-module plat entraîne que 9X est injective (Om, 10.2.1), donc
Ker(9)CKer(/x). Posant A0 = A/3i, M0 = M®AA0, notons que

= NX/3NX = (M/3M) ®ABX = (M/3, M) ®A(BX/3BX)

car ce dernier produit tensoriel est égal à

(M®ABx)/(Im(M®A3Bx)+Im(31M®ABx))

et l'on a Im(31M®AB)=Im(M®A31Bx)Clm(M®A3Bx) puisque 3iBxc3Bx par défi-
nition; enfin, la relation 3i^xc3^x montre que l'on a aussi

si bien que finalement on a

et par suite

L'homomorphisme /x peut donc s'écrire

i®gr(*/x) : M0®Aogr(A) -> M0®Aogr3(Bx)
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et comme M0 est par hypothèse un A0-module plat, le noyau de/x est égal à M0®AtRx,
où Rx est le noyau de gr(wx) : gr(A)->gr^(Bx). Tout revient donc à prouver que
M (M0®AoRx) = o. Or, par définition des 3n> l'intersection des noyaux des homomor-

phismes %nAfôn+1A-+yiRx/y
i + l'Bx, lorsque X parcourt L, est réduite à o, autrement

dit M Rx=o. Cela étant, supposons d'abord que M0 soit un A0-module libre; prenant
X G L

une base de M0, on voit aussitôt que l'on a MO®AO( 0 Rx)= fl (M0®AoRx), d'où la

proposition dans ce cas. Lorsque L est fini, la formule précédente est encore vraie sous
la seule hypothèse que M0 est un A0-module plat (Oj, 6.1.3), ce qui termine la
démonstration.

Remarque (11.4.2). — La conclusion de (11.4.1) peut être inexacte si L est infini
et si l'on suppose seulement que M®A(A/3) est un (A/3)-module plat. Par exemple,
soient V un anneau de valuation discrète, K son corps des fractions, et soit A=V[T]/(T2)
(T indéterminée); prenons pour 3 l'image de (T) dans A, de sorte que A/3=V, et
prenons M = K, qui est un (A/3)-module, donc égal à M®A(A/3); en outre M est
un (A/3)-module plat, mais non un A-module plat, car puisque 3 est nilpotent, il
résulterait de (Om, 10. i .2) que M serait un A-module libre, ce qui est absurde
puisque $K = o. Considérons d'autre part l'idéal maximal m de l'anneau local noethé-
rien A; on a ntK = K, donc M®A(A/mw) = o quel que soit l'entier n\ les (A/mn)-modules
M®A(A/mn) sont donc plats pour tout n, et l'intersection des mn est réduite à o.

Corollaire (11.4.3). — Soient A un anneau semi-local dont le radical 3 est nilpotent (par
exemple un anneau artinien), wx : A->BX (XeL) une famille d'homomorphismes d'anneaux telle
que Vintersection des noyaux des wx soit réduite à o. Pour qui!un A-module M soit plat, il faut et
il suffit que pour tout XeL, M®ABX soit un R^-module plat.

Comme A/3 est composé direct d'un nombre fini de corps (Bourbaki, Alg. comm.y
chap. II, § 3, n° 5, prop. 16) et que 3 est nilpotent, A est composé direct d'un
nombre fini d'anneaux locaux Ai dont le radical est nilpotent (loc. cit., § 4, n° 3, cor. i
de la prop. 15) et M est par suite somme directe de A-modules Mi5 chaque M^ étant
annulé par les A? d'indice J=M; pour que M soit un A-module plat, il faut et 51
suffit que chacun des M; soit un A-module plat; d'ailleurs l'intersection des noyaux

«x
des homomorphismes At—>A—>BX est réduite à o, et M/®AiBx est facteur direct
de M®ABX. On peut donc se borner au cas où A est en outre local. Alors A/3 est un
corps, donc M®A(A/3) est un (A/3) -module libre, et il suffit de voir que pour
tout X, M®ABX est un Bx-module libre, en vertu de (11.4.1). Mais si l'on pose 3x = 3^x>
(M®ABx)®Bx(Bx/3x) = (M®A(A/3))®A/5(Bx/3x) est un (BX/3X)-module libre, et 3x est
nilpotent. La conclusion résulte donc de l'hypothèse que M®ABX est un Bx-module
plat et de (Om, 10.1.2).

Corollaire (11.4,4). — Soient A un anneau, M un A-module; on suppose qtfil existe
un idéal nilpotent 3 de A tel que M®A(A/3) soit un (A^-module libre. Alors rensemble des
idéaux K de A tels que M®A(A/5Ï) soit un (A/${)-module libre admet un plus petit élément 510

(qui est aussi le plus petit des idéaux K tels que M®A(A/&) soit un (A/ft)-moduleplat).
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Pour qu'un homomorphisme u : A->A' soit tel que M®AA' soit un A.'-module libre (resp. un

A.'-module plat), il faut et il suffit que u se factorise en A-> A/ft0->A' (ou encore que 510 A'=o).

Le fait que l'intersection 510 des idéaux R pour lesquels M®A(A/5l) est un
(A/5l)-module libre soit le plus petit de ces idéaux résulte de (11.4.1) appliqué à

l'anneau A/5105 à son idéal nilpotent 3/5l0 et aux homomorphismes A/ft0->A/51,
dont les noyaux ont o pour intersection. Si A' est une (A/510)-algèbre, on a
M®AA':=(M®A(A/5l0))®A/floA', donc M®AA' est un A'-module libre. Réciproquement,
si A' est une A-algèbre telle que M®AA' soit un A'-module libre et si 5l est le noyau
de l'homomorphisme A->A', il résulte de (11.4.1) appliqué à l'anneau A/51, au
(A/5l)-module M®A(A/5l), à l'idéal nilpotent 351/51 et à l'homomorphisme injectif

A/5l->A', que M®A(A/5l) est un (A/51)-module libre, donc que 513 5t0- Le fait que
l'on puisse remplacer « libre » par « plat » dans ce qui précède (en conservant natu-

rellement l'hypothèse que M®A(A/3) est un (A/3)-module libre) résulte de (Om, 10. i .2),
comme on l'a vu au début de la démonstration de (11.4.1).

Proposition (11.4.5). — Soient Y un préschéma irréductible, f : X->Y un morphisme de
présentation finie, JF un 0^-Module de présentation finie. Il existe alors un ouvert non vide U
dans Y et un sous-schéma fermé Z de U, de présentation finie sur U, ayant la propriété suivante :

pour tout changement de base U'->U, siUonpose X'=XxYU',/'^y^ et Jr/=^r®aY6?
U',

alors, pour que &' soit f '-plat-, il faut et il suffit que le morphisme U'->U se factorise

en U'->Z->U. Un tel schéma Z a même espace sous-jacent que U. Supposons de plus Y affine,

et soit (Wj) un recouvrement fini de X par des ouverts affines ; alors, on peut supposer U choisi

de sorte que, si U'=Spec(A') est un schéma affine et U'->U un morphisme qui se factorise

en U'->Z->U, chacun des r(W;XYU', J^') est un A'-module libre.

On peut évidemment se borner au cas où Y=Spec(A) est affine. Utilisant
(8.9.1), il y a un sous-anneau noethérien Ax de A, un morphisme de type fini
/! : X1-^Y1 = Spec(A1) et un 0Xi-Module cohérent J^ tels que J=fm et ^=^"1®dy^Y;

on peut en outre supposer que les W^ sont images réciproques d'ouverts affines de Xx.
Notons en outre que Yx est irréductible, le morphisme Y->YX étant dominant (I, 1.2.7).
Supposons la proposition démontrée pour Y15 ^ et J^, et soient t^ l'ouvert de Yx

et Zx le sous-schéma fermé de Ul ayant les propriétés voulues, U = U1XYiY et
Z = Zlx?Y leurs images réciproques. Alors, si U'->U est un changement de base
tel que ^r' = ̂ r®0^, = ̂ r^®0^ 0^, soit/'-plat, le morphisme U'-^Uj. se factorise

en U'-^Z1->U1; mais comme U'-^U! se factorise aussi en U'->U->U15 la définition

du produit de préschémas montre que U'->U se factorise en U'^Z->U.

On peut donc se borner au cas où A est noethérien', soit 51 son nilradical, qui est

nilpotent, et posons A0=Arfld = A/9fl, Y0=Spec(A0)=Yred, X0=XxYY0, ̂ 0=^®^®^

W,0=Wt.xYY0; si M,= r(W;,^), M-0- r(W,0, J%) est donc égal à M,®AA0.
Comme A0 est intègre, on peut, en vertu du théorème de platitude générique (6.9.2),
en remplaçant au besoin Y par un ouvert non vide de Y, supposer que les Mio soient

des A0-modules libres. En vertu de (i i .4.4), il y a donc pour chaque i un idéal 3;C9t tel

146



§ ii ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 147

que les A-algèbres A' pour lesquelles les Mi®AA/ sont des A'-modules libres (ou plats)
sont exactement celles pour lesquelles 3;A' = o. Soit 3:=2'3;> qui est un idéal contenu

i

dans 9l; dire que ^"®AA' est A'-plat équivaut à dire que les Mt-®AA' sont tous des
A'-modules plats, donc que 3A'=o. Il en résulte que si l'on prend Z=V(3), on
répond à la question, car pour qu'un morphisme U'-^U ait la propriété de l'énoncé,
il faut et il suffit évidemment que pour tout ouvert affine V'CU', le morphisme V'->U
ait la même propriété.

Corollaire (11.4.6). — Soient A un anneau tel que Spec(A) soit irréductible, p son unique
idéal premier minimal, B une A-algèbre de présentation finie, M un ^-module de présentation finie.

Supposons que Mp soit un Ap-module plat ; alors il existe te A—p tel que Mt soit un At-module libre.

Appliquant (11.4.5) à Y=Spec(A), X = Spec(B), «^=M, on peut (en rempla-
çant au besoin A par Ah, où AeA—p) supposer qu'il existe un idéal de type fini 3 dans A
tel que les A-algèbres A' pour lesquelles M®AA' soit un A'-module libre (ou plat) sont
exactement celles telles que 3A' = o. En particulier, l'hypothèse que Mp soit un
Ap-module plat entraîne 3^p = o, ou encore 3p — °- Mais comme 3 est de type fini, il
existe Je A—p tel que 3< = °> ou encore $At = o, et par suite M, est un Armodule libre.

Proposition (11.4.7). — Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal de A, M un A-module
idéalement séparé (Om, 10.2.1) pour la topologie %-préadique. Soit (p^i^^r une famille finie

d'idéaux premiers de A contenant 3; pour tout entier n^o, soit p^ la puissance symbolique n-ième
r

de pi (noyau de Vhomomorphisme A->A^/p"A^J ; posons %n= .fl p^, de sorte que 3/2D3">

et supposons que la topologie définie par la filtration (3n) soit identique à la topologie %-préadique

(autrement dit que, pour tout n, il existe m tel que ^n^^m). Pour que M soit un A-module plat,
il faut et il suffit que M®A (A/3) soit un (A/^-module plat et que, pour tout i, M®A Ap. = Mp.
soit un Av .-module plat.

Comme M est idéalement séparé, il suffit, en vertu de (Om, 10.2.1), de montrer
que, pour tout rc^o, M®A(A/3n) est un (A/3n)-module plat; puisque tout 3n contient
un 3mî il revient au même de prouver que pour tout n, M0A(A/3J est un (A/3n)-module
plat. Or, comme 3iD3> M®A(A/3i) est un (A/3i)-module plat; dans l'anneau A/3n,
l'idéal 3i/3n est nilpotent et enfin l'intersection des noyaux des homomorphismes
A/3n-^Ap./p?Ap. est nulle dans A/3n, par définition de 3/r H suffit donc, par (n .4. i),
de vérifier que M®A(Ap./p?Ap.) est un (Ap./p?Ap.)-module plat, ce qui résulte de
l'hypothèse que M®AAp. est un Ap.-module plat.

Remarque (11.4.8). — L'hypothèse faite dans (11.4.7) sur ^a topologie définie
par les 3n

 est vérifiée si, pour tout n assez grand, Ass(A/3n) est contenu dans Uensemble
des pt-. En effet, 3n est alors intersection d'idéaux primaires pour les pi5 dont chacun
contient une puissance symbolique de pi5 d'où la conclusion. En particulier :

Corollaire (11.4.9). — Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal nilpotent de A, M un

A-module. Pour que M soit un A-module plat (resp. libre], il faut et il suffit que M®A(A/3)

soit un (Afâ)-module plat (resp. libre) et que pour tout idéal premier pGAss(A), Mp soit un

A^-module plat.
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L'assertion relative au cas où M®A(A/3) est libre se déduit encore de l'assertion
relative au cas où M®A(A/3) est plat par (Om, 10.1.2).

Corollaire (11.4.10). — Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal de A, M un A-module.

On suppose que M est idéalement séparé pour la topologie %-préadique et que gr^(A) est un

(A/yj-module plat. Pour que M soit un A-module plat, il faut et il suffit que M®A(A/3) soit
un (Aiy)-module plat et que pour tout peAss(A/3), Mp soit un A^-module plat.

Compte tenu de (n .4.8), tout revient à montrer que Ass(A/3n) est contenu dans
Ass(A/3) pour tout n. Or, si aeA n'appartient à aucun des peAss(A/3), Phomothétie
de rapport a est injective dans A/3; comme chacun des 3fc/3fe+1 est un (A/3)-module
plat, a est aussi un élément (3fc/3fc+1)-régulier, donc a est (A/3n) -régulier pour tout n
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. i du th. i), et par suite n'appartient
à aucun idéal premier associé à A/3W, d'où le corollaire (Bourbaki, Alg. comm., chap. II,
§ i, n° i, prop. 2).

Proposition (11.4.11). — Soient A un anneau local artinien, d'idéal maximal m,
Y=Spec(A), y Vunique point de Y, f: X->Y un morphisme localement de type fini, ^ un

0^-Module cohérent. Soient (A'a) une famille d'anneaux locaux, et pour chaque a, ua : A->A^

un homomorphisme d'anneaux (nécessairement local). Posons Ya = Spec(A^), X^ = XxYYa,

«^^ = «^r(8)AAg. Soit x un point de X, et supposons vérifiées les conditions suivantes :

(i) L'intersection des noyaux des wa est réduite à o.

(ii) L'extension k(x) du corps résiduel k de A est primaire (4.3.1) (condition automatique-
ment vérifiée si k est séparablement clos).

(iii) Pour tout a, il existe un point tf^eX^ dont les projections respectives dans X et Y^
sont x et le point fermé y^ de Y^5 et tel que 3F'^ soit Y^-plat au point x^.

Dans ces conditions, 3F est f-plat au point x.

La question étant locale sur X, on peut évidemment se borner au cas où / est un
morphisme de type fini et supposer ^4=0. Nous procéderons en plusieurs étapes.

I) Réduction au cas où A^ est un anneau local d'un Y'-préschéma de type fini et où le corps
résiduel k'a de A^ est une extension finie de k.

Comme la réduction se fait séparément sur chaque A^, on peut supprimer dans
cette partie l'indice oc. Soit m' l'idéal maximal de A'. Considérons A' comme limite
inductive de ses sous-A-algèbres de type fini Bx, et posons nx = m'nBx ; A' est aussi
limite inductive de ses sous-anneaux locaux Bx = (Bx)n (S^S-S)* et on a évidemment
m'nBx = nx, idéal maximal de Bx. Il existe donc (11.2.6) un indice X tel que, en
posant Zx = Spec(Bx), e^®ABx soit Zx-plat au point #'x, projection de #', la projection
de #x sur Zx étant le point fermé £x de Zx.

On peut donc supposer qu'il existe un schéma affine Z' de type fini sur Y et un
point £' de Z' tel que A'=G)Z, 2,, et que, si l'on pose T /=XxYZ / , il existe un point
t'eT' dont les projections dans Z' et X sont £' et x, et tel que éF®^' SO1^ Z'-plat au
point t'. Soient Z[ (resp. Xj) un sous-préschéma fermé de Z' (resp. X) ayant pour espace
sous-jacent l'adhérence de {V} (resp. {#}), et posons TJ —X1xYZi. L'ensemble U des
points de T; où JF®YZ' est Z'-plat est ouvert dans T; ( n . i . i ) et contient t', donc
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V = UnTi est ouvert non vide dans T[. L'anneau A, étant artinien, est un anneau de
Jacobson, donc (10.4.6) Z[ et TL[ sont des préschémas de Jacobson; il existe par suite
dans V un point t'Q fermé dans V, et son image z'Q dans Z( est un point fermé de Z{ (10.4.7).
Soient/! la restriction de/à Xl5 // : T[-+Z{ la projection canonique; Vn/i'"1^) est

un ouvert non vide dans frl(j)®k(y)k(z'o)> et comme ce dernier préschéma est plat sur
fr1^), un point maximal t( de Vn//""1^) est nécessairement au-dessus de l'unique
point maximal x de Xx (2.3.4). Enfin, h(^ est une extension/mz> de k (I, 6.4.2) et
l'homomorphisme A = 0Yjy-> A'=0Z,)2, se factorise en 0Y> y -> @z>t z> -> 0z»t z>, donc
son noyau est contenu dans celui de 0Y y -> (S^, 9,. Ceci achève la réduction annoncée.

II) Réduction au cas où les A^ sont en nombre fini et sont des A-algèbres finies. — Soit nt^
l'idéal maximal de A^; comme A^ est un anneau local noethérien, l'intersection des m«n

est o (Oj, 7.3.5); l'intersection des w~1(ntaW)) pour tous les indices n et a, est donc égale
à l'intersection des noyaux des ua, donc est réduite à o par l'hypothèse (i). Puisque A
est artinien, il y a un nombre fini de ces idéaux dont l'intersection est déjà o; notons-les
M/"1 (m/71») (i^i^r). Comme les A't sont noethériens, les m^/m^4"1 sont des (AJ/mj)-
modules de longueur finie, et comme AJ/mJ est un A;-espace vectoriel de rang fini, on

voit que A" = Aj/mj'1*" est une A-algèbre finie et un anneau local artinien. La réduction
annoncée résulte donc de (2.1.4).

III) Fin de la démonstration. — Supposons désormais que les A^ (i<i^r) soient
en nombre fini et soient des A-algèbres finies. Pour tout i, le corps résiduel kt de A'^
est une extension finie de k\ utilisant l'hypothèse (ii), on en conclut que l'image
réciproque de x dans XJ est réduite au seul point x\ (4.3.2). Soient Y' le préschéma
somme des Y-, X'=XxYY', somme des Xt', ^f=^®^Yf. L'hypothèse entraîne que y
est Y'-plat aux points de l'image réciproque de x par la projection p : X'->X. Comme/?
est de type fini, il existe par suite un ouvert U'3p~l(x) tel que e^

r/ soit Y'-plat aux
points de U' (n . i . i ) . En outre, le morphisme Y'->Y est fini puisque les At' sont
des A-algèbres finies; donc/> est un morphisme fini (H, 6.1.5), par suite fermé (II, 6.1.10),
et il existe donc un voisinage affine U de # dans X tel que /?~1(U) CU'. Soient B et A'
les anneaux des schémas U et Y' (A' étant le composé direct des At') ; remplaçant X par U,

on a donc J^M, où M est un B-module, et par hypothèse M'=M®AA' est un
A'-module plat (2 .1 .2) ; comme l'homomorphisme A->A' est injectif par construction,
on peut appliquer (11.4.3), qui prouve que M est un A-module plat, C.Q.F.D.

Proposition (11.4.12). — Soient A un anneau local artinien de corps résiduel k,
Y=Spec(A), /:X->Y un morphisme localement de type fini, 3F un &x-Module cohérent.

Soient (A^) une famille d'anneaux locaux, et pour chaque a, wa : A->A^ un homomorphisme
d'anneaux. Posons Y;=Spec(A;), X; = XxYY;, /*=/$$, ^=^'®AAf

(X. Soit x un point
de X, et supposons vérifiées les conditions suivantes :

(i) L'intersection des noyaux des wa est réduite à o.
(ii) Pour tout a, ^'^ est f^-plat en tous les points A^eX^ dont les projections respectives

dans X et Y' sont x et le point fermé y'^ de Y^.
Alors 3F est f-plat au point x.
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Par hypothèse, l'intersection des noyaux des ua est réduite à o ; comme A est arti-
nien, il y a déjà un nombre fini de ces noyaux dont l'intersection est o, donc on peut
se borner au cas où la famille (A'a) est finie. Soit k' une clôture algébrique de A; ; on sait
(Om, 10.3.1) qu'il existe un homomorphisme local A->B faisant de B un A-module
plat, tel que B soit un anneau local artinien, entier sur A et que B®AA; soit isomorphe à k'.
Par platitude, les noyaux des homomorphismes B->B^ = B®AA^ se déduisent de ceux
des Ma par tensorisation avec B, et comme ils sont en nombre fini, leur intersection est
réduite à o (0I5 6. i. 3). Considérons les anneaux B^, localisés de B^ en ses idéaux maximaux ;
on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, cor. 2 du th. i) que l'intersection des
noyaux des homomorphismes B^->B^3 (pour un a donné) est réduite à o ; on en conclut
que l'intersection des noyaux des homomorphismes composés z>a3 : B->B^->B^3 (a et
P variables) est réduite à o. D'autre part, comme B est entier sur A, B^ est entier sur A'a,
donc ses idéaux maximaux sont au-dessus de l'idéal maximal de A^. Si l'on pose
z;0=sPec(B;0), T;3 = x;xy.z;3,/a'e=/;z,3), ^=^®AB et ^P=^®BB;PJ on voit
donc que les hypothèses (i) et (ii) sont encore vérifiées lorsqu'on remplace respecti-
vement A, A^, ua, 3F et x par B, B^, pap, ^ et un point t de T = X®AB au-dessus de x,
Comme le corps résiduel de B est séparablement clos, on déduit de (11.4.11) que ^
est plat sur B au point t. Mais puisque B est un A-module fidèlement plat, on conclut
de (2.1.4) que 3F est plat sur A au point x, ce qui prouve (11.4.12).

Corollaire (11.4.13). — Soient A un anneau artinien local, Y= Spec(A), f : X->Y un

morphisme localement de type fini, 3F un &x-Module cohérent. Soit (Y^) une famille de

A-préschémas, et pour tout a, posons X^= XxYY;, /a'=/(Yy, ^=^®YY«. Soit x un point

de X et supposons vérifiées les hypothèses suivantes :

(i) L'intersection des noyaux des homomorphismes A->F(Y^, 0Y') correspondant aux
morphismes structuraux est réduite à o.

(ii) Pour tout a, «^ estf^-plat en tous les points tf^eX^ dont la projection dans X est x.

Alors ̂  est f-plat au point x.
En effet, pour tout j^eY^, considérons le schéma local Y^ =Spec(^/ ); en

vertu de (2. i .4), «^«®Y'Y«'^ est Y^, -plat aux points dont les projections sur X et Y^,
sont x et le point fermé de Y^ . En outre le noyau de l'homomorphisme A->F(Y^, 0Y')
est l'intersection des noyaux des homomorphismes A->F(Y^y, , 0Y" , )> car on se ramène

aussitôt au cas où Y^ est affine, et il suffit alors d'appliquer Bourbaki, Alg. cornm.,
chap. II, § 3, n° 3, cor. 2 du th. i. En remplaçant la famille (Y^) par la famille des Y^' ^,
on est donc ramené à (11.4.12).

11.5. Descente de la platitude par des morphismes quelconques : cas général.

Théorème (11.5.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme localement de type fini, 3* un 0^-Module cohérent, x un point de X, y=f(x). Soit (Y^)
une famille de Y-préschémas locaux YJt=Spec(AJt) telle que les images des points fermés y'^

des Y^ soient toutes égales à y. Pour tout a, soient m^ F idéal maximal de A^, et wa : 0y->A^
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rhomomorphisme canonique (I, 2.4.4) ; on suppose que les intersections finies des idéaux u~l(m'£«)

forment un système fondamental de voisinages de o dans Oy. Posons X^=XxYYa,/a'=yjY')>
«^ra=«^'®YYa, et supposons vérifiée l'une des hypothèses suivantes :

(i) Pour tout a, «^ est f^-plat en tous les points dont la projection dans X est égale

à x et la projection dans Y^ égale à y'^.

(ii) Pour tout a, il existe un x'^e'X^ dont la projection sur X est x et la projection dans Y^

égale ày'a, tel que J2^ soitf^-plat au point x'a, et h(x] est une extension primaire de k(y).

Dans ces conditions, 3F est f-plat au point x.

Soit my l'idéal maximal de Gy\ comme &y et Ox sont noethériens et @y->@x un
homomorphisme local, il suffit, en vertu de (Om, 10.2.2), de prouver que pour
tout n>o, «^B/nÇ^j est un (0y/nt£) -module plat. Désignons par (3X) la famille des
intersections finies des u~l(mt

(^
at)i par hypothèse, il existe X tel que 3xCTny> et comme

^<\(^K)H^^ il suffira de prouver que ^W3x^* est
un (0p/3x) -module plat. Or, pour chaque a tel que 3xCw^1(ma7l<x)3 on a> par passage
aux quotients, un homomorphisme u'a : 0yfôi->A'Jm'""> et l'intersection des noyaux
des u'a est réduite à o. Compte tenu de (I, 3.6.1), on voit qu'on est ramené à (11.4.11)
dans le cas (ii), et à (11.4.12) dans le cas (i).

Corollaire (11.5.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X-^Y un

morphisme localement de type fini, ^ un @x-Module cohérent, x un point de X, y —f(x) ; posons

A=@y. Soit u : A->A' un homomorphisme de A dans un anneau de %ariski A', tel que V image

réciproque u"~l(xf) du radical r' de A' soit l'idéal maximal m de A; supposons en outre que

V homomorphisme u : A->A' soit injectif. Posons Y/=Spec(A/), X' = XxYY', f =/(?>),

J^'^J^yY'. Pour que & soit f-plat au point x, il faut et il suffit que &' soit f -plat en tout

point dont la projection dans X est égale à x et dont la projection dans Y' est égale à un point fermé

de Y'.
Si en outre A' est une A-algèbre finie, on peut dans ce qui précède remplacer V hypothèse que u

est injectif par l'hypothèse que u est injectif.

Comme A (resp. A') s'identifie à un sous-anneau de À (resp. Â;) (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 3, n° 3, prop. 6), on voit d'abord que u lui-même est injectif
et que u est son prolongement par continuité à A.

Soit (m^) la famille des idéaux maximaux de A' ; comme on a

m»Â' = », et m * n A' = m'*,

et que les m«n sont ouverts dans A', on a u~1(mf
(t

n) = Anù~1(rh^), et il suffira de
'montrer que dans A, les intersections finies des 2~1(m^n«) forment un système fonda-
mental de voisinages de o, ce qui permettra d'appliquer (11.5.1) aux homomorphismes
composés v^ou : A->A^, , où pa : A'->A'm, est l' homomorphisme canonique. Comme A
est complet, il suffira de montrer que l'intersection des 2"~1(frt^/1«) est réduite à o
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 7, prop. 8, où on peut dans la démonstration
remplacer la suite décroissante par un ensemble filtrant quelconque). Or, pour tout a
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fixé, l'intersection des m^Â^ pour n> o est réduite à o dans l'anneau local noethérien Â~, .
D'autre part les fn^ sont les idéaux maximaux de A', donc l'homomorphisme canonique
A'->IlA~, est injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, cor. 2 du th. i), et

a a ^ ^
comme par hypothèse u : Â-^Â' est aussi injectif, cela achève la démonstration dans
le cas général. La dernière assertion résulte de ce que À est un A-module fidèlement
plat (0I5 7.3.5) et A' = A'®AA puisque A' est par hypothèse un A-module de type fini
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 4, th. 3 et chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. 9).

Proposition (11.5.3). — Soient /: X->Y un morphisme localement de présentation finie,
3F un 0^-Module quasi-cohérent de présentation finie, x un point de X, y =/(#), g = (^, 6) : Y' ->Y
un morphisme propre de présentation finie. On suppose que :

(i) L'homomorphisme 0^ : 0y->(£#(0y))y est injectif.

(ii) Pour tout x'eX'=XxyY' dont la projection dans X est x, 3F'=z&®JT est
Y'-plat au point xf.

Alors 3F est f-plat au point x.

La question étant locale sur X, on peut supposer f de présentation finie. Soit
p : X'->X la projection canonique. Comme f'=f(^ : X'->Y' est de présentation
finie (1.6.2) et que 3F' est un 0x,-Module de présentation finie (0I5 5.2.5), il résulte
de (11.3.1) que l'ensemble U7 des points de X' où !F' est/'-plat est ouvert. Comme U'
contient p~l(x) par hypothèse, et que p est propre, donc fermé, U' contient un ensemble
de la forme j&~1(U), où U est un voisinage de x. Remplaçant X par U, on peut donc
supposer déjà que 3?' est f-plat. D'autre part, tenant compte de (I, 3.6.5), (II, 5.4.2)
et (2.1.4), on peut remplacer Y par Spec(0y), autrement dit supposer que Y=Spec(A),
où A est un anneau local. Sous ces conditions, on va prouver que ̂  est f-plat. En vertu
de (5.13.3), A est limite inductive de sous-anneaux locaux noethériens Ax tels que
l'injection canonique AX->A soit un homomorphisme local. En vertu de (8.9.1), on
peut supposer que X = Xx®AxA, /=/X®IA> «^r=^x®AxA, pour un X convenable,
/x : Xx->Yx = Spec(Ax) étant un morphisme de type fini, ^"x un 0Xx-Module cohérent.
De même, on peut supposer que Y'=Yx®AxA, g = gx®1^ ou S\ '• Y'X-^YX est un
morphisme de présentation finie; en outre (8.10.5, (xii)), on peut supposer que £x

est propre. Comme par hypothèse l'homomorphisme A->F(Y', 0Y0 est injectif et que Ax

est un sous-anneau de A, l'homomorphisme AX->F(Y', 0y.) est aussi injectif. Enfin,
en vertu de (11.2.6), on peut supposer X pris tel que «^"x = ̂ "X^YX^'A soit /x"plat>
puisque ^' = ̂ fê^, Y'. Ces remarques prouvent que l'on peut désormais supposer
l'anneau A noethérien, les autres hypothèses de (11.5.3) étant vérifiées. Posons alors
B = Â, Z = Spec(B); comme B est un A-module fidèlement plat (0I5 7.3.5), il revient
au même de dire que & est/-plat ou que ^®YZ est Z-plat (2.1.4); de même, si l'on
pose Z'=Y'xYZ, le morphisme Z'->Y' est fidèlement plat (2.2.13), donc il revient
au même de dire que 1F' est/'-plat ou que «^"'®Y,Z' est Z'-plat; enfin h=g(Z) : Z'-^Z
est propre (H, 5.4.2) et de type fini (1.5.2), À est noethérien, et si z est son point
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fermé, l'homomorphisme ^g-^(k(^z'))z est injectif, car il résulte de (2.3.1) que
^(^Z')=^(^Y')®YZ, et notre assertion résulte de l'hypothèse (i) et de la définition des
modules plats (0^ 6.1.1).

On peut donc désormais supposer l'anneau local noethérien A complet', la démons-
tration sera achevée si l'on prouve que l'intersection des noyaux des homomorphismes
A = 0y-*(9y, (où y' parcourt g~*(y)) est réduite à o. En effet, les @y, sont des anneaux
locaux noethériens, donc pour chaque y' l'intersection des rrÇ (w^o) est réduite à o;
si anil/> est l'image réciproque dans A de rrÇ, les intersections finies des an%y» sont des
voisinages de o dans A et l'intersection de tous les aw^ est réduite à o; les intersections
finies des antV> formeront donc un système fondamental de voisinages de o dans A
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 7, prop. 8, où on peut dans la démonstration
remplacer la suite décroissante par un ensemble filtrant quelconque); on pourra par
suite appliquer (11.5.1). Or, soit se A un élément appartenant au noyau de chacun
des homomorphismes A-+0y,; l'image s' de s dans F (Y7, 0y,) est donc une section
de 0Y, au-dessus de Y' telle que s'y,= o pour tout y'^g~^(y] ; il y a par suite un voisinage V
de g~^(y) dans Y' tel que s'\ V— o. Mais comme g est fermé, V contient un ensemble
de la forme ^~1(V), où V est un voisinage ouvert dejy dans Y; or, Y est un schéma local,
donc le seul voisinage du point fermé y de Y est Y tout entier, autrement dit V'=Y',
s' = o, et comme A->F(Y', 0y,) est injectif par hypothèse, s = o. C.Q.F.D.

Le cas particulier suivant de (11.5.3) nous sera utile au chap. V :
Corollaire (11.5.4). — Soit /=(^, 6) : X->Y un morphisme propre de présentation

finie, et soit p : XxYX->X la première projection. On suppose que Q : ^y~>X(^x) so^ injectif.
Alors, pour que f soit plat, il faut et il suffit que p le soit.

Proposition (11.5.5). — Soient A un anneau, Y = Spec(A), f: X->Y un morphisme
localement de présentation finie, ^ un @x-Module quasi-cohérent de présentation finie, x un point
de X. Soit A-»A' un homomorphisme injectif faisant de A' une algèbre entière sur A. Posons
Y'=Spec(A'), X'=XxYY', /'=/xi, Jr/-^r®YY/. Alors, si &' est f-plat en tout point
de X' dont la projection dans X est égale à x, ̂  est f-plat au point x.

Supposons d'abord que A' soit une A-algèbre finie et de présentation finie', alors le
morphisme Y'->Y est propre (II, 6.1.11) et de présentation finie, donc les hypothèses
de (11.5.3) sont vérifiées, d'où la conclusion. Dans le cas général, la proposition résultera
de ce cas particulier, du fait que A' est limite inductive de ses sous-A-algèbres finies
A^ et des deux lemmes suivants :

Lemme (11.5.5.1). — Toute A-algèbre finie A' est limite inductive de A-algèbres A(
qui sont finies et de présentation finie.

On raisonne comme dans (1.9.3.1). On a en effet A' = B/3, où B est une A-algèbre
finie qui est un A-module libre, et 3 un idéal de B (1.4.7.1). Or, 3 est limite inductive
des idéaux 3xc3 ^e ^ qui sont de type fini (et a fortiori des A-modules de type fini], donc,
par l'exactitude du foncteur lim, A' est limite inductive des A-algèbres B/3X; or, B/3X

est par définition un A-module de présentation finie, donc aussi (1.4.7) une A-algèbre
de présentation finie.
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Pour appliquer ce lemme à la situation de (11.5.5) on notera en outre que si
l'homomorphisme A-»A' est injectif, il en est ainsi a fortiori de A->A'X pour tout X.

Lemme (11.5.5.2). — Soient A un anneau, A' une A-algèbre, (A'x) un système inductif
de A-algèbres tel que A' = limAx; on pose Y=Spec(A), Y'=Spec(A'), Y^=Spec(A'x).

Soient jf:X->Y un morphisme de présentation finie, !F un 0X-Module quasi-cohérent de
présentation finie ; on pose X' = XxYY', /' =/{Y,}, &' = J*"®YY', Xx= Xx YYX, /x' =f(r>),
3F'i = !F®^ï\. Soit x un point de X, tel que J^' soit f-plat en tous les points #'eX' au-dessus
de x ; alors il existe A tel que 3*'^ soit f-^-plat en tous les points de Xx au-dessus de x.

Soit U' l'ensemble des #'eX' tels que 3F' soit/'-plat au point #'; on sait (11.3.1)
que U' est ouvert dans X' puisque/' est de présentation finie (1.6.2); de même
l'ensemble Ux des points de Xx où '̂x est/x-plat est ouvert dans XX) et on sait en outre
(n.2.6) que U' est réunion des ^^1(UX), où z>x : X'->XX est la projection canonique.
Considérons le schéma T=Spec(fc(#)) ; posons T' = TxYY', Tx—TxYY'x, et soient
wx : T'->T'X, g' : T'->X'5gx : TX->X'X les projections canoniques. Posons Vx=,gx~1(Ux),
V/ = ^-1(U') = Ua;x1(Vx). Par hypothèse on a (compte tenu de (I, 3.6.1)) V'=T;

comme T' est quasi-compact, il existe X tel que ^x^(Vx) = T'. On déduit alors de (8.3.3)
appliqué aux parties fermées quasi-compactes Tx—Vx de T'x, qu'il existe \L^-\ tel
que T^=V^; cela signifie que 3F'^ est/J-plat en tous les points de X^ dont la projection
dans X est x. C.Q.F.D.

ii.6. Descente de la platitude par des morphismes quelconques : cas d'un
préschéma de base unibranche.

Théorème (11.6.1). — Soient A un anneau local intègre géométriquement unibranche
(0,23.2.1), Y=Spec(A), /: X->Y un morphisme localement de présentation finie, SF un
G ̂ -Module quasi-cohérent de présentation finie. Soient A' un anneau local, u : A->A' un homo-

morphisme local injectif; on pose Y'— Spec(A'), X'= Xx Y
Y'>/'=./(Y')> ̂ ' = <^"®YY/- Soient x

un point de X dont la projection f ( x ) —y est le point fermé de Y3 x' un point de X' dont les projections
dans X et Y' sont respectivement x et le point fermé y' de Y'. Alors, si 3F' est f-plat au point x',
^ est f-plat au point x.

On peut se borner au cas où / est de présentation finie, la question étant locale
sur X. Nous procéderons en plusieurs étapes.

I) Réduction au cas où A et A' sont des anneaux locaux intégralement clos.

Comme u est injectif et A intègre, il existe un idéal premier p' de A' tel que

2/~1(p /)=o (0I5 i .5.8); Phomomorphisme composé A->A'->A" = A'/p' est donc injectif
et local, et si Y"-Spec(A"), X"=X'(x)A,A"=XxYY", #""=.F'®A,A", &" est Y"-plat
aux points de X" au-dessus de x' (2.1.4); remplaçant au besoin A' par A" et tenant
compte de (I, 3.4.7), on peut donc supposer d'abord que A' est intègre. Si K' est le corps
des fractions de A', il y a alors un anneau de valuation B' dans K' qui domine A'; l'homo-

morphisme composé A-»A'->B' étant injectif et local, le même raisonnement que
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précédemment permet de remplacer A' par B' ; on peut donc supposer l'anneau local A'
intégralement clos, A étant un sous-anneau local de A' dominé par A'. Soit A1 la clôture
intégrale de A; il est clair que AcA^A', et par hypothèse A1 est un anneau local;
si m, ml5 m' sont les idéaux maximaux de A, A15 A', on a mcirixCm'; en effet, m± est
le seul idéal premier de Al au-dessus de m, puisque Ax est un anneau local (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 2, n° i, prop. i); comme rrTnA^rrt, on a m'nAjnA^m,

donc m'nA^nt!. Posons Y1=Spec(A1), X1=XxYY1,/1=;/JY1)' ^
ri=«^r®yY1, et

soit x1 la projection de x' dans Xx; désignons d'autre part par y± l'unique point fermé
de Y15 de sorte que j1=/1(^1). Par hypothèse le morphisme Spec(fe(71))-^Spec(/c(j))
est radiciel, d'où l'on conclut, par la transitivité des fibres (I, 3.6.4) et (I, 3.5.7), que
le morphisme /i~1(j;i) ->f~l(y) est radiciel, et en particulier que x± est le seul point de Xj
dont les projections dans X et Yj soient x etjx respectivement; en outre, on a vu que yl

est le seul point de Yx dont la projection dans Y soit j, donc x± est le seul point de Xx

dont la projection dans X soit x. Si l'on prouve que ̂  est/^plat au point #15 on pourra
donc appliquer (11.5.5), d'où résultera la conclusion. On est donc ramené au cas où A
lui aussi est intégralement clos.

II) Réduction au cas où A et A' sont des anneaux locaux de Z-algèbres de type fini intégralement
closes.

On peut considérer A' comme limite inductive filtrante de ses sous-Z-algèbres
(intègres) de type fini Bx; en outre, comme A' est intégralement clos et que la clôture
intégrale d'une Z-algèbre de type fini est aussi une Z-algèbre de type fini (7.8.3), on
voit que A' est limite inductive de ses sous-Z-algèbres de type fini Bx intégralement closes;
si Tnx = m'nBx, A' est aussi limite inductive des sous-anneaux locaux (Bx)mx —A x

dominés par A' (5.13.3). Pour tout X, BxnA est aussi limite inductive de ses sous-
Z-algèbres de type fini BaX, donc A=limBaX, et comme plus haut on peut remplacer BaX

oc, A

dans cette formule par sa clôture intégrale (contenue par hypothèse dans BxnA), puis
par l'anneau local AaX=(BaX)m , où maX=mnBaX=m'xnBaX , de sorte que AaX est

oc A
dominé par Ax et par A. Posons YaX = Spec(AaX); il résulte de (8.9.1) qu'il existe
un couple (a, X) assez grand, un morphisme /aX : XaX->YaX de type fini et un
0XaX-Module cohérent JFaX tels que X = XaXxYaXY, /=/aXX IY, ^=^r«x®yaXY; si *aX

est la projection de x dans XaX, il suffira de montrer que ̂ ^ est/ax"plat au point x^.
Comme A' est limite inductive des A^ pour (JL^X, X' est limite projective des
XaXxYaXY;=X^, et on a aussi J^jr^y', où ̂  = ̂ aX®yaXY;. Appliquant
(u.2.6), on voit qu'on peut prendre JJL assez grand pour que 3?'^ soit Y^-plat au
point x'p, projection de x' dans X^, et en outre, par construction des A^, la projection
de x'p dans Y^ est le point fermé de Y^.

III) Réduction au cas où le corps résiduel k' de A' est une extension finie et radicielle du
corps résiduel k de A.

On peut en premier lieu répéter le raisonnement de la partie I) de la
démonstration de (11.4.11), tenant compte du fait que Z est un anneau de
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Jacobson ; on se réduit ainsi au cas où k' est une extension finie de k, ce que
l'on va supposer dans ce qui suit. Soient k" la plus grande extension séparable
de k contenue dans k', kl une extension galoisienne finie de k contenant £", de
sorte que k"®kk^ est composée directe de corps isomorphes à k±\ comme k' est une
extension radicielle de k", k'®^ est donc composée directe d'extensions radicielles
de k^. Il existe un anneau local Al qui est une A-algèbre et un A-module libre de type fini,
tel que Al/mAl soit A:-isomorphe à k± (Om, 10.3. i .2) ; de façon précise, on peut supposer
que A1 = A[T]/(r), où r est un polynôme unitaire irréductible et séparable de £[T]
de degré n\ si R est un polynôme unitaire de A[T] dont l'image canonique est r (et qui
est donc de degré w), on peut prendre Ax—A[T]/(R). Or, si K est le corps des fractions
de A, il est clair que R est un polynôme irréductible et séparable de K [T] ; on en déduit
donc d'abord que Al est un anneau intègre dont le corps des fractions K1 = K[T]/(R)
est une extension séparable de K. En outre, si t est l'image canonique de T dans A1?

les V (o^j<n) forment une base du A-module A15 et leurs images dans ki une base sur A:;
on déduit de là que rf=det(TrAi/A(f*+J')) est un élément de A dont la classe dans k
est 4=0, et qui est par suite inversible. Le même raisonnement que dans (6.12.4. i, I))
prouve alors que le morphisme Spec(A1)-^Spec(A) est plat et a ses fibres régulières;
on conclut par suite de (6.5.4, (îî)) °lue ^i est intégralement clos. Considérons alors
l'anneau AJ = A'®AA1; c'est un A'-module libre de type fini, donc un anneau semi-
local (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. 9) ; en outre, les idéaux
maximaux de cette A'-algèbre finie sont tous au-dessus de l'idéal maximal m' de A',
et a fortiori contiennent mA[. Mais AJ/mAJ = (A7tnA')®fcA:1, et comme AJX est une exten-
sion séparable et finie de k, le radical de AJ/mA[ est égal à (m'/TttA')®^ (Bourbaki,
Alg., chap. VIII, § 7, n° 2, cor. 2 de la prop. 3) ; si n{ (i^i^r) sont les idéaux maximaux
de AI, les corps AJ/n,- sont donc les corps composant l'algèbre k'®kk^ autrement dit
ce sont des extensions finies radicielles de k±. D'ailleurs, comme A->A' est un homo-
morphisme injectif, il en est de même de A^A^, Ax étant un A-module plat;

r

l'homomorphisme canonique A[-> H (A[)n étant lui aussi injectif (Bourbaki, Alg. comm.,
»-i

chap. II, § 3, n° 3, th. i), il en est de même du composé AJL-^Ï! (AJ)n.. Mais Ax est
» = i *

intègre, et les noyaux des homomorphismes A1->(AJ)n sont en nombre fini; comme
leur intersection est nulle, c'est que l'un d'eux déjà est nul. En d'autres termes, il
y a un B1 = (AJ)n. tel que l'homomorphisme A1->B1 soit injectif et local. Posons
Y; == Spec(B1), X; = X' X y Y; ; &[ = J^'®Y, Y; est Y(-plat en tous les points de XJ au-dessus
de #'; d'ailleurs l'idéal maximal de El est le seul au-dessus de m', par suite tous ces
points ont pour projection dans Y{ le point fermé y[. Soit x( un de ces points. Posons
d'autre part Y1 = Spec(A1), X^XXyY^ ^r

1=^r®YYl:> si x^ est la projection de x(
dans Xj, la projection de xl dans X est x et sa projection dans Yt est le point ferméy^.
Si l'on prouve que (^i)Xl est un ^-module plat, il en résultera que ̂ x est un ^-module
plat; en effet Gyi est un ^-module plat, donc (^i)Xl est un ^-module plat (Oj, 6.2. i).
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Mais 0^i)a;1=«^"a;®<9 ^> et ®Xl
 est un ffx-modulc fidèlement plat; donc (2.2.11, (iii))

9>x est un ^-module plat. Comme X{ = X1XyiY1
/, &r(—&ri®?^ï[> on est bien ramené

à la situation de l'énoncé (i i .6. i), avec A et A' remplacés par Al et Bt respectivement.

IV) Fin de la démonstration. — On est finalement réduit à prouver (11.6.1) sous
les hypothèses supplémentaires suivantes :

(i) A et A' sont des anneaux locaux de Z-algèbres de type fini (donc des anneaux
excellents (7.8.3));

(ii) A est intégralement clos;
(iii) le corps résiduel k' de A' est une extension finie et radicielle du corps résiduel k

de A.
On sait alors ((7.8.3) et (2.3.8)) que sous les conditions (i) et (ii), si m et m'

sont les idéaux maximaux de A et A' respectivement, la topologie m-adique sur A est

induite par la topologie m'-adique de A'. Le complété û : A->A' est donc un homo-
morphisme injectif. D'autre part, comme le morphisme Spec(/t')->Spec(£) est radiciel,
il en est de même du morphisme //~1(y)^/~1(j) (I, 3 - 5 - 7 ) > et il n'y a donc qu'unseul
point xf de X' dont les projections dans X et Y' soient x et y' respectivement. On peut
donc appliquer le résultat de (11.5.2). C.Q.F.D.

Corollaire (11.6.2). — Soient A un anneau local intègre unibranche, Y=Spec(A),
/:X->Y un morphisme localement de présentation finie, 3F un 0^-Module quasi-cohérent de
présentation finie. Soient A' un anneau local, A-^A' un homomorphisme local injectif; on pose

Y' = Spec(A'), X' = XxYY', /'=/(Y')> «^'^^^yY'- Soit x un Point de x dont la projec-
tion f(x}=y est le point fermé de Y; on suppose que 1F ' est f-plat en tous les points x' de X'
dont les projections dans X et Y' sont respectivement x et le point fermé y' de Y'. Alors 3F estf-plat
au point x.

On peut en effet reprendre la partie I) de la démonstration de (11.6.1), qui
prouve (avec les mêmes notations) que si 3?^ estyi-plat en tous les points xl de Xx dont
les projections respectives dans X et Yx sont x etjyl5 alors 3F est/-plat au point #; on est
ainsi ramené au cas où A est intégralement clos, donc géométriquement unibranche, et la
conclusion résulte alors de ( 11.6. i ).

11.7* Contre-exemples.

(11.7.1) Considérons d'abord le cas où A est un anneau local artinien, et où les hypothèses de (11.4.11)
sont remplies sauf la condition (ii) concernant le corps résiduel k de A. Nous allons voir que la conclusion
de (11.4.11) peut alors être en défaut. Soit k un corps admettant une extension galoisienne k' de degré [£' : k] > i,
et désignons par F le groupe de Galois de k'. Soit A une ^-algèbre ayant une base de 3 éléments i, a, b avec
la table de multiplication fl2 = ab = ba = b* = o, de sorte que A est un anneau local artinien dont l'idéal maximal
vn. — ka-\-kb est de carré nul. Soit A' = A®^', qui est une /-'-algèbre de base i, a, b} anneau local artinien d'idéal
maximal m'=k'a + k'b = mA', de carré nul; A s'identifie canoniquement à un sous-anneau de A'. Soit 3 le sous-
A'-espace vectoriel de m' engendré par a -f y£, où -^Ekf n'appartient pas à A:; il est clair que 3 est un idéal de A'.
Posons B = A'/3; c'est un anneau artinien qui est un A-module non plat; sinon (Bourbaki, Alg. comm., chap. II,
§ 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), B serait un A-module libre; comme A' est lui aussi un A-module libre, et que
rhomomorphisme canonique A7mA'->B/mB est bijectif, l'homomorphisme canonique A'—>B = A'/3 serait lui

157



158 A. G R O T H E N D I E G K Chap. IV

aussi bijectif (loc. cit., n° 2, cor. de la prop. 6) ce qui est absurde. Autrement dit, si l'on pose Y = Spec(A),
X = Spec(B), <9X n'est pas Y-plat en l'unique point x de X. Mais soit A1 = B, et Y1 = Spec(A1), et considérons
Phomomorphisme canonique A—>-Al5 qui est local et injectif puisque 3flA = o; si Bx = B(S)AA1 = B®AB, nous
allons voir qu'il y a un point de Xx = XxYY1 = Spec(B1) où &x est ^^plat. Pour cela, remarquons que l'on a
B®AB = (A'®AA/)/(Im(3®AA')-r- Im(A'®A3)). Or la structure de' C' = A'®AA' s'obtient aisément; on considère

la A-algèbre produit G = II AJ,, où tous les A'0 sont égaux à A', et l'application canonique 9 : A'®A A'—>G telle
oer

que 9(#(8)7) = (a(#)jOoer (le groupe F opérant canoniquement sur A'); en passant aux quotients, on en déduit

un homomorphisme C'/mC'—>• C/mC qui n'est autre que l'homomorphisme canonique A;'®^'—>• II k'Q (avec k'a = k'
o

pour tout oGF); on sait que ce dernier est bijectif (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 8, prop. 4), donc il en est de
même de 9, puisque G' et G sont des A-modules libres (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. de la prop. 6).
De ce qui précède, il résulte que B®AB est une A-algèbre semi-locale, composée directe des A-algèbres locales
A//(a(3) + 3)« Celle de ces algèbres correspondant à l'identité de F est isomorphe à A'/3» donc est un A^module
plat, mais comme ^^k, il y a au moins un cGF tel que o(3) + 3; alors a(3) + 3 = ™', et A'/m' n'est pas un
(A'/3)-module plat, puisque c'est le quotient de A'/3 par un idéal non nul.

(11.7.2) Nous allons maintenant montrer que le résultat de (11.5.4) perd sa validité lorsqu'on ne suppose
plus que f soit un morphisme propre (et a fortiori (11.5.3) cesse d'être exact lorsqu'on ne suppose plus g propre).
Soient k un corps, A0 l'anneau de polynômes &[S, T], A l'anneau quotient A0/A0ST; Y = Spec(A) est donc la
courbe réductible formée des deux « axes de coordonnées » dans le plan affine V| = Spec(A0). L'anneau A admet
deux idéaux premiers minimaux px = A0S/A0ST, p2 = A0T/A0ST, et comme A est réduit, il se plonge canoniquement
dans B = B10B2, où B! = A/px, B2 = A/p2; d'ailleurs Bx s'identifie à &[T] et B2 à &[S], donc ce sont des anneaux
intègres intégralement clos et par suite Z = Spec(B) n'est autre que le normalisé du préschéma Y par rapport
à R(Y) (II, 6.3.8), somme des deux schémas Z1 = Spec(B1), Z2 = Spec(B2). Désignons parj le « point double»
de Y, correspondant à l'idéal maximal px + p2 = m de A, par z± et zz les points de Z qui se projettent en y, corres-
pondant respectivement aux idéaux maximaux mx = (T) et m2 = (S) de Bt et B2. Nous désignerons par X le sous-
préschéma de Z induit sur le complémentaire de z2 dans Z; on a donc X = Spec(B1©(B2)s); il est immédiat que
l'homomorphisme A—>A' = B1©(B2)S est injectif, mais le morphisme correspondant /:X—>-Y n'est pas fermé
(car /(Z2—{z z}) n'est pas fermé dans Y, bien que Z2—{z2} soit fermé dans X); a fortiori il n'est pas propre.
Nous allons voir maintenant que f n'est pas plat au point 21; il suffira de montrer (0I5 6.6.2) que ®z n'est pas un
^-module fidèlement plat, et pour cela il suffit de voir que l'homomorphisme canonique <9 —><9 n'est pas injectif:,
mais cela est immédiat car O est un anneau intègre, tandis que &y admet des diviseurs de zéro. Cependant,
la première projection / ? :Xx Y X—>-X est un isomorphisme : en effet, on a B10AB1 = (A/p1)®A(A/p1) = A/p1$

(B2)s®A (B2)s = (B2®AB2)S = (B2)s pour la même raison, et enfin B1®A(B2)S = o, car l'image canonique de S dans Bx

est nulle.
(11.7.3) L'exemple précédent peut se généraliser : on considère sur un corps k une courbe algébrique

réduite Y admettant un seul « point double ordinaire » y (notion qui sera définie plus tard de façon générale),
et sa normalisée Z, de sorte que le morphisme g : Z—>Y est fini, que la restriction de g à Z—g l(y) est un
isomorphisme sur Y — { y } , et que g~l(y) se réduit à deux points « simples» zl9 zz', en outre le préschéma g~l(y)
est somme des deux préschémas Spec(fe(<21)), Spec(fe(^2)), canoniquement isomorphes à Spec(fe(^)). Soit X
le sous-préschéma de Z induit sur l'ouvert Z — { z % } ; le morphisme /: X->Y, restriction de g à X, n'est pas
propre, sans quoi (II, 5.4.3) il en serait de même de l'injection canonique j : X->Z, qui n'est pas fermée. Le
morphisme / est radiciel, car pour tout y G Y, la fibre f~l(y') ne comprend qu'un seul point x', fe(y)->fe(x/)
étant un isomorphisme; on en conclut d'abord que le morphisme diagonal A^ : X->XxYX est bijectif (1.7.7.1)
et d'autre part, comme y est non ramifié (17.4.2, d'))9 A^ est une immersion ouverte (17.4.2, b))', par suite A^ est
un isomorphisme, et la première projection p : XxYX—>-X Pisomorphisme réciproque. Cependant f n'est pas plat
au point z^; sinon c?2 serait un (9^-module fidèlement plat (QI9 6.6.2), et comme &y contient deux idéaux premiers
minimaux px, p2 distincts (correspondant aux deux« branches» de Y au point y) il existerait dans ®z deux idéaux
premiers dont les images réciproques par u : ®y->®z^ seraient px et p2 (QI9 6.5.1); mais cela est absurde, car &Z1

n'a que deux idéaux premiers distincts, o et l'idéal maximal ml9 et M~1(m1) est l'idéal maximal m de &y.
(11.7.4) On notera que dans l'exemple précédent l'homomorphisme u est injectif lorsque Y est irréductible

(on peut par exemple prendre Y= Spec(£[S, T]/(S(S2 + T2) — (S2—T2))), « cubique à point double ») ; on peut
en effet alors (en remplaçant Y par un voisinage affine de y) supposer que Y=Spec(A), où A est intègre, d'où
Z = Spec(B), où B est la clôture intégrale de A; comme B, 0y et O^ s'identifient alors à des sous-anneaux du corps
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des fractions de A, u est évidemment injectif. On notera par contre que l'homomorphisme u : ®y—>#0i n'est pas

injectif, car ̂ est un anneau intègre local (z± étant un point simple), tandis que &y a deux idéaux premiers minimaux
distincts (correspondant aux deux « branches » de Y) et admet donc des diviseurs de zéro. Cela donne un exemple
montrant que dans l'énoncé (11.5.2), on ne peut pas remplacer l'hypothèse que u est injectif par l'hypothèse que u
lui-même est injectif, même lorsque A' est un anneau local. Il suffit en effet de prendre (avec les notations précé-
dentes) A = Oy, A' = #2i, Y= Spec(A), X = Spec(A/) ; le raisonnement de (11.7.3) prouve encore que la première
projection p : X X V X — > X est un isomorphisme, bien que y ne soit pas plat au point z±.

(11.7.5) Les exemples de (11.7.2) et (11.7.3) expliquent la restriction aux anneaux locaux unibranches
dans (n .6. i) et (11.6.2). Nous allons voir maintenant que dans (n .6. i), on ne peut affaiblir l'hypothèse sur A
en supposant seulement A unibranche. Considérons en effet l'anneau local intègre complet A = R[[U, V]]/(U2 + V2)
qui est unibranche mais non géométriquement unibranche (6.5. n). On sait (loc. cit.) que si M, v sont les images

de U et V dans A, la clôture intégrale de A est A = A[£] avec t = vlu, tel que t2 = — i, si bien que A est isomorphe

à C[[U]]. Posons Y = Spec(A), X = Spec(Â) (normalisé de Y (II, 6.3.8)) et soient y et x les points fermés de Y
et X respectivement; nous allons montrer que pour une A-algèbre locale convenable A', si l'on pose Y' = Spec(A/),
X' = XxyY', et si y désigne le point fermé de Y', #x/ est Y'-plat en un point de X' dont les projections dans X
et Y' sont respectivement x et y, mais n'est pas Y'-plat en tous les points ayant ces projections; il en résultera évidem-

ment (2.1.4) que <9X n'est pas Y-plat au point x (ce qui est d'ailleurs trivial a priori, A n'étant pas un A-module libre).

Soit B = A®RC, isomorphe à C[[U, V]]/(U + fV)(U—iV); B a deux idéaux premiers minimaux p', p"

engendrés respectivement par u + iv et u—iv, et n = p' -{- p" est l'idéal maximal de l'anneau local complet B.

Soit B = A®RC; B est composée directe de deux algèbres isomorphes à C[[U]], engendrées par les idempotents

e'=(i ® i -+- /(8h')/2 et e"= (i ® i —t® i)/2; comme l'homomorphisme A-> A est injectif, il en est de même de B->B,

et les images de u -f- w et de u—iv par cette injection sont respectivement uef et ue"'; on en conclut aussitôt que B

s'identifie canoniquement à (B/p')© (B/p"). Cela étant, prenons pour A' l'anneau local B/p'; alors A(E>AA'

s'identifie à "5®BA/. Mais on a (B/p7) ®B(B/p') = B/p' et (B/p')®B(B/p") = B/n, donc Â®AA' est isomorphe
à A'@(B/n). Cela établit notre assertion, car B/n = A'/(n/p') n'est pas un A'-module plat (sans quoi ce serait
un A'-module libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), ce qui est absurde).

il.8. Un critère valuatif de platitude.

Théorème (i 1.8.1). — Soient f: X->Y un morphisme localement de présentation finie,
3F un (9^ Module quasi-cohérent de présentation finie, x un point de X, y =f(x). On suppose

Vanneau local &y intègre (resp. réduit et noethérien). Pour que 3F soit f-plat au point x, il faut et

il suffit que, pour tout anneau de valuation (resp. tout anneau de valuation discrète) A' et tout

homomorphisme local @y->Af, la condition suivante soit satisfaite : en posant Y'=Spec(A'),
X'=XxYY', f'=fp,)9 le O^-Module ^f=^®^f' est ff-plat en tous les points x' de X'
dont les projections respectives dans X et Y' sont x et le point fermé y' de Y'.

La condition étant évidemment nécessaire (2.1.4), reste à prouver qu'elle est
suffisante. On peut évidemment ((I, 3.6.5) et (I, 2.4.4)) se borner au cas où Y=Spec(A)
est le spectre d'un anneau local A et j> le point fermé de Y.

(i) Cas où A est intègre. — Soient K le corps des fractions de A3 A1 la clôture
intégrale de A; si l'on pose Y1 = Spec(A1), X1 = XxYY1,/1=j^Yl)j il suffit, en vertu
de (11.5.5), de montrer que ^"1=«^"®YY1 est/rplat en tous les points x± de Xj dont x
est la projection dans X. Or, si /i(#i)~J>i5 on a j^^rrt!, où ml est un idéal premier
de A! dont m = \y est la trace sur A (ml est d'ailleurs nécessairement un idéal maximal).
Soit alors A' un anneau de valuation pour K qui domine ffyi = (A-L)mi; l'homomor-
phisme A->&yi étant local, il en est de même de A->A;. Il existe alors au moins un
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point #'eX' dont les projections dans Xj et Y' sont respectivement x^ et y (I, 3.4.7);
comme par hypothèse &' est /'-plat au point x'9 et que 0Vi est intégralement clos, on
peut appliquer (i i .6. i), et on en déduit que 3F ̂  est/^plat au point xl9 d'où le théorème
dans ce cas.

(ii) Cas où A est réduit et noethérien. — Soient pi (i < z< m) les idéaux minimaux de A;
comme A est réduit, il s'identifie canoniquement à un sous-anneau du produit des
AI = A/PJ-, qui sont des anneaux locaux noethériens; posant Y,- = Spec(Aj-), Xf- = X XYYj ,

fi=fçY.)9 il résulte de (11.5.2) qu'il suffit de démontrer que pour chaque i, 3F ̂  —S'Ç&^fi
est /-plat en tout point x^ de Xt- dont les projections dans X et Yt- sont x et le point
fermé yi de Yf respectivement. Or, comme At- est un anneau local noethérien intègre,
il existe dans son corps des fractions K^ un sous-anneau A" contenant At-, qui soit une
A-algèbre finie (donc un anneau semi-local noethérien) et dont les anneaux locaux
soient géométriquement unibranches ((6. 15.5) et (0, 23.2.5)). Comme les idéaux maximaux
de AJ' sont alors nécessairement au-dessus de l'idéal maximal de At:, on déduit encore
de (1,3.4.7) et de (11.5.2) qu'il suffit, en posant Y"=Spec(A"), X" = XxYY-',
fi'=fçyy)9 de prouver que ^y=.^"®yYJ' est /"-plat en tout point x'{ de X" sont les
projections dans X et YJ' sont x et le point fermé j" de YJ' respectivement. Or, soit A'
un anneau de valuation discrète pour K,- dominant AJ-', et soit x' un point de X' dont
les projections dans X" et dans Y' sont x'j et y respectivement (I, 3.4.7); comme Gyn
est géométriquement unibranche, on peut encore appliquer (11.6.1) et on en déduit
bien que 3F" est /"-plat au point x" .

Remarques (n .8.2). — (i) Dans l'énoncé de (i i .8. i), on peut se borner à supposer
que la condition sur JF' est vérifiée pour les anneaux de valuation A' complets et dont
le corps résiduel est algébriquement clos. On sait en effet que tout anneau de valuation A'
est dominé par un tel anneau A" (II, 7.1.2), et que si A' est un anneau de valuation
discrète, on peut supposer qu'il en est de même de A" (Om, 10.3.1).

(ii) La démonstration de (i 1.8.1) se simplifie lorsqu'on suppose non seulement
que A est intègre et noethérien, mais que son complété A est lui aussi intègre. Remplaçant X
par X®AA et raisonnant comme dans la démonstration de (11.5.3), on peut en effet
se ramener alors à prouver (i 1.8.1) lorsque A = @y est intègre, noethérien et complet.
Or, on sait (H, 7 .1 .7) qu'un tel anneau A est dominé par un anneau de valuation
discrète complet; la conclusion résulte donc directement de (11.5.2).

11.9. Familles séparantes et universellement séparantes d'homomorphismes
de faisceaux de modules.

(11.9.1) Soient X un préschéma, (/X)XGL une famille de morphismes /x : ZX->X,
3F un 0x-Module quasi-cohérent; pour tout XeL, supposons donnés un
quasi-cohérent ^x et un homomorphisme
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On dit que la famille (wx) (ou la famille correspondante des u\ :
est séparante si l'intersection des noyaux des wx est nulle. En d'autres termes, cela signifie
que pour tout ouvert U de X, et toute section t de ̂  au-dessus de U, telle que, pour tout X,
la section ux(t) (qui, par définition est une section de ^x au-dessus de /X~1(U)) soit
nulle, alors t est elle-même nulle.

(11.9.2) Avec les notations de (11.9.1), soit M un second ensemble d'indices;
pour tout XeL, soit CgxJxeM une famille de morphismes g^ : ZXpt->Zx; pour
tout couple (X, [i), supposons donnés un 0% -Module quasi-cohérent 2iï \^ et un
homomorphisme v^ : ̂ x-> (gxjj^^xjî posons AX(JL— /xogXfJL : ZXfJL-»X et considérons
l'homomorphisme composé

Supposons que, pour tout XeL, la famille (^X{JL)^eM
 s°it séparante : alors, il en est de

même de la famille des (/x)#(z>xj (f^M), comme on le voit aussitôt. On en conclut que,
pour que la famille (MX) soit séparante, il faut et il suffit que la famille (^xJfV^eLxM
le soit.

(11.9.3) P°ur vérifier que la famille (MX) est séparante (avec les notations de
(11.9.1)), on peut évidemment se ramener tout d'abord au cas où X est affine, la
propriété étant locale sur X. On peut en outre supposer que ZX=X pour tout XeL.
En effet, soit M un ensemble d'indices, somme d'une famille (MX)X6L, et pour tout XeL,
soit (YjLjJ^gM; un recouvrement ouvert affine de Zx; soit j^ : YX{Jt->Zx l'injection

canonique et posons *2fX{Jl— Jxut(^x) = ^xl YX|A. Si l'on considère rhomomorphisme
canonique «V = Pgx

 : ̂ x^Ox^O'x^WH OxJ*(^xJ relatif à j^ (0I5 4.4.3.2), il est
immédiat que pour chaque XeL, la famille (z^J^M est séparante. En vertu de (n .9.2),
on est donc ramené à prouver que la famille des homomorphismes composés ((/x),(z>xj) owx
est séparante, autrement dit on est ramené au cas où les Zx sont affines. Mais alors les
(/x)*(^x) sont des 0x-Modules quasi-cohérents (I, 1.6.2) et en vertu de la définition,
on peut remplacer les Zx par X et les ^x par les (/x)Jle(^x)j d'où notre assertion.

On notera en outre que si L est/m/ et les/x quasi-compacts, on peut, dans la réduction
précédente, supposer que les Mx sont aussi finis, donc on est dans ce cas ramené
à vérifier qu'une famille finie d'homomorphismes de 3F dans des 0x-Modules quasi-
cohérents est séparante.

(11.9.4) Considérons donc le cas où ZX=X pour tout X, et où X=Spec(A) est

affine; alors on a ^=M et ^X=NX, où M et Nx sont des A-modules, et wx=^x,
où les 9X : M->NX sont des A-homo morphismes. Dire que la famille (wx) est séparante
signifie alors que, pour tout jeA, l'intersection des noyaux des (9X)S : MS->(NX)8 est
réduite à o. On dit alors aussi que la famille (9X) est séparante. On notera que si L est fini,
il revient au même de dire que l'intersection des noyaux des 9X est o, car on a alors
fi Ker((<px)a) = ( PI Ker(<px))g (0I5 1.3.2). Mais cette relation n'est plus exacte en général

XGL XGL
lorsque L est infini, et le fait que l'intersection des noyaux des 9X soit o rf entraîne donc pas,
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en général, que la famille (9^) soit séparante. Par exemple, supposons que A soit un
anneau de valuation discrète, d'idéal maximal m, et considérons la famille des homo-
morphismes 9fc : A->A/mfc, dont l'intersection des noyaux rrtfc est réduite à o; cette
famille n'est toutefois pas séparante, car les fibres de tous les mfc au point générique x
de X=Spec(A) (qui est ouvert dans X) sont égales à &x=k(x), corps des fractions
de A, et leur intersection n'est donc pas réduite à o.

(11.9.5) Nous allons principalement nous occuper dans ce qui suit du problème
du changement de base pour les familles séparantes. Les notations étant celles de (11.9.1),
considérons un morphisme g : X'->X et posons ^'= ̂ ®0 Ox, = g*(J£")5 et, pour tout X,

Z( = ZXXXX', /x'=/xx i, 0'x= #x®<*x0x' =£x*(^x)> où £X : Z'X->ZX est la projection
canonique. Pour tout X, on désigne alors par wx : <^'->(fi)fêi) Phomomorphisme
obtenu comme suit : soit

Phomomorphisme (/x)#(p§x)> où p^ est Phomomorphisme canonique (0 I 54.4.3.2)
correspondant à g'x. Alors wx est défini comme le composé

g(^) ̂  5*((/x).(*x)) -^ 5*0?.((/x'). W)) -^ (/x).(^)

où G — G(f ')*(%') est Phomomorphisme canonique ((^,4.4.3.3) correspondant à g. On
dira pour abréger que u'x est déduit de z/x par le changement de base g. Lorsque /x : ZX->X
est un morphisme affine, on a (f\)J^'\)= g* ((/*}*(& *)} > et dans ce cas on a donc
simplement MX=^*(MX).

On peut aussi interpréter z/x de la façon suivante : il suffit de connaître la
valeur de z/x(£')5 lorsque t' est une section de 3F' au-dessus d'un ouvert U' de X;,
du type particulier suivant : t' est la restriction à U; de l'image canonique par
r(U, J^-^r^-^U), 3?') d'une section t de J^ au-dessus d'un ouvert U de X
contenant g(U') (ces sections engendrant en effet le 0x,-Module ^' (0I5 3.7.1)).
Considérons la section MX(£) de ^x au-dessus de /X~1(U), et son image canonique t"
par IVA-^U), ^-^r^-^/x-'CU)), ^'x); alors «x(f) est la restriction de t" à A'-^U').
Considérons en particulier le cas où Zx est un sous-préschéma induit sur un ouvert
de X, ^x=jx(«^)5 où jx : ZX->X est l'injection canonique, et où z/x est Phomomor-
phisme canonique p^ : ̂ ->(A).Ox(^))= O'x)*(^x) (Oi> 4 - 4 - S - 2 ) correspondant à j\.
Alors Zx est induit sur un ouvert de X', et l'interprétation précédente montre que u(
n'est autre que Phomomorphisme canonique p^-, : ̂ ' -^(j\)^(j\(^'}} = (j'\)S^'\} corres-
pondant à l'injection canonique jx : ZX->X'.

(11.9.6) Sous les conditions de (11.9.5), supposons que X et X' soient affines,
et que l'on veuille prouver que pour toute section t' de &>' au-dessus de X', dont
les images par tous les z/x sont nulles, alors t' est elle-même nulle. Alors, on peut
aussi se borner au cas où ZX=X pour tout AeL. En effet, avec les notations

de (11.9.3) et de (ll -9-5) 5
 si 15°n Pose Yxn^x^CYxii)» Phomomorphisme v'^

déduit de v^ par le changement de base g n'est autre que Phomomorphisme canonique
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) correspondant à l'injection canonique j'^ : YX{JL-^ZX, comme
on l'a vu dans (11.9.5). L'assertion résulte alors des raisonnements de (11.9.2) et
(11.9.3), YXrl et v^ étant remplacés par YXfl et v'^.

On a une réduction semblable lorsque l'on veut prouver que la famille (MX) est
séparante (X et X' étant affines) : cela résulte encore de (11.9.2) et (11.9.3).

Proposition (11.9.7). — Avec les notations de (11.9.1) et (11.9.5), supposons

X= Spec(A) et X' = Spec(A') affines, et supposons en outre que A' soit un A-module projectif.

Alors, si la famille (MX) est séparante, toute section tr de J^' au-dessus de X' dont les images par

tous les u'x sont nulles, est elle-même nulle.
On a vu (11.9.6) qu'on peut se borner au cas où tous les Zx sont égaux à X. La

proposition est alors conséquence du lemme suivant :
Lemme (11.9.7.1). — Soient A un anneau, (Mx)XeL une famille de A-modules, M un

A-module et pour chaque X, z/x : M-^MX un homomorphisme. Supposons que r intersection des
noyaux des ux soit réduite à o. Alors, pour tout A-module projectif N, V intersection des noyaux des

homomorphismes ufêi : M®AN -> MX®AN est réduite à o.
En effet, N est facteur direct d'un A-module libre L, et il suffit évidemment de

prouver que l'intersection des noyaux des homomorphismes flx : M®AL -> MX®AL est
réduite à o, puisque M X ®I : M®AN -> MX®AN est la restriction de z>x. Mais l'assertion
résulte alors trivialement de l'hypothèse.

Remarque (11.9.8). — Nous ignorons si, sous les hypothèses de la proposition
(11.9.7), la famille (MX) est séparante : il faudrait en effet (11.9.4) prouver qu'une
section t' de &' au-dessus (Tun ouvert D(A') CX' (où A'eA') telle que les MX(£') soient toutes
nulles, est elle-même nulle. Or, on ne peut appliquer la proposition (11.9.4) à
D(A') — Spec(A^), car du fait que A' soit un A-module projectif (même libre), il ne résulte
pas que Ah, soit un A-module projectif. Par exemple, on peut prendre pour A un anneau
de valuation discrète, pour A' un anneau de valuation discrète qui soit un A-module
libre de rang 2, et pour Ah, le corps des fractions de A'.

On a toutefois le résultat suivant :
Corollaire (11.9.9). — Soient X un préschéma artinien, g : X'-^X un morphisme

plat (on notera que ces deux conditions sont satisfaites si X est le spectre d'un corps

et g un morphisme quelconque). Alors, avec les notations de (11.9.1) et (11.9.5), ^ ^a

famille (wx) est séparante, il en est de même de la famille (wx) .
On peut évidemment se borner au cas où X — Spec(A) est le spectre d'un anneau

local artinien A (I, 6 .2 .2) ; on note ensuite que pour tout ouvert affine U'= Spec(A')
de X', A' est un A-module plat, donc projectif (Om, 10. i .3). Il suffit donc d'appliquer

(11.9.7) ^ tout ouvert affine de X' pour obtenir le corollaire.
Théorème (11.9.10). — Soient X un préschéma, (wx) une famille d' homomorphismes

(11.9.1.1), g : X'-^X un morphisme, (MX) la famille d' homomorphismes déduite de (MX) par
le changement de base g (11.9.5).

(i) Si g est un morphisme fidèlement plat et si la famille (MX) est séparante, alors la
famille (wx) est séparante.
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(ii) Supposons que g soit un morphisme plat, et en outre que l'une des deux conditions suivantes

soit vérifiée :

a) L est fini et les fx sont quasi-compacts.

b) Le morphisme g est localement de présentation finie.

Alors, si la famille (MX) est séparante, il en est de même de la famille (M'X).

(i) En vertu de (2.2.8) , il suffit de montrer que si une section t de !F au-dessus
d'un ouvert U de X appartient au noyau de chacun des MX , son image t' par Phomo-
morphisme canonique F(p) : T(U, ̂ ) -> r(g~l(U), g(&}) = F(U, g.(g(^}}) est nulle.
Or les images de t' par les g*(Mx) sont ^es images des MX(£) par l'homomorphisme
r(U, (A),(^x)) -» r^-^U), /((/x),W)), donc sont nulles, et a fortiori on a n'x(*') = o
pour tout X, donc t'=o par hypothèse, ce qui prouve (i).

(ii) La question étant locale sur X et X', on peut se borner au cas où X = Spec(A)
et X'= Spec(A') sont affines, A' étant un A-module plat, et à prouver que, pour toute
section z' de $*' au-dessus de X' dont les images par tous les wx sont nulles, alors g
est elle-même nulle. On a vu en outre (11.9.6) que l'on peut alors supposer que Zx — X
pour tout X.

Distinguons maintenant les deux cas.

a) Si L est fini et les/x quasi-compacts, on a vu (11.9.3) qu'on peut encore se
ramener au cas où Zx = X pour tout XeL, et où en outre L est fini. Il revient au même
alors de dire que l'intersection des noyaux des ux : «^"->^x est nulle, ou que l'homo-
morphisme u = (ux) :J^->^ = ©^x est injectif. Comme u' = g*(u) est injectif puisque g

est plat, la proposition est démontrée dans ce cas.

b) Soient ^=M, 0X = NX, et posons M'=M®AA', NX = NX®AA', de sorte
/->-/ /-^

que «^r'=M'J ^X = NX; par abus de langage, nous noterons encore wx l'homomor-
phisme M->NX, et MX l'homomorphisme M X ®I : M'->N'X. Donnons-nous un élément
£'eM' tel que MX(^') = O pour tout X; il s'agit de prouver que l'on a £' = o. Or, l'hypo-
thèse que g est plat et de présentation finie entraîne, d'après (n .3.15), qu'il existe une
suite finie (^)i^»^n d'éléments de A, telle que, si l'on pose 3» = J iA+-• •+•*<A,
et Al- = A5./3/-.iA5.5 Panneau Aj = A'®AAj- soit un Armodule libre pour i^i^n,
et 3/1 — A. La proposition sera établie si nous prouvons pour i^i^n l'assertion
suivante :

(*,•) // existe un entier Wj>o tel que sjl*zr = o pour j^i.

En effet, posant alors k = mn et notant que les s* (i^i^ri) engendrent aussi l'idéal
unité de A, l'assertion (*w) montrera que z', combinaison linéaire des s$z', est nul.

Prouvons (*^) par récurrence sur i, l'assertion étant vide pour i = o. Supposons
donc t>o et soit m un multiple commun des m^ pour j^i—i. Remarquons que (pour
i^h^n) si yh est l'idéal engendré par les s™ (o^j^ti), 3^/3/z est nilpotent; remplacer les Sj
par s™ pour i^j^n revient donc à remplacer, pour i^h^n, Ah par A,/S^^A, =B^f

de sorte que Ah = Eh/(^h_1iyh_1)^Bh; comme A' est un A-module plat, il résulte
de (Om, 10.1.2) que B^ = A'®AB^ est encore un B^-module libre. On peut donc
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remplacer tous les jy (i^j^ri) par s™ sans changer les propriétés des %h et des A^,
et supposer par la suite que w = i . Alors £', étant annulé par 3»-i> s'identifie à
un élément de HomA,(A73;_iA', M'), et comme 3»-iA' est un idéal de type fini
de A', ce module d'homomorphismes s'identifie lui-même à HomA(A/3t-_i, M)®AA'
(0I5 6.2.2). Soit 0x=Hom(i, MX) : HomA(A/3i-1, M) -> HomA(A/3t._l5 Nx) l'homomor-
phisme déduit de wx; la famille (PX) est elle aussi séparante. En effet, pour tout £eA,
on a (HomA(A/3i_i, M))/ = HomAj(A//(3î-i)/, Mf) et de même en remplaçant M
par Nx, puisque l'idéal 3/_! est de type fini (Oj, 1.3.5); comme par hypothèse l'inter-
section des noyaux des (MX), est nulle, il en est de même de l'intersection des noyaux
des (0x), = Hom(i, («x)<)> d'où notre assertion (11.9.4). Remplaçant A par A/3,-_i,
M par HomA(A/3t-_-i, M), Nxpar HomA(A/3t-_i, Nx) (qui sont des (A/3i_i)-modules),
z/x par tfx et enfin A' par A /^i_lA, on voit qu'on peut se ramener au cas où, dans
la situation initiale, l'élément s = sieA est tel que A^ soit un Ag-module libre. Or la famille
des (z/x)a : Mg->(Nx)s est séparante par hypothèse; comme on a (u'))s(z' / i ) = o, il résulte
de (11.9.7) que l'on a £'/* — ° dans M^; mais cela signifie qu'il existe un entier r tel
que srz'=o dans M', ce qui achève de prouver (*4) par récurrence.

Remarque (11.9.11). — Bornons-nous pour simplifier au cas où Zx = X pour tout X.
Il faut noter alors que si la famille des homomorphismes wx : Jr->^x est séparante,
il ne s'ensuit pas nécessairement que, pour tout #eX, l'intersection des noyaux des homo-
morphismes (ux)x : ̂ x-*(&\)x

 s°iï Déduite à o. Par exemple, soient X un préschéma
de Jacobson localement noethérien, de dimension ^i, et J^ un 0X-Module cohérent;
pour tout point fermé x de X, et tout entier n^o, m*^" est un 0x-Module cohérent
de support contenu dans {x}. La famille des homomorphismes canoniques Jr->t^/m"^r

(où x parcourt l'ensemble X0 des points fermés de X et n l'ensemble des entiers ^o)
est séparante : en effet, si t est une section de 3F au-dessus d'un ouvert U de X dont les
images dans les F(U, ^"/m"^) sont toutes nulles, il en résulte aussitôt que pour tout
point fermé #eU, on a tx = O'y comme l'ensemble des points fermés contenus dans U
est très dense dans U, cela entraîne bien t = o (10.2.1). Cependant, si l'on prend
^=0X, et si jeX est un point non fermé de X, on a (@x/ïïlx®x)y = o pour t°ut point
fermé x de X, mais ^x,y

=t=°5 et l'intersection des noyaux des homomorphismes

0Xf,-K0X/*tf0x), CSt é&ale à 0X.y
Lemme (11.9.12). — Les notations étant celles de (11.9.1) et (11.9.5), supposons la

famille (wx) séparante; supposons en outre que X soit un S-préschéma, où S = Spec(A) est un
schéma affine, et que X'=XxsS

/, où S'=Spec(A'), A' étant une A-algèbre ; supposons enfin
que les ^x soient S-plats. Soit (A^)a6l la famille filtrante des sous-A-algèbres de type fini
de A'; pour tout ael, posons S '̂ = Spec(A;), X« = XxsS«, Z^x = ZXXXX^', et soient
/a'x : Z^X->X^, 3F'^ <&'^ et u'^ les morphismes, Modules et homomorphismes de Modules déduits
de /x, &, ^x et wx au moyen du changement de base XJe'->X. Alors, si, pour tout ael, la
famille (^ax)xeL es^ séparante, il en est de même de (wx)X6L.

Il s'agit de prouver que si une section t1 de 3F' au-dessus d'un ouvert affine U'
de X'est telle que «x(/') = o pour tout XeL, on a t'=o. Si h^ : X'-^X^' estlaprojec-
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tion canonique, il résulte de (8.2.11) qu'il existe un indice a et un ouvert quasi-compact
U^'CX^' tels que U /=A~1(U^ /); en outre, en vertu de (8.5.2, (i)), on peut supposer
qu'il y a une section t'a de 3F '^ au-dessus de U^ telle que t' soit l'image canonique de t'^.
Quitte à remplacer S, X, Zx,/x, &, ^x et MX par S^', U^',/^"1^') et les restrictions
correspondantes de 3F'^ '̂x et u^, on peut donc supposer que U'=X', que t' est
l'image canonique d'une section t de ̂  au-dessus de X et que l'homomorphisme A->A'
est injectif, ou encore, si p : S'^S est le morphisme correspondant, que l'homomor-
phisme 0s~*"A«(^s') intervenant dans la définition de p est injectif. Il en résulte aussitôt
en vertu de la platitude de â?x sur S (et en se ramenant par exemple au cas où Zx est
affine sur S (I, 1.6.3 et I -6 .5 ) ) que l'homomorphisme canonique p : ̂ x -> (£X)*(^A)
est lui aussi injectif. Mais l'homomorphisme composé

r(x, <r> r(zx> &j - r(zx,

est égal par définition à rhomomorphisme composé

r(p)
TV Y tt\ ^ TV Y' <^'\ _L TV1/' (&' ^I (A, Jf) > 1 (A , J* } > 1 (Z,x, ^x>

donc l'image de t par ces homomorphismes composés est MX(£') = O; en vertu de

l'injectivité de l'homomorphisme F(ZX, ^x) —> F(ZX, ^x) on en conclut que ux(t) = o
pour tout XeL, d'où £ = o par hypothèse, et finalement t'=o.

Proposition (11.9.13). — Les notations étant celles de (11.9.1) et (11.9.5), supposons
que X soit un préschéma sur un corps k, et que, en posant S = Spec(A;), on ait X'=XxsS',
où S' est un k-préschéma quelconque. Alors, si la famille (WX)X G L est séparante, il en est de même
de (MX).

On peut se borner au cas où S'=Spec(A') est affine. Si A' est une ^-algèbre de
type fini, le morphisme g : X'-^X est plat et de présentation finie, et on est donc dans
les conditions d'application de (11.9.10, (ii), b)). Dans le cas général, on considère A'
comme limite inductive de ses £-sous-algèbres A^ de type fini, et on applique à chaque A^
le résultat de (11.9.10, (ii), b))', on conclut alors à l'aide du lemme (11.9.12), puisque
les â?x sont S-plats.

(11.9.14) Gardons toujours les notations de (11.9.1) et (11.9.5) et supposons
que X soit un S-préschéma. Si pour tout changement de base g :XXgS' ->X, où S'->S
est un morphisme quelconque, la famille (MX) correspondante est séparante, nous dirons
que la famille (MX) est universellement séparante relativement à S. Lorsque la famille (MX) est
réduite à un seul élément u, nous dirons encore que u est universellement injectif, relativement
à S. Il est clair alors que pour tout morphisme h : S'-^S, la famille (MX) correspondante
est universellement séparante relativement à S'; inversement, si h est fidèlement plat et
si (wx) est universellement séparante relativement à S', alors (MX) est universellement
séparante relativement à S, comme il résulte aussitôt de (11.9.10, (i)) et du fait que
pour tout morphisme S"->S, le morphisme correspondant S^XsS'-^S" est fidèle-
ment plat.
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Proposition (11.9.15). — Les notations étant celles de (11.9.1), supposons que X soit un

S-préschéma, les &x étant S-plats. Soit S0 un sous-préschéma fermé de S défini par un Idéal quasi-
cohérent nilpotent / de Os, tel que les (6's//}-Modules /kl/k+l soient tous localement libres.

Soit (U^Q) la famille d*homomorphismes obtenue à partir du changement de base X^X0 —Xx sS0 .
Alors, si la famille (wxo) est séparante (resp. universellement séparante relativement à S0), la

famille (MX) est séparante (resp. universellement séparante relativement à S).

Notons que si S'-» S est un changement de base quelconque et So = S'xsS05

S'0 est un sous-préschéma fermé de S' défini par un idéal quasi-cohérent nilpotent /'
de 0S, tel que ^^l^^+i Soit un (0g</«/"')-Module localement libre pour tout k
(2.1.8, (i)); comme en outre les ^X = ^X®SS' sont S'-plats, on voit que l'assertion
relative aux familles universellement séparantes est conséquence de l'assertion relative
aux familles séparantes. Pour prouver cette dernière, on peut (11.9.3) se ramener au

cas où S=-Spec(A), X —Spec(B) sont affines, ZX = X pour tout X, ̂ = M, ^X = NX,
où M et les Nx sont des B-modules, les Nx étant des A-modules plats. En outre, la question
étant locale sur X et S, il suffit de voir que si £eM est tel que ux(t) = o pour tout X,

alors t = o. On a /=^, où 3 est un idéal nilpotent de A, tel que les 3fc/3/c+1 soient
des (A/3)-modules libres, et par hypothèse les uxo : M/3M -> NX/3NX forment une
famille séparante. Supposons que 3n + 1 —° (n entier ^o) et raisonnons par récurrence
sur TZ, l'assertion étant triviale pour n = o. Si 7 est la classe de t dans M/3WM, la classe
de wx(f) dans NX/3WNX est nulle pour tout X, donc, par l'hypothèse de récurrence,
7=o, autrement dit on a te%nM. Or 3w=3w/3n + 1 est un (A/3)-module libre; si (ea) est
une base de ce module, on peut donc écrire t — S^a^, avec ^eA/3, nul sauf pour un

a

nombre fini d'indices. D'autre part, puisque Nx est un A-module plat, 3nNx s'identifie

à 3W®(A/3)(NX/3NX) et l'on peut par suite écrire ttx(0 = S'«MO = S*.®«xo(£).

Comme par hypothèse z/x(£) = o, on en déduit que MXO(^) = O pour tout a et tout X;
d'où t® = o pour tout a puisque la famille (MXO) est séparante, et par suite £ = o. C.Q.F.D.

Théorème (11.9.16). — Les notations étant celles de (11.9.1), supposons que X
soit un S-préschéma localement noethérien, ^ un &x-Module cohérent et que les ^x soient

S-plats. Pour tout ^eS, soit ((^X)S)X GL la famille obtenue à partir de (MX) par le changement
de base Xs=XxgSpec(le(^))->X. Alors, pour que la famille (MX) soit universellement

séparante relativement à S, il faut et il suffit que pour tout je S, la famille ((MX)S) soit

séparante.
La nécessité de la condition découle trivialement des définitions. Inversement,

supposons la condition de l'énoncé vérifiée, et prouvons d'abord que la famille (MX)
est séparante. On peut (11.9.3) se réduire au cas où S = Spec(A), X—Spec(B) sont

affines, ZX = X pour tout X, ^=M, ^X = NX, où B est noethérien, M est un B-module
de type fini et les Nx des A-modules plats et se borner à prouver que, si Je M est tel
que u^(t} = o pour tout X5 alors t = o. Pour montrer que t = o, il suffit de prouver que
pour tout idéal maximal p de B, l'image £p de t dans Mp est nulle (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 3, cor. i du th. i). On peut donc se borner à montrer que l'intersection
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des noyaux des (MX)P : Mp -> (Nx)p déduits des (MX) par le changement de base
Spec(Bp) -> Spec(B) est réduite à o. Autrement dit, on est ramené au cas où B est un
anneau local noethérien, et en considérant l'idéal premier de A image réciproque de
l'idéal maximal de B, on peut aussi supposer que A est un anneau local, d'idéal maximal m.
Alors, comme mB est contenu dans l'idéal maximal de B, et que M est un B-module
de type fini, l'intersection des mnM est réduite à o (0I5 7.3.5), donc il suffit de prouver
que pour tout n, l'image de t dans M/m714"1 M est nulle. Il suffit donc de prouver que
la famille déduite de (MX) par le changement de base Spec(B/mn + 1B) -> Spec(B) est
séparante, ce qui signifie encore qu'on peut se borner au cas où A est un anneau local
dont l'idéal maximal m est nilpotent. Mais alors les mfe/mfc+1 sont des (A/m)-modules
libres, et en vertu de l'hypothèse sur les (wx)s, on est précisément dans les conditions
d'application de (11.9.15), d'où la conclusion annoncée.

Soient maintenant h : S'->S un morphisme changement de base, et (MX) la famille
obtenue à partir de (MX) par le changement de base h' : XxsS'->X; prouvons que (w'x)
est aussi séparante. Supposons d'abord que h soit localement de type fini\ il en est alors
de même de h'', donc X'— XxsS' est localement noethérien; de plus, si /eS' est
au-dessus du point jeS, il résulte de (11.9.13) appliqué à Xs et à X^ = Xg®k^fc(j')
que, pour tout /eS', la famille (u'-^8, est séparante; on peut par suite conclure de la
première partie de la démonstration que dans ce cas (z/x) est séparante.

Enfin, si h est quelconque, on peut évidemment se limiter au cas où S = Spec(A)
et S'=Spec(A') sont affines, et considérer A' comme limite inductive de ses sous-
A-algèbres de type fini. Comme les ^x sont S-plats, il suffit d'appliquer ce qui précède
et le lemme (11.9.5) P°ur terminer la démonstration.

Proposition (11.9.17). — Soient /:X->S un morphisme localement de présentation
finie, 3F un 0^-Module quasi-cohérent de présentation finie et f-plat, U un ouvert de X, j : U->X

Vinjection canonique, u : ̂ -^jJ(f (^)) Vhomomorphisme canonique (0I? 4.4.3.2). Pour tout

jeS, soient Xs la fibre XxBSpec(fc(j)), U8 l'ouvert UnX s de Xg, ^g = ^r®<2>sfc(j),

js
 : U8->X8 Vinjection canonique, u8 : & 8-> (J8)^((j8)*(^r

8)) l'homomorphisme canonique. Pour
que u soit universellement injectif relativement à S, il faut et il suffit que us soit injectif pour tout s e S.

Il n'y a encore à prouver que la suffisance de la condition. Lorsque X est localement
noethérien, la proposition est un corollaire immédiat de (11.9.16). Nous allons nous
ramener à ce cas en deux étapes, en nous bornant, comme on peut évidemment le faire,
au cas où S = Spec(A) et X sont affines.

A) Cas où U est quasi-compact. — Nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme (11.9.17.1). — Sous les hypothèses générales de (11.9.17), et en supposant en

outre S et X affines et U quasi-compact, l'ensemble E des seS tels que us soit injectif est

constructible.
En effet, les fibres Xs sont des préschémas localement noethériens, donc E peut

aussi, en vertu de (5.10.2), être défini comme l'ensemble des seS tels que Ass(«^"g)CUf.
Notons en outre que U, étant quasi-compact dans un schéma affine, est constructible.
Alors, la vérification de la condition (9.2.1, (i)) découle aussitôt de (4.2.7); d'autre
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part, la vérification de (9.2.1, (ii)) se fait aisément en utilisant l'étude des cycles premiers
associés au voisinage de la fibre générique (9.8.3), ainsi que (9.5.2) et (9 5,3).

Ce lemme étant établi, on peut, en vertu de (8.9.1) et (8.2.11), supposer qu'il
existe un sous-anneau noethérien A0 de A, un préschéma de type fini X0 sur S0 = Spec(A0),
un ouvert U0 de X0 et un 0Xo-Module cohérent J^ tels que X — X0xSoS et que, si
p0 : X->X0 est la projection canonique, on ait U=j&0~~ l(U0) et ^r=pl(^0). Soit (AJ la
famille filtrante des sous-anneaux de A qui sont des A0-algèbres de type fini, et posons
Xa = X0xSoSa, Ua = U0xSoSa, ^a^^o^SpSa; soit wa l'homomorphisme canonique
relatif à «^"a et Ua, défini comme dans (11.9.17). Pour tout se S, l'hypothèse que us

soit injectif entraîne que (u^8 l'est aussi (11.9.10, (i)), où sai = q0i(s) est l'image de s

par le morphisme qa : S->Sa. Si Ea est l'ensemble des JaeSa tels que (#J5 soit injectif,

on a donc S = gr~1(Eot), et les Ea forment un système projectif d'ensembles. Mais le
lemme (11.9.17.1) appliqué à wa, montre que Ea est constructible dans Sa; on déduit
donc de (8.3.4) qu'il existe un indice a tel que Ea = Sa. Mais alors, comme Xa est
noethérien, ua est universellement injectif en vertu de (n .9. 16), donc il en est de même
de u.

B) Cas général. — L'ouvert U est réunion filtrante croissante d'ouverts quasi-
compacts Ux; si j\ : UX->X est l'injection canonique et ?/x : ̂ ->(Â)*((A)*(^r))
l'homomorphisme correspondant, il résulte du lemme (11.9.17.1) que l'ensemble Ex

des seS tels que (MX)S soit injectif est constructible. D'autre part, pour un seS, dire
que u8 (resp. (wx)8) est injectif signifie que Ass ( J^s) C U n Xs (resp. Ass(«^"s)CUxnX8)
(5.10.2). Comme Ass(^~s) est fini (3.1.6), dire que us est injectif signifie donc qu'il
existe X tel que ^eEx; l'hypothèse signifie par suite que S = UEX . En vertu de (1.9.9),

A

il existe un indice X tel que S = EX, d'où l'on conclut par la première partie du
raisonnement que wx est universellement injectif. Il résulte alors de la factorisation de HX :

que u est aussi universellement injectif.

Remarque (11.9.18). — Soient X un préschéma, J^ ^ deux 0x-Modules quasi-
cohérents de présentation finie, ^ étant en outre supposé localement libre, u : ̂ -^^ un
homomorphisme. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) pour tout morphisme g : X'-^X, l'homomorphisme g*(u) : g(^} ~+g*(&) est

injectif;

b) pour tout #eX, l'homomorphisme u®ik^ : ̂ ®0^k(x) -> <&®0^k(x) est injectif ;

c) pour tout AreX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que u\U : ̂  \ U -> ̂  | U
soit un isomorphisme de ^|U sur un facteur direct de ^|U.

En effet, il est clair que c) entraîne a) et que a) entraîne b) . Le fait que b ) entraîne c)
résulte de (0, 19.1.12), (Oj, 5.2.5) et (0I5 5.5.5).

Lorsque les conditions équivalentes précédentes sont vérifiées, on dit que u est
universellement injectif.
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i l . 10. Familles schématiquement dominantes de morphismes et familles
schématiquement denses de sous-préschémas.

Proposition (n.io.i). — Soient X un préschéma, (Zx)XeL une famille de préschémas,
et pour tout XeL, soit /X = (^X 50X) : ZX->X un morphisme. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) La famille des homomorphismes 0A : 0x~K/x),(0zx)
 est s^Paran^e (autrement dit

(n. 9.1), l'intersection des noyaux des 0X est nulle}.

b) Pour tout ouvert U de X, toute section t de &x au-dessus de U dont toutes les images par
les homomorphismes canoniques

(H.IO.I . I ) (eou : r(U, 0X) -* rt/THU), ̂

j0w/ /zw//&y, &rt elle-même nulle.

c) /W toz/£ ouvert U dfe X, ££ tout sous-préschéma fermé y de U tel que pour tout XeL,
il existe une factorisation

(ii.io.i.a) /

de la restriction /x"1(U)->U *fe/x (où j est l'injection canonique), on a Y = U.

Si de plus X est un S-présckéma, ces conditions sont aussi équivalentes à la suivante :

d) Pour tout morphisme séparé g : X'->S et tout couple de ^-morphismes u, v d'un ouvert U
de X dans X', tel que pour tout X, les composés de u et v avec le morphisme /X~"1(U) ->U, restriction
de /x, soient égaux, on a u = v.

L'équivalence de a) et b) résulte des définitions. Pour voir que b) entraîne c)9

il suffit de considérer l'Idéal quasi-cohérent / de 0n définissant Y, et de noter que, pour
tout ouvert VCU, l'hypothèse entraîne que le morphisme (6X)V se factorise en

r(v, <y ->• r(v,

On en conclut que toute section t de / au-dessus de V a pour image o dans tous
les rf/^V), 0Z ), donc, en vertu de b), /=& et Y = U. Inversement, si c) est

vérifiée, il suffit, pour prouver b), d'appliquer c) au sous-préschéma fermé Y de U
défini par l'Idéal tO^ : l'hypothèse que les images de t par les (6x)u sont toutes nulles
entraîne que l'on a des factorisations (n . 10. i .2) pour tout X (I, 4. i .9). Pour prouver
que c) entraîne d), il suffit d'appliquer c) au sous-préschéma fermé Y de U, image
réciproque de la diagonale de X'xsX' par (u, v)$ et d'utiliser (I, 4.4.1). Inversement,
on déduit b) de d) en considérant le S-schéma X'=S[T] = S®ZZ[T] (T indéter-
minée) et en se rappelant que les sections de 0n au-dessus de U correspondent biuni-
voquement aux S-morphismes U^S[T] (I, 3.3.15); dire que deux sections de 0n

au-dessus de U ont mêmes images par tous les (0x)u équivaut à dire que les composés
des deux morphismes correspondants avec tous les morphismes A~1(U)->U sont
égaux.
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Définition (11.10.2). — Lorsque les conditions équivalentes de (n . io . i ) sont vérifiées',
on dit que la famille (/x) est schématiquement dominante. Lorsque les /x sont les immersions

canoniques dans X d'une famille (Zx) de sous-préschémas de X, on dit aussi que la famille (Zx)
est schématiquement dense.

Remarques (11.10.3). — (i) La notion de famille schématiquement dominante
est locale sur X, comme il résulte par exemple de la forme b) dans (n. 10. i) : si (Wa)
est un recouvrement ouvert de X, la famille (/x) est schématiquement dominante si
et seulement s'il en est ainsi de chacune des familles formée des morphismes ./x~

1(Wa) ->Wa

restrictions des/x.
(ii) Si Z est le préschéma somme des Zx, f : Z->X le morphisme coïncidant avec^

dans chacun des Zx, il revient au même de dire que la famille (/x) est schématiquement
dominante, ou que la famille réduite au seul élément/Test.

(iii) Soit M un second ensemble d'indices et, pour tout XeL, soit (^XtJt)^eM une
famille de morphismes g^ : ZX(X->ZX; si, pour chaque XeL, la famille (^xJ^eM est

schématiquement dominante, alors, il revient au même de dire que la famille (fx)^Ei,
est schématiquement dominante, ou que la famille (/AO<§V)(A){X)ELXM l'est ( I I - 9 - ^ ) -

(iv) Soit f : Z->X un morphisme tel que/^(<9z) soit un <9x-Module quasi-cohérent
(par exemple un morphisme quasi-compact et quasi-séparé (1.7.4)). Alors, dire que/
est schématiquement dominant signifie que Y image fermée de Z par f (I, 9.5.3) est identique
à X.

Proposition (11.10.4). — & la famille de morphismes /x : ZX->X est schématiquement
dominante, la réunion desf^(Zx} est dense dans X. Inversement, si cette réunion est dense dans X
et si de plus X est réduit, la famille (/x) est schématiquement dominante.

La première assertion résulte aussitôt de (n. 10. i, b)}. D'autre part, si X
est réduit, et si la réunion des/x(Zx) est dense dans X, alors, si l'on a des factorisations

(11.10.1.2) pour tout XeL, on a aussi des factorisations (/x~1(U))red -> Yred —> U,
et l'hypothèse entraîne que l'espace sous-jacent à Y est identique à U, donc Y=Yred = U
puisque U est réduit.

Les résultats du n° 11.9 sur les familles séparantes se traduisent en résultats sur
les familles schématiquement dominantes :

Théorème (11.10.5). — Soient (/x) une famille de morphismes /x : ZX-»X, g : X'->X
un morphisme, et posons Zx = ZxxxX', / x— (/x)(xf) : ZX->X'.

(i) Si g est fidèlement plat et si la famille (/x) est schématiquement dominante, alors la
famille (/x) est schématiquement dominante.

(ii) Supposons que g soit un morphisme plat et en outre que l'une des conditions suivantes
soit vérifiée :

a) L est fini et les /x sont quasi-compacts.
b) Le morphisme g est localement de présentation finie.

Alors, si la famille (/x) est schématiquement dominante, il en est de même de la

.famille (&).
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Proposition (11.10.6). — Les notations étant celles de (11.10.5), supposons que X soit
un préschéma sur un corps k, et qu'en posant S = Spec(&), on ait X'=XxsS', où S' est un
k-préschéma quelconque. Alors, si la famille (/x) est schématiquement dominante, il en est de même

de (A')-
Corollaire (11.10.7). — Soient X un préschéma sur un corps k, (Zx)XeL une famille

de k-préschémas géométriquement réduits sur k, et pour chaque XeL, soit /x : ZX->X un
k-morphisme. Désignons par Y le sous-préschéma réduit de X ayant pour espace sous-jacent
Vadhérence de U /X(ZX). Soient k' une extension de k, X', Z'x, /x : ZX->X' les préschémasX e L
et morphismes déduits de X, Zx et/x par extension de la base à k'. Alors, si Y' est le sous-préschéma

réduit de X' ayant pour espace sous-jacent Vadhérence de U /X'(Z'X), on a Y'=Y®fcÂ;'. En
X G L

particulier, Y est géométriquement réduit sur k.
9\ I

Comme les Zx sont réduits, les morphismes/x se factorisent en /x : Zx —> Y —> X,
où j est l'injection canonique (I, 5.2.12). Il résulte alors de (11.10.4) que C?x) est une

famille schématiquement dominante. Posons Yj — Y®^', sous-préschéma fermé de X',
et soit gx le morphisme déduit de gx par extension de la base à k', de sorte que f^ se

9x /'
factorise en Z'x —> Y( —> X7, oùj' est l'injection canonique. Il résulte de (i i . 10.6) que
la famille (g'x) est schématiquement dominante. Mais par hypothèse les Zx sont réduits,

donc (I, 5 .2 .2) les gx se factorisent en Zx —> Y' —> Y{ ; on conclut donc de (11.10.2)
que Y'^YI et Ax=g'x, ce qui établit le corollaire.

Définition (11.10.8). — Les notations étant celles de (11.10.5), supposons que X soit
un S-préschéma. On dit que (/x) est universellement schématiquement dominante (relativement à S)
si, pour tout changement de base S'->S, la famille (/x) correspondant au changement de base
X' = XxsS'->X, est schématiquement dominante.

Lorsque S est le spectre d'un corps, la prop. (i i . 10.6) signifie donc qu'une famille
schématiquement dominante est universellement schématiquement dominante (rela-
tivement à S).

Lorsque les/x sont des immersions canoniques ZX->X, on dira aussi que la famille
des sous-préschémas Zx est universellement schématiquement dense dans X (relativement à S)
au lieu de dire que la famille (/x) est universellement schématiquement dominante
(relativement à S).

Théorème (11.10.9). — Les notations étant celles de (11.10.5), supposons que X soit
un &-préschéma localement noethérien et que les Zx soient tous S-plats. Pour tout seS,
soient X. = XxBSpec(fc(j)), (Zx). = ZxxsSpec(fc(j)), (A).=/xXi : (ZX)S->X8. Pour que
la famille (f^) soit universellement schématiquement dominante relativement à S, il faut et il suffit
que, pour tout seS, la famille ((/x)s) soit schématiquement dominante.

Proposition (11.10.10). — Soient f : X->S un morphisme plat localement de présentation
finie, U un ouvert de X. Pour que U soit universellement schématiquement dense dans X relativement
à S, il faut et il suffit que, pour tout seS, Us = U nX5 soit schématiquement dense dans Xs (ou, ce
qui revient au même, que l'on ait Ass(0Xs)CUs).
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§ 12. ÉTUDE DES FIBRES DES MORPHISMES PLATS

DE PRÉSENTATION FINIE

12.0. Introduction.

Nous utiliserons dans tout ce paragraphe les notations générales de (9.4.1).

(12.0.1) Étant donné un morphisme localement de présentation finie f : X->Y,
nous avons vu (9.9) que pour certaines propriétés locales P de préschémas sur des
corps ou de Modules sur ces préschémas, l'ensemble E des #eX tels que la pro-
priété P ait lieu, pour la fibre X/(;r), au point x de cette fibre, est localement constructible
dans X. Nous nous proposons de montrer que, pour la plupart de ces propriétés, si l'on
suppose de plus que le morphisme / est plat> alors l'ensemble E est même ouvert
dans X. De même ((9.2) à (9.8)) nous avons montré que si f est de présentation finie,
et si cette fois P désigne certaines propriétés globales de préschémas sur des corps
ou de Modules sur ces préschémas, l'ensemble F des jyeY tels que la propriété P
ait lieu pour la fibre Xy est localement constructible dans Y. Nous montrerons que
si l'on suppose de plus que le morphisme f est propre et plat, F est même ouvert
dans Y.

(12.0.2) La méthode générale de démonstration des propriétés en question
comporte trois étapes. On se ramène d'abord au cas où Y est affine et X de présentation
finie; puis :

A) A l'aide de (8.9.1) (et éventuellement d'autres résultats du § 8) et de (n .2.6),
on se ramène au cas où X et Y sont noethériens.

B) On applique les résultats du § 9 rappelés en (12.0.1) prouvant que E (resp. F)
est constructible.

C) Pour voir que E est ouvert, il suffit, en vertu de (Om, 9.2.5) de montrer que
si xeE, alors toute générisation x' de x appartient aussi à E. Utilisant (II, 7. i. 7), on voit,
puisque Y est noethérien, qu'il existe un spectre Panneau de valuation discrète Yx et un
morphisme h : YX->X tel que, sij^ (resp. j[) est le point fermé (resp. le point générique)
de Yl5 on ait h(y^) = x, h( y[) = x'. On fait alors le changement de base g =f°h : Yj-^Y;
compte tenu des résultats des §§ 4 et 6 sur les préschémas localement noethériens sur des
corps et les changements du corps de base, on est ramené à prouver l'assertion en question
pour un point x± de X x —Xx Y Y x au-dessus de y^ et pour une générisation x( de x1

au-dessus de y(. Comme Y1=Spec(A), où A est un anneau de valuation discrète,
d'uniformisante £, on doit en définitive, pour un A-module M, prouver une propriété
de M, sachant que M/rtvl a la même propriété et que t est M-régulier (ce qui résulte
de l'hypothèse de platitude); on utilise pour cela les résultats de (3.4) et de (5.12).
On procède de même pour l'ensemble FcY.
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12.1. Propriétés locales des fibres d'un morphisme plat localement de pré-
sentation finie.

Théorème (12.1.1). — Soient f: X->Y un morphisme localement de présentation finie,
3F un &jr-Module f-plat et de présentation finie, O une partie finie de Zu{±oo}, k un entier.
Les parties suivantes de X sont ouvertes :

(i) L'ensemble des #EX tels que les dimensions des cycles premiers associés à 3F^ et
contenant x soient des éléments de O.

(ii) L'ensemble des #eX tels que les cycles premiers associés à J^ contenant x aient
tous la dimension k.

(iii) L'ensemble des #eX tels que x n'appartienne à aucun cycle premier immergé associé

à &M-
(iv) L'ensemble des #eX tels que ̂ ^ soit équidimensionnel au point x et possède la

propriété (Sfe) au point x (5.7.2).
(v) L'ensemble des xeX. tels que coprof((Jr^))a,)<Â; (0, 16.4.9).
(vi) L'ensemble des #eX tels que ̂ ^ soit un 0X -Module de Cohen-Macaulqy au

point x (5.7.1).
(vii) L'ensemble des #eX tels que ̂ ^ soit géométriquement réduit au point x (4.6.22).
(viii) L'ensemble des #eX tels que 3?^ soit géométriquement ponctuellement intègre au

point x (4.6.22).
Les questions étant locales sur X, on se ramène d'abord au cas où X = Spec(B)

et Y—Spec(A) sont affines, f un morphisme de présentation finie. Il y a alors un
sous-anneau noethérien A0 de A, un A0-préschéma de type fini X0, un 0Xo-Module
cohérent J^0 tel que «^O®AO ̂

 so^ isomorphe à 3F (8. g. i ) ; en outre, en vertu de ( 11.2.6),
on peut supposer que J^ est Y0-/?to (avec Y0=Spec(A0)). Si h : X->X0 est la projection
canonique, l'ensemble E des points #eX où l'une des propriétés (i) à (viii) est vérifiée
est égal à A~1(E0), où E0 est l'ensemble des #0

GX0
 ou la propriété correspon-

dante pour ^Q est vérifiée : cela résulte, pour les propriétés (i) à (iii), de (4.2.7);
pour les propriétés (iv) à (vi), de (6.7.1) ; pour les propriétés (vii) et (viii),

de (4.7-11)- _
On est ainsi ramené au cas où A et B sont noethériens^ f de type fini, et ^= M,

où M est un B-module de type fini. En vertu de (9.9.2), on sait que l'ensemble E est
constructible pour toutes les propriétés envisagées, et il reste dans chaque cas l'étape C)
de (12.0.2), où l'on doit prouver que E est stable par générisation.

(12.1.1.1) Commençons par le cas (iii) qui est le plus simple. Soit x'^x une
générisation de x dans X. Posons y=f(x)) y=f(x') ; il existe un spectre d'anneau de
valuation discrète Yx et un morphisme u : Y^X tels que, si y± et y'± sont le point fermé
et le point générique de Y1? on ait u(yl) = x et u(y'l) = xf (11,7.1.7); posons
g=^fou : YX-^Y; si X1=XxYY1, il existe une Y^section % lYi-^Xi telle que u = gloul,
où gl : XX->X est la projection canonique. Si #i=#i(jVi),A^ —^(jvi), on a donc gi(xi) = x
et gi(x[) = x', et x[ est une générisation de x^. Appliquant de nouveau (4.2.7), on voit
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qu'on est ramené au cas où Y= Spec(A) est le spectre d'un anneau de valuation discrète,
y étant le point fermé et y le point générique de Y. Si t est une uniformisante de A,
l'hypothèse que J^ est/-plat entraîne que t est ^-régulier (0I5 6.3.4). Par hypothèse
aucun des cycles premiers associés immergés de ^\t^ ne contient x. Alors, il résulte
de (3.4.4) que x n'appartient à aucun cycle premier immergé associé à J^, et il en est
donc de même de toute générisation de x. En particulier, x' n'appartient à aucun cycle
premier immergé associé à ̂ , ni a fortiori à aucun de ceux associés à ^y, (Ky, étant un
sous-préschéma induit sur un ouvert de X).

(12.1.1.2) Envisageons ensuite les cas (iv) et (v) ((vi) n'est qu'un cas particulier
de (v)). On procède comme ci-dessus (en utilisant (6.7.1) au lieu de (4.2.7)) et l'on
est ramené au cas où Y est le spectre d'un anneau de valuation discrète A.

L'anneau C = 0x>a. est alors localisé d'une A-algèbre de type fini, donc est caténaire
(5.6.4), et par hypothèse le C-module M.x/t'Mx vérifie (Sk) et est équidimensionnel
(resp. on a œprot(Mx/tMx)^k); on déduit donc de (5.12.2) (resp. de (0, 16.4.10))
que M^ vérifie (Sk) et est équidimensionnel (resp. que coprof(MJ^A) puisque t est
M^-régulier et appartient à l'idéal maximal de C. D'où les conclusions puisque x' est
une générisation de x et que (^y')x> = 3FX>.

(12.1.1.3) Passons aux cas (vii) et (viii). On peut évidemment remplacer Y par

le sous-schéma intègre ayant {y} pour espace sous-jacent, et X par /~1({j'}), sans
changer les fibres en y et y, donc on peut supposer A intègre, de corps des fractions
K = Ic(y). On sait ((4.5.11) et (4.7.8)) qu'il existe une extension finie K/ de K telle
que, pour le (0X®AK;)-Module ^"' = Jr®AK/, les cycles premiers associés soient géométri-
quement irréductibles et que les longueurs géométriques de 3?' aux points maximaux ^ de
son support soient respectivement égales aux longueurs de SF'Z,, en ces points; il revient donc
au même de dire que J*" est géométriquement réduit (resp. géométriquement ponctuelle-
ment intègre) en un point x' de Xy, — X®AK, ou de dire que J^' est réduit (resp. intègre)
aux points de X®AK' au-dessus de x', compte tenu de (4.2.7). Soit A' une A-algèbre finie
dont K' est le corps des fractions; il résulte de (4.7.11) qu'en tout point de X®AA'
au-dessus de x, J^®AA' a la propriété (vii) (resp. (viii)). Remplaçant A par A' et X
par X®AA', on voit qu'on peut se borner à prouver que 3?^ est réduit (resp. intègre)
en toute générisation x' de x. On procède alors comme dans (12.1.1 .1) , en utilisant
cette fois (4.7.11), et l'on est encore ramené au cas où A est un anneau de valuation
discrète, jy étant le point fermé, y' le point générique de Y, et l'uniformisante t de A étant
un élément ^A-régulier* Comme par hypothèse J^/^J^ est réduit (resp. intègre) au point x,
il résulte de (3.4.6) (resp. (3.4.5)) que 3F est réduit (resp. intègre) au point x, donc
aussi dans un voisinage de x, et en particulier au point x'9 ce qui achève la démonstration
dans les cas (vii) et (viii).

(12.1.1.4) Reste à examiner les cas (i) et (ii). Remplaçant Y par le sous-schéma

intègre ayant {y} pour espace sous-jacent, on peut se borner au cas où Y est irréductible
et y son point générique. Soit g un point générique d'un cycle premier associé à ^y
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contenant #', et soit Z' l'adhérence de g dans X, de sorte que l'on a xeZ'. Pour traiter
le cas (i), il va suffire de prouver la

Proposition (12.1.1.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X->Y un
morphisme localement de type fini, ^ un &x- Module cohérent et /-plat; pour tout je Y, posons
^r

y = ^r®0 k (y). Soient £ un point de X, y=f(z'), et supposons que ^'eAss^^). Soient Z'

(resp. Y') le sous-préschéma réduit de X (resp. Y) ayant pour espace sous-jacent V adhérence de {z'}
dans X (resp. de {y'} dans Y). Alors, pour tout jye/(Z'), les dimensions de toutes les compo-
santes irréductibles de Z'y sont égales à dim(Z^) (dimension de V adhérence de £ dans Xy) (ce que
nous exprimerons plus tard (13 .2 .2 ) en disant que la restriction Z'->Y' de / est un
morphisme équidimensionnel] ; en outre, en tout point maximal z de Zy, on a £eAss(c^"y).

Pour cela, nous allons nous ramener au cas où Y est spectre d'un anneau de valua-
tion discrète. Prenons un spectre d'anneau de valuation discrète Yj et un morphisme
h : Y^X tel que h(yL) = z, h(y() = z'9 Ji etJi étant le point fermé et le point générique
de Yx respectivement (11,7.1.7). Soient g=foh :Yl->Y, X1=XxYY1, et soient
/! : X^Yu gL : Xj->X les projections canoniques; il y a une Y^section h^ : Y1->X1

telle que h = glohl (I, 3.3. 14). Si Z'1 = Z'y,®k(y,)k(fl), on sait (4 . 2 . 6) que les composantes
irréductibles de Z[ dominent Zy, ; soit z\ le point générique de l'une de ces composantes
qui contient h^(y'^), de sorte que fi(z[)=j( et gi(z[) — Zr* Comme ̂ (j^) est spécialisation
de A!(_X)> il est a fortiori spécialisation de z(\ soit Zi un point générique d'une des compo-

santes irréductibles de {^}n(X1)2/i contenant h^(y^. Alors gi(Zi) est spécialisation
de gi(z) — Zr dans X, et Z = h(y1) = gi(kl(yL)) est spécialisation de gi(Zi)°, mais comme
/(gitei))—^ et que z est point générique de Zy, on a nécessairement 2 = gi(£i).

Supposons maintenant que l'on ait prouvé que, si l'on pose «^"1=^"®^^, on

a ^ieAss((«^"1)yi); il résultera de (4 .2 .7) que ^;eAss(Jr
!/); en outre, les dimensions

de (<e:1}n(X1)yi et de {z}nXy sont égales, et de même les dimensions de {^i}n(Xj)yi

et de {yjnXy, (4 .2 .7) ; on s'est donc bien ramené, comme annoncé, au cas où Y est
spectre d'un anneau de valuation discrète A, y et y1 étant son point fermé et son point
générique respectivement.

Gela étant, comme ^eAss^^,), on a a fortiori ^/eAss(Jr). Si t est une unifor-
misante de A, t est J^-régulier par platitude, donc (3 . 4 . 3) on a £e Ass( ̂ jt^) = Ass(«^"y).
Quant à l'assertion relative aux dimensions, elle résulte de (7.1.13), appliqué à un
sous-préschéma fermé de X ayant Z' pour espace sous-jacent.

Abordons enfin le cas (ii) de (12.1.1) . Avec les mêmes notations, il faut prouver
que si tous les cycles premiers associés à ^y et contenant x ont la dimension k, il en est
de même de tous les cycles premiers associés à 3F v, et contenant x'. Or on vient de voir
que tout cycle premier associé à ^y, et contenant x' a même dimension que l'un des
cycles premiers associés à 3F v et contenant x\ cela démontre donc (ii).

Remarques (12.1.2). — (i) Sous les conditions de (12.1.1.5) avec &r=&x (de
sorte que /est plat), on ne peut en général affirmer que la restriction Z'->Y' de /est
un morphisme plat ni même un morphisme ouvert. C'est ce que montre l'exemple (6.5.5,
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(ii)) où l'on prend pour Z' une des deux composantes irréductibles de X = Spec(B).
Il est immédiat que ce morphisme restriction n'est pas ouvert aux points de Z' au-dessus
du « point double » de Y'=Y.

(ii) Dans les hypothèses de (12.1.1.5) , avec J^— 0X, on ne peut affaiblir la
condition «/est plat » en «/est universellement ouvert » (cf. (2.4.6)), comme nous
le verrons plus loin sur un exemple (14.4.10, (i)).

Corollaire (12.1.3). — Sous les hypothèses de (12.1.1), la fonction A:->coprof((Jr
/(a.))J

est semi-continue supétieurement dans X et la fonction ^^prof^JF^) (10.8. i) est semi-continue
inférieurement dans X.

La première assertion n'est autre qu'une formulation équivalente de (12.1 .1 ,
(v)). Pour prouver la seconde, on peut d'abord, compte tenu de (10.8.7) et (10.8.8),
se ramener comme dans (12.1.1) au cas où Y est le spectre d'un anneau de valuation
discrète A de point fermé y et de point générique _/, X = Spec(B) étant affine,

e^"—M, où M est un B-module de type fini. Puisque 3F est/-plat, toute composante
irréductible de Supp(^) qui contient ^eXy domine Y (2.3.4), autrement dit son
point générique z' appartient à Xy,; les composantes irréductibles Z de Supp(^")
qui contiennent une générisation x' de x appartenant à Xy, sont donc exactement celles
qui contiennent x et en outre, d'après (12.1.1.5) , on a dim(Zy,) = dim(Zy), d'où,
si T=Supp(Jr), dimaj(Ty) = dima./(Tyf). De plus, pour une uniformisante t de A, on a vu
dans (12.1.1, (v)) que l'on a coprof(MJ=coprof(Ms/fMa.), et puisque d'autre part
coprof(Mx,)<coprof(Mx) (6.11.5), on voit que l'on a coprof^^^J^coprof^J^J,
la relation prof^J^J^prof^J^,) découle alors de (10.8.7).

Remarque (12.1.4). — On déduit aussi de (12.1.1, (i)) que la fonction
#~> dima.(X^) est semi-continue supérieurement dans X, mais nous verrons plus
loin (13.1.3) que cette propriété est vraie même sans supposer f plat.

Corollaire (12.1.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, / : X->Y un
morphisme localement de type fini, ^ un 0^-Module cohérent et f-plat, & un O^-Module cohérent,
x un point de X, jy =/(#). Supposons que & ait la propriété (Sfc) au point y, et que ̂ v ait la
propriété (S7J au point x et soit équidimensionnel au point x. Alors :

(i) «^"00 à? possède la propriété (Sfc) au point x.

(ii) Si de plus Y est localement immersible dans un schéma régulier, ou est un préschéma
excellent (7.8.5), il existe un voisinage de x dans X tel que ^®&^S ait la propriété (Sfc) dans
ce voisinage.

En effet, par (12.1.1, (iv) ), il existe un voisinage ouvert V de # tel que pour tout
#'eV, ^f(X') vérifie (Sk) au point x'. D'autre part, ^ vérifie (Sfe) en tous les points
de Y'=Spec(0y) (5.7.2). Remplaçant Y par Y' et X par VxYY', on est ramené
(compte tenu de (I, 3.6.5)) au cas où ^ vérifie (Sfc) dans Y tout entier et où, pour tout
ye/(X), ^y possède la propriété (Sfc) en tous les points de f~l(y) ; comme 3F est/plat,
on sait alors (6.4.1) que ^®0 ^ possède la propriété (Sfc) dans X, ce qui prouve (i).

Pour démontrer (ii), il suffit d'observer que, sous les hypothèses faites, ^ possède la
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propriété (Sfc) dans un voisinage U dejy dans Y ( (6 .11 .2) et (7.8.3, (iv))); on conclut
alors de la même manière en remplaçant cette fois Y par U et X par VxYU.

Théorème (112. i .6). — Soient f : X->Y un morphisme plat et localement de présentation

finie, k un entier. Les parties suivantes de X sont ouvertes :

(i) L'ensemble des points #eX tels que X^ vérifie la propriété (S&) au point x.

(ii) L'ensemble des #eX tels que X^ vérifie la propriété (Rfc) géométrique au point X,

soit équidimensionnel au point x et tels en outre que x n'appartienne à aucun cycle premier immergé

associé à X/(x).

(iii) L'ensemble des #EX tels que X^ soit géométriquement régulier (i.e. lisse] au point x.

(iv) L'ensemble des #eX tels que X^ soit géométriquement normal au point x.

Les étapes A) et B) de (12.0.2) se font ici comme dans (12 .1 .1 ) ; pour l'étape A),
on utilise (6.7.8), ainsi que (4.2.7) pour (ii) ; pour l'étape B), on utilise (9.9.2) et
(9.9.4). Reste à examiner l'étape C) dans chaque cas.

(i) Comme dans (12 .1 .1 .2) , on se ramène (en utilisant (6.7.8)) au cas où Y
est le spectre d'un anneau de valuation discrète A, X=Spec(B), où B est une A-algèbre
de type fini, x, x' deux points de X tels que f(x)=y soit le point fermé et y'=f(x'} le
point générique de Y, x' étant en outre une générisation de x. Comme il s'agit de prouver
que X vérifie (Sfc) au point x', on peut remplacer X par Spec(0x,J> c'est-à-dire supposer
l'anneau B local, l'homomorphisme A-^B étant local et B étant une A-algèbre essen-
tiellement de type fini ( i .3.8). Alors, par hypothèse, si t est une uniformisante de A,
t est un élément B-régulier par platitude, et B/rfB vérifie (Sfc). Mais comme A est un
anneau universellement caténaire (5.6.4), B est caténaire, donc, par (5.12.4), il en
résulte que B vérifie (Sfc), ce qui achève la démonstration dans le cas (i).

(iii) Ici l'étape C) est inutile ; comme/est plat, on sait en effet (6.8.7) °lue lorsque Y
est localement noethérien et/localement de type fini, l'ensemble des #eX tels que X/(x)

soit géométriquement régulier au point x est ouvert dans X.
(ii) En raisonnant comme dans (12 .1 .1 .3) , pour prouver que la propriété consi-

dérée est stable par générisation, on peut d'abord, en considérant une extension finie
quelconque K' de &(_/), et tenant compte de la définition (6.7.6) de la propriété (Rfe)
géométrique, ainsi que de l'invariance par changement du corps de base des deux autres
propriétés figurant dans (ii), remplacer dans (ii) la propriété (Rfc) géométrique par la
propriété (Rft). Procédant alors comme dans (i), on se ramène au cas où Y est spectre
d'un anneau de valuation discrète A, et puisque A est caténaire, il suffit d'appli-
quer (5.12.5) pour conclure.

(iv) L'ensemble des points #eX tels que X^ soit géométriquement normal au
point x est contenu dans celui des xeX. tels que X/(x) soit géométriquement ponctuellement
intègre et vérifie (S2) au point x., et ce dernier est ouvert dans X en vertu de (12.1 .1 ,
(viii)). On peut donc déjà supposer que, pour tout #eX, X/(x) est géométriquement
ponctuellement intègre et vérifie (S2) au point x, et a fortiori il est équidimensionnel.
D'autre part, en vertu du critère de Serre (5.8.6), dire que X^ est géométriquement
normal au point x signifie que X/(x) vérifie (S2) et la propriété (Rj) géométrique en x\
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mais en vertu de (ii) et des remarques précédentes, cet ensemble est intersection de
deux ouverts de X, donc est ouvert dans X. C.Q.F.D.

Corollaire (12.1.7). — Soit y*:X->Y un morphisme localement de présentation finie.
Alors V ensemble des points #eX où f possède l'une des propriétés suivantes (6. 8.1) :

(i) vérifier la propriété (SJ ;
(ii) être de coprofondeur ^n;

(iii) être de Cohen- Macaulay ;
(iv) être régulier (ou lisse., ce qui revient au même) ;
(v) être normal;
(vi) être réduit;

est ouvert dans X.

En effet, il résulte de (11.3.1) que l'ensemble des #eX où f est plat est ouvert.
On peut donc se borner au cas où f est plat, et alors le corollaire résulte de (12.1.1, (iv),
(vi) et (vii)) et de (12.1.6, (i), (ii) et (iv)).

Remarques (12.1.8). — (i) Dans (12.1.6, (ii)), on ne peut supprimer l'hypothèse que x n'appartienne à
aucun cycle premier associé immergé de X^j . C'est ce que montre l'exemple (5.12.3), où l'on prend X= Spec(A),
Y étant le spectre de l'anneau local A0 de k[T] correspondant à l'idéal premier (T) et le morphisme X->Y corres-
pondant à l'homomorphisme injectif A0-^-A, déduit par localisation et passage au quotient de l'injection
£[T]— >&[T, U, V]; ce morphisme est plat puisque A est un A0-module sans torsion (0I? 6.3.4). Ici ^a fibre X^. au
point fermé y de Y, égale à Spec(A//A), est irréductible, de dimension i et vérifie la condition (R0) géométrique
puisque l'anneau local en son point générique est un corps. Par contre, au point générique y' de Y, la fibre Xy
a deux composantes irréductibles de dimensions respectives o et i, et celle de dimension o n'est pas réduite, donc X^./
ne vérifie pas la condition (R0).

(ii) Dans (12.1.6, (ii)), on ne peut pas non plus supprimer l'hypothèse que X^j est équidimensionnel au
point x. On le voit ici sur l'exemple (5. 12.6) avec X = Spec(A), Y=Spec(A0), où A0 est défini comme dans (i),
le morphisme X->Y provenant encore de l'injection £[T]— >-&[T, U, V, W] par localisation et passage au quotient,
et étant plat puisque A est un A0-module sans torsion (Or , 6.3.4). La fibre X^ au point fermé y de Y est réduite
(donc vérifie (Sx)) et vérifie (Rj), mais a deux composantes irréductibles de dimensions 2 et i, tandis que la fibre X,./
au point générique y' de Y ne vérifie pas

12.2. Propriétés locales et globales des fibres d'un morphisme propre, plat
et de présentation finie.

Théorème (12.2.1). — Soient /:X->Y un morphisme propre de présentation finie,
^ un 0^- Module f -plat et de présentation finie, O une partie finie de Zu{±oo}, k un entier.

Les parties suivantes de Y sont ouvertes :

(i) Uensemble des jyeY tels que l'ensemble des dimensions des cycles premiers associés
à ^ 'y soit contenu dans O.

(ii) Uensemble des jyeY tels que V ensemble des dimensions des composantes irréductibles

de Supp(Jr
2/) contienne O.

(iii) L'ensemble des je Y tels que tous les cycles premiers associés à ^y aient une même
dimension égale à k.

(iv) Uensemble des jyeY tels que ̂ y n'ait pas de cycle premier associé immergé et que

l'ensemble des dimensions des composantes irréductibles de Supp(^/) soit égal à O.
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(v) L'ensemble des jeY tels que 3F'y ait la propriété (Sfc) et soit équidimensionnel en

tout point de Xy.

(vi) L'ensemble des je Y tels que coprof(^"») ̂  k.

(vii) L'ensemble des jeY tels que ̂ y soit un 0X -Module de Cohen-Macaulay.

(viii) L'ensemble des je Y tels que &' soit géométriquement réduit.

(ix) L'ensemble des je Y tels que 3P' soit géométriquement ponctuellement intègre en

chaque point de Xy.

(x) L'ensemble des je Y tels que ̂ y soit géométriquement intègre.

(xi) L'ensemble des jeY tels que ^y n'ait pas de cycle premier associé immergé et que

la somme l(y) des multiplicités totales (4.7.12) de ̂ y aux points maximaux de Supp(«^"y) soit ^k.

A l'exception de (ii), (iii), (iv), (x) et (xi), les propriétés P(j) considérées sont de
la forme suivante : « pour tout #eXy) !FV a la propriété Q(x) », où Q(x) est l'une des
propriétés (i) à (viii) de (12.1 .1) . Il résulte de (12 .1 .1) que l'ensemble U des #eX
tels que Q(x) soit vraie est ouvert, et l'ensemble V des je Y tels que P(j) soit vraie
n'est autre que l'ensemble Y—/(X—U) ; dans tous ces cas, le théorème est donc déjà
vrai en supposant seulement le morphisme f fermé. Pour (iii), on applique (i) avec O
réduit à un seul élément. Il reste à examiner les cas (ii), (iv) et (xi) séparément, ((x) se
déduisant aussitôt de (xi) et de (4.7.14)) en appliquant toujours la méthode décrite
dans (12.0.2) .

(12.2.1.1) Cas (ii) : Les étapes A) et B) de la démonstration procèdent comme
dans le début de (12 .1 .1 ) ; pour l'étape A), on utilise (8.9.1), (11.2.6) ainsi que (4 .2 .7) ;
pour l'étape B), on utilise (9.5.5) appliqué à Supp(«^"). Il reste à démontrer que si (en
supposant Y noethérien) l'ensemble des dimensions des composantes irréductibles de
Supp(Jr

y) contient O, alors il en est de même de l'ensemble des dimensions des compo-
santes irréductibles de Supp(J^"y,), pour toute générisation y' de j dans Y. Soit Yx un
spectre d'anneau de valuation discrète tels que, si jx et y[ sont le point fermé et le point
générique de Y1? il y ait un morphisme h : Y1->Y tel que A(jx) =j, A(ji) — y' (H, 7.1.7) .
Appliquant (4.2.7) , on voit qu'on peut remplacer Y par Y! et X par X1=XxYY1,
autrement dit, se borner au cas où Y est spectre d'anneau de valuation discrète, j son
point fermé et y' son point générique.

Utilisant (Errm, 30), on peut se borner au cas où Supp(^") = X, de sorte que/
est quasi-plat (2.3.3); les composantes irréductibles Zt- de X dominent alors Y (2.3.4),
autrement dit leurs points génériques appartiennent à Xyo et les Z^nXr sont les
composantes irréductibles de Xy,. Mais toute composante irréductible de X^ est contenue
dans un des Zi? donc est une composante irréductible de (ZJy; or, on sait (7.1.13)
que les dimensions de toutes les composantes irréductibles de (Z^ sont égales
à dîm((Zi)y/), ce qui achève de prouver (ii).

(12.2.1.2) Cas (iv) : Le même raisonnement qu'au début montre, en utilisant
(12. i . i, (iii)) que l'on peut déjà supposer (en remplaçant Y par un ouvert de Y) que
pour tout jeY, ^y n'a pas de cycle premier associé immergé. L'assertion du cas (iv)
est alors une conséquence immédiate des assertions des cas (i) et (ii).
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(12.2.1.3) Cas (xi) : Pour l'étape A) du raisonnement, on utilise (8.9.1),
(n. 2. 6), (8. 10.5, (xii)) (pour conserver l'hypothèse que/ est propre), ainsi que
(4.2.7), (4.5.6) et (4.7.9). Pour l'étape B), on voit, comme dans le cas (iv), qu'on
peut supposer que pour tout j>eY, jFy n'a pas de cycle premier associé immergé, et
l'on applique (9.8.8) qui prouve que la fonction z~*l(z) est constructible. Il reste
donc à voir (en supposant Y noethérien et /propre) que pour toute générisation y' d'un
point je Y, on a l ( y ' ) ^ l ( y ) . En raisonnant comme dans (12. i . i .3), on voit (à l'aide
de (4.7.8) et (4.5.11)) qu'on peut supposer que les composantes irréductibles
de Supp(e^*î/r) sont géométriquement irréductibles et que l(y'} est la somme des longueurs
des (^y}Z'. aux points maximaux z] de Supp(Jr

y,). Appliquant de nouveau (4.2.7),
(4.5.6) et (4.7.9), on se ramène, comme dans (12 .2 .1 .1) , au cas où Y est un spectre
d'anneau de valuation discrète, y son point fermé et y' son point générique. Le fait
que l(y'}^l(y] sera alors conséquence du

Lemme (12. 2. 1.4). — Soient Y un spectre d'anneau de valuation discrète, y son point fermé,

y' son point générique, /: X->Y un morphisme propre, ^ un 0^- Module cohérent et f -plat,

Zi (resp. z'j) les points maximaux de Supp(Jr
y) (resp. Supp(Jr

y,)). Supposons que ̂ y n'ait
pas de cycle premier associé immergé. Alors on a

On a Y=Spec(A), où A est un anneau de valuation discrète, dont nous dési-
gnerons par t une uniformisante, de sorte que Jr

y = J^/^J^. Comme «^" est /-plat, les z]
sont aussi les points maximaux de Supp^) (2.3.4); pour tout z^ désignons par z^
ceux des z] qui sont des générisations de Z{\ il résulte de (3.4.1.1) que l'on a

d'où en sommant

Le lemme sera donc prouvé si nous établissons que pour tout z^ il y a au moins un indice i
tel que z] soit l'un des z'^- Or, comme /est propre (donc fermé) et /(£?')— jy'5 il existe
#eX qui est une spécialisation de z] et est tel que /(#)— JV, autrement dit {^}nXy

n'est pas vide. Comme t est ^-régulier par platitude, on déduit de (3.4.3) qu'il y a
au moins un point de Ass(Jr

y) dont z'j est une générisation; mais comme les points
de Ass(^) sont par hypothèse les £,., cela termine la démonstration.

Corollaire (12.2.2). — Sous les hypothèses de (12 .2 .1) :

(i) La fonction jv~^dim(Supp(Jr
î/)) est continue (donc localement constante) dans Y.

(ii) La fonction jy~> coprof ( J^) (5.7.1) est semi-continue supérieurement dans Y.

(iii) La fonction 7~>/(jv) (12 .2 .1 , (xi)) est semi-continue supérieurement dans Y lorsque

les ^y n'ont pas de cycle premier associé immergé.

(iv) La fonction j->prof*(e^
r
î/) (10.8.1) est semi-continue inférieurement dans Y.
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(i) II résulte de (12.2 .1 , (i)) appliqué à O égal au plus petit intervalle de N
contenant les dimensions des cycles premiers associés à 3P'y) que z~>dim(Supp(e^'J)
est semi-continue supérieurement au point j; il résulte d'autre part de (12.2 .1 , (ii))
appliqué à O égal à l'ensemble des dimensions des composantes irréductibles de Supp(Jr

y),
que cette même fonction est semi-continue inférieurement au point j, d'où la conclusion.
Les assertions (ii) et (iii) ne sont que d'autres formulations de (12.2 .1 , (vi) et (xi)).
Enfin, d'après (12.1.3) , l'ensemble des xeX tels que profJ^J^)^ est ouvert, et la
conclusion de (iv) en résulte par le même raisonnement qu'au début de (12.2 .1) .

Remarques (12.2.3). — (i) On observera que pour (12.2.1, (ii)), on peut se dispenser de l'hypothèse que/
est propre.

(ii) Dans (12.2.1, (ii)), on ne peut remplacer la condition que l'ensemble E(jy) des dimensions des compo-
santes irréductibles de Supp(^) contienne O, par la condition que E(jy) soit égal à <ï>. En effet, soit k un corps, et
considérons l'espace projectif à 3 dimensions P — P| = Proj(G), où G = k[tQ, tlyt2, £3] (^ indéterminées) ; dans P,
soit X0 le sous-schéma fermé « réunion de la droite Xx définie par fx = t% = o et du plan X2 défini par t2—£3 = 0 »,
ce qui décrit en termes géométriques le fait que X0 est égal à Proj(C/a), où l'idéal gradué a est égal à t>c, avec
b = C^-f- C£3, c = C(£2—£3) ; considérons le morphisme f0 : XQ^XJ qui, en termes géométriques, est la« projection
de X0 sur Xx à partir de la droite à l'infini D définie par t0—t2 = o »; sous forme algébrique, f0 correspond à
Phomomorphisme d'algèbres graduées k[t09t^\—>k[t0, h> *2> y/a obtenu par passage au quotient à partir de
l'injection canonique k[tQ,t2]—>A;[£0, ti912, £3]. Il est clair que/"0 est un morphisme projectif, donc propre; il en est
donc de même de sa restriction /: X—>Y, où Y = D+(£0) et X=/0~1(Y); pour voir que/est plat, il suffit de
remarquer que A;p2] est un anneau principal et l'anneau G' = k\t-L, t2, ̂ l/fe—^3)(('i)~f"('s)) un ^ p2]~mO(lule sans

torsion (QI9 6.3.4). Pour tout jyGY distinct du point j>0 défini par t2 = o) f~
1(y) a alors deux composantes

irréductibles, de dimensions o et i, tandis que f~1(}>o) n'a qu'une seule composante irréductible de dimension i.
(iii) Dans (12.2.1, (i)), on ne peut pas non plus remplacer la condition que l'ensemble E'(jy)i>E(jv) des

dimensions des cycles premiers associés à «^ soit contenu dans O par la condition qu'il soit égal à <D. Soient en effet k
un corps, A l'anneau k\f] de polynômes, B le sous-anneau A;p4, t3u, ta3, M4] de l'anneau de polynômes kit, u\
(t, u indéterminées); B n'est pas intégralement clos, l'élément t2u2 appartenant à sa clôture intégrale mais n'étant
pas dans B; si m est l'idéal maximal de B, engendré par £4, t*u, tu? et M4, m est idéal premier associé immergé de A/Ai4.
Posons Y = Spec(A), X = Spec(B), et soit f: X—>Y le morphisme correspondant à l'homomorphisme A—>B qui
transforme t en £4. Gomme cet homomorphisme fait de B un A-module sans torsion,/est plat (0IS 6.3.4). Sij> est

le point de Y correspondant à l'idéal maximal tA, le préschéma f ~ ^ - ( y ) est irréductible et de dimension i, mais
admet un cycle premier associé immergé de dimension o; au contraire, sij/ est le point générique de Y, f~*(}>')
n'a pas de cycle premier associé immergé, étant le spectre d'une k (y') -algèbre intègre de dimension i. Dans cet
exemple, f est un morphisme affine non propre ; on peut en déduire aussitôt un exemple analogue où f est propre
et plat en considérant X comme un ouvert partout dense d'un schéma projectif sur Y (II, 5.3.4 et 5.3.2), ou en
procédant directement comme dans la Remarque (ii).

Les Remarques (ii) et (iii) montrent la nécessité d'inclure dans (12.2.1, (iv)) la condition que ^y n'ait pas
de cycle premier associé immergé.

(iv) Dans (12.2.1, (xi)), on ne peut supprimer l'hypothèse que y soit propre. En effet, soient k un corps,
Y la« droite affine», spectre de l'anneau de polynômes k[t] (t indéterminée), X le schéma somme de Y et de l'ouvert
complémentaire du point fermé y de Y défini par t — o. Il est clair que le morphisme /: X->Y qui est égal aux
injections canoniques dans chacune des composantes de X est plat et que si l'on prend ^ = &x, ^z n'a de cycle
premier associé immergé pour aucun zeY. Toutefois, on voit ausitôt que l'on a l(y]=i et l(z) = 2 pour
tout z*y.

(v) Dans (12.2.1, (xi)), on ne peut pas non plus supprimer l'hypothèse que ̂ y soit sans cycle premier associé
immergé. C'est ce que montre l'exemple de la Remarque (ii) : on voit aussitôt en effet que l'on a, avec J^ = (9X,
/(jy0) =i et l(y) = 2 pour y 3=yQ dans Y.

(vi) Nous ignorons si dans (12.2.1, (xi)) on peut remplacer l'hypothèse que .̂  est jT-plat par celle que
Supp(«^r) = X et que^est universellement ouvert. En reprenant la démonstration de (12.2.1.4), on voit (en utilisant
aussi (14.3.6)) qu'il faudrait résoudre la question suivante : Soient A un anneau local noethérien, M un A-module
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de type fini, t un élément de l'idéal maximal m de A, qui n'est contenu dans aucun idéal premier minimal de A;
s'il existe un de ces idéaux premiers minimaux p tels que dim(A/p) = i, est-il vrai que m est un idéal premier
associé à M/tM (t n'étant pas supposé M-régulier) ?

On notera toutefois qu'on ne peut, dans (12.2.1, (xi)), supprimer purement et simplement l'hypothèse que &
est/-plat. On prendra en effet ici P comme dans la Remarque (ii), puis dans P le sous-schéma fermé X0 réunion
des trois droites X1? Xa, X3 définies respectivement par t1 = t3 = o, t±—t0 = t3 = o, t2 = t3 = o-, on définit la
projection f0 de X0 sur Xx comme précédemment et sa restriction /: X—>Y, où Y = D_|_(J0) est la droite affine et
X =%/o~100 ;/est propre mais non plat, et si l'on prend ^=0^, ^y n'a de cycles premiers associés immergés pour
aucun j>eY. Mais on a / ( j>0)=i et /(jv) = 2 pour jy4=jy0 dans Y.

Théorème (12.2.4). — Soient f: X->Y un morphisme propre, plat et de présentation

finie^ k un entier ^ i. Les parties suivantes de Y sont ouvertes :

(i) L'ensemble des je Y tels que Xy possède la propriété (Sfc).

(ii) L'ensemble des jeY tels que X^ vérifie la propriété (RA) géométrique, soit équidimen-

sionnel en chaque point et n'ait pas de cycle premier associé immergé.

(iii) L'ensemble des je Y tels que X^ soit géométriquement régulier (i.e. lisse sur h(y)).

(iv) L'ensemble des je Y tels que Xy soit géométriquement normal.

(v) L'ensemble des je Y tels que X^ soit géométriquement réduit.

(vi) L'ensemble des jeY tels que Xy soit géométriquement réduit et que le nombre géomé-

trique de composantes connexes de X^ soit égal à k.
(vii} L'ensemble des je Y tels que Xy soit géométriquement ponctuellement intègre (4.6.9).
(viii) L'ensemble des je Y tels que X^ soit géométriquement intègre.

(ix) L'ensemble des jeY tels que X^ n'ait pas de cycle premier associé immergé et que la

multiplicité totale (4.7.4) de X^ sur h(y] soit ^k.

Sauf pour (vi), ces assertions sont des cas particuliers d'assertions de ( 1 2 . 2 . 1 ) ,
ou se déduisent d'assertions de (12.1 .6) comme au début de la démonstration
de (12 .2 .1) . Pour (vi), on se ramène comme toujours (compte tenu de l'invariance
du nombre géométrique de composantes connexes par changement de base (4.5.6))
au cas où Y est noethérien. L'ensemble U des jeY tels que Xy soit géométriquement
réduit est ouvert dans Y en vertu de (v) ; il résulte alors de (III, 7 .8 .7 et 7.8.6) que
pour tout jeU, il y a un voisinage VCU de j et un entier m tels que, pour tout £eV,
F(Xr, 0X ) soit isomorphe à (k(z)}m\ mais en vertu de (III, 4.3.4), m est alors le nombre
géométrique de composantes connexes de Xz, d'où la conclusion. On donnera une autre
démonstration de (vi) dans (15.5.9).

12.3. Propriétés cohomologiques locales des fibres d'un morphisme plat et
localement de présentation finie.

Lemme (12.3.1). — Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation finie qui soit

un A-module plat, M un ^-module de présentation finie., qui soit un A-module plat. Alors les

conditions suivantes sont équivalentes :

a) M est un ^-module projectif.

b) M est un ^-module plat.

c) Pour tout jeSpec(A), M®AJfe(j) est un (R®Ak(y))-module projectif.
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L'équivalence de a) et b) résulte de Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2
du th. i. Comme a) implique c) trivialement, il reste à prouver que c) implique b),
ce qui résulte du critère de platitude par fibres (n .3, 10), appliqué avec g = h)f

:= ix*
Proposition (12.3.2). — Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation finie qui

soit un A-module plat, M un E-module de présentation finie qui soit un A-module plat. Alors :
(i) // existe une résolution gauche de M par des E-modules libres de type fini.
(ii) On a

(12.3.2.1) dim.projB(M) = sup dim.projB(g) k(»)(M<8>Afc(j>)) = Tor.dimB(M)
î/6Spec(A) A

où Tor.dimB(M) est le plus petit entier i tel que Tor?(M, N) = o pour tout j^i et tout
E-module N (et +00 si un tel entier i n'existe pas) .

(i) En vertu de (8 . 9 . i), il existe un sous-anneau noethérien A0 de A, une A0-algèbre
de type fini B0 et un B0-module de type fini M0 tels que B soit isomorphe à B0®AoA
et M à M0®AoA. De plus (11.2.7) on peut supposer que B0 et M0 sont des A0- modules
plats. Il y a alors une résolution gauche (L0). de M0 formée de B0- modules libres de type
fini, et comme M0 et les Loi sont des A0-modules plats, (L0).®AoA est une résolution
gauche de M formée de B-modules libres de type fini (2.1.10).

(ii) En vertu de (0, 17.2.2, (ii)), on a Tor.dimB(M)^dim.projB(M), et la
définition de la dimension projective prouve aussitôt que, pour tout jyeSpec(A), on a
dim.projB(g) k(^(M®Afc(jy))^dim.projB(M). Pour prouver les inégalités inverses, considé-
rons une résolution gauche (Lt«) de M par des B-modules libres de type fini, et supposons
que Tor.dimB(M) = ?2 (resp. dim.projB0Ak(y)(M®AJc(j;))^7Z pour tout jyeSpec(A)).
Alors R = Im (Ln -> Ln _ x) — Ker (Ln _ l -> Ln _ 2) est un B-module de type fini qui est aussi
un A-module plat, en vertu de l'hypothèse sur M et B et de (2.1.10). En outre,
on a TorJ+1(M, N) = Tor?(R, N) pour tout B-module N (M, V, 7). L'hypothèse
Tor .dimB(M) = tt entraîne donc Torf(R, N) = o pour tout B-module N, c'est-à-dire
que R est un B-module plat, donc projectif en vertu de (12.3.1); cela établit que
dim.projB(M)^rc. L'hypothèse dim.projB(g) k(y)(M®Afe(j>))<w pour tout jyeSpec(A)
entraîne d'autre part, par tensorisation avec k(y), que dans chacune des suites (exactes
en vertu de la platitude sur A de M, des L^ et de R (2. i . 10))

L

R®Afc(j;) est un (B®A/c(j)) -module projectif (pourjeSpec(A)). On conclut alors encore
de (12.3.1) que R est un B-module projectif, donc dim.projB(M)^w.

Proposition (12.3.3). — Soient f: X->S un morphisme localement de présentation finie,
& \ un complexe formé de 0^- Modules quasi-cohérents de présentation finie ; pour tout s G S,
soit (<5?J5 le complexe ^.®&»k(s) de &x -Modules de type fini. Supposons que <&n_i soit

f-plat. Alors V ensemble U des #eX tels que (^n((^.}f(x)))x — ° est °uvert dans X. Si de plus
<en est f-plat, alors on a Jfn(Jg?.) |U==o.

On peut évidemment se limiter au cas où n = i et où le complexe Jg?. se réduit

à o->- JSfa-> J2?!-> JS?0->o. On peut d'abord se ramener au cas où S = Spec(A) et X
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sont affines, puis au cas où S est noethérien; en effet, par (8 . g . i ) et (8 . 5 . 2), on sait qu'il existe
un préschéma noethérien S'— Spec(A'), où A' est un sous-anneau de A, un morphisme
detypefini/' : X'->S' et trois ̂ -Modules cohérents ^\ (o^z'^2) tels que X — X'Xg^S,
f=f^, oS^=Jë?t'®g,S, ainsi que deux homomorphismes iï> vf tels que u = u'®i, v = v'®i
et v'ou'=o. On peut en outre supposer que ££'§ est/'-plat (11.2.7) , et Que ° î est/'-plat
lorsque &± est supposé/-plat. Par fidèle platitude, l'hypothèse (^n((^.}f(x])}x ~ ° équivaut
à (^n((^l)/'(z'))):c'~o5 si x> est ^a projection de x dans X'; si U' est l'ensemble des #'eX'
tels que (^n((^'^'(X']))X' = o, U est donc l'image réciproque de U' par la projection
X->X', ce qui ramène, pour la première assertion, au cas où S est noethérien. Pour la
seconde assertion, on remarque en outre que A est limite inductive de ses sous-anneaux Ax

qui sont des A'-algèbres de type fini; posons Xx — X'XS 'SX , où Sx = Spec(Ax)5

J^X)=:J^®S,SX, et soient u^ = uf® i : 3™ -+3™, vx=v'® i : ̂ }->^\ de sorte
que l'on a Jf1(j2

?(
-
x)) = Ker(i;x)/Im(wx). Or, comme le foncteur lim est exact dans la

catégorie des groupes commutatifs, on a Ker(z>)==lim(Ker(#x)), Im(z/) — lim(Im(«x)),

et 3?i(& J = lim ^(Jg?^). Si l'on a supposé que JS^ est/-plat et (en se ramenant au cas
où X=U) que l'on ait prouvé ^f?

1(jSf(.x)) — o pour tout X, on en déduira bien

I) Supposons désormais S noethérien. On sait (sans hypothèse de platitude sur JSf0)
que l'ensemble U est constructible dans X (9.9.6). Utilisant maintenant (Oin, 9.2.5),
il reste à montrer que pour toute générisation x' de xeU dans X, on a aussi x'eU. La
méthode exposée dans (12.0.2) s'applique sans changement (compte tenu du fait que
pour un préschéma Z sur un corps k et une extension k' de £, la projection Z®fc£'->Z
est fidèlement plate). On peut donc supposer que S est le spectre d'un anneau de
valuation discrète A, dont on désigne par t une uniformisante, x étant au-dessus du
point fermé de S et x' au-dessus du point générique de S. L'hypothèse que £?§ est
/-plat entraîne que t est J5f0-régulier (Ol5 6.3.4). On est alors ramené à prouver
le lemme suivant (où B, M, N, P seront remplacés par 0X, (&^x, (<&i)x et (-^o)«
respectivement) :

Lemme (12.3.3.1). — Soient B un anneau local noethérien, M, N, P trois ^-modules, N
M V

étant supposé de type fini, M -> N -> P deux homomorphismes tels que vou = o. Soit t un élément
de Vidéal maximal de B tel que t soit ^-régulier et que la suite

U®1,>//D ^®1»//T»
(12.3.3.2) M/JM — ̂  N/JN — -^ P/tP

soit exacte. Alors la suite M -> N -> P est exacte.
Notons d'abord que si l'on remplace M par son image Q dans N et u par l'injec-

tion j : Q/->N, l'image de j®i est la même que celle de u®i, donc on peut, sans
changer l'hypothèse ni la conclusion, supposer u injectif. D'autre part, si R est l'image
de v et p : N->R la surjection canonique, t est évidemment R-régulier, on a pou = o,
et le noyau de p®i est contenu dans celui de #®i ; il lui est par suite égal si la
suite (12.3.3.2) est exacte; comme d'autre part on a évidemment Ker(/>) = Ker(z>),
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on voit qu'on peut, pour prouver le lemme, supposer en outre v surjectif. Le lemme sera
alors conséquence du suivant :

Lemme (12.3.3.3). — Soient B un anneau, M, N, P trois ^-modules, u : M-»N,

v : N->P deux homomorphismes tels que u soit injectif, v surjectif et vou = o. Soit t un élément

de B tel que t soit P-régulier. Alors on a

(12.3.3.4)

à un isomorphisme canonique près.

En effet, l'hypothèse que la suite (12.3.3.2) est exacte entraînera alors
(Ker p/Im z/)®B(B/dB) = o, et comme t appartient à l'idéal maximal de B et que Ker(z>)
est un B-module de type fini (puisque B est supposé noethérien dans (12.3.3.1)), le
lemme de Nakayama prouvera que Ker(0) = Im(M).

Reste donc à démontrer (12.3.3.3). Posons M' = M ® I , v'=v®i9 Z = Ker(z;),
H = Z/Im(w), de sorte qu'on a les suites exactes

o -> M -> Z -> H -> o

d'où, en tensorisant par B/£B et utilisant le lemme (3.4.1.4) et le fait que t est P-régulier,
les suites exactes

M / f M ^ Z / f Z -
o-> Z/tZ ->N/*N-

d'où Ker(r>') = Z/£Z, et comme lm(w') = Im(u'), on obtient (12.3.3.4).
II) Supposons maintenant en outre que J2?1 soit /-plat; remplaçant en outre éven-

tuellement X par U, on peut supposer que X=U. Il s'agit de voir que pour tout #eX,
on a («^i(«5?.))a; = o. Soit s=f(x), et soit n l'idéal ms&XjX, qui est contenu dans l'idéal
maximal de 0x,z> comme (Jf?

1(j2
7J)a. est un ^x>a.- module de type fini (X étant localement

noethérien), il est séparé pour la topologie n-adique (0I? 7.3.5), donc il suffit de montrer
que son séparé complété pour cette topologie est o. Or, en vertu de (III, 7 .4 .7 .2) , ce séparé
complété est égal à lim ^i(<^.®cf>s(0s,s/ms +1))> et ^ suffira donc de prouver que chacun

k

des termes de ce système projectif est nul. Mais cela est vrai par hypothèse pour £—0;
raisonnons donc par récurrence sur k. La conclusion résultera du lemme plus général
suivant (qu'on appliquera pour A=(9^sjm

k
8

+l et 3 égal à l'idéal maximal mjmk
s
+l

de A) :
U V

Lemme (12.3.3.5). — Soient A un anneau, 3 un idéal nilpotent de A, L. : P-^Q-^R
lf\\ Wn Vn

un complexe de A-modules. On pose A0==A/3, L;;} = L0®AA0 : P0 — > Q0 — >R 0 5 et Ton suppose

que gr^(A) est un AQ-module plat, et que Q et R sont des A-modules plats. Alors la relation

o entraîne H1(L.) = o.

Posons L(.A:)-L.(x)A(A/3A: + 1) rPfc-^Qfc-^Rfc; comme il existe un entier k^i tel

que L^ = L.j il suffira de prouver, par récurrence sur À:, que la suite PA — > Qk — > Rfc est
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exacte (cette assertion découlant de l'hypothèse pour k = o). Soit donc xeQk un élément

tel que vk(x) =o. Comme par l'hypothèse de récurrence la suite Pk_l—> Qk-i~^~* Rfc-i
est exacte, l'image canonique de x dans Qh-i = Qk/fâkQ,fâk + iQ) appartient à Im(wA._1),
donc il existe £ePfc tel que x=uk(z)+x' avec #'e3fcQ,/3*+1Q^ Comme on a vkouk=o, la
relation vk(x)=o entraîne vk(x')=o, et par ailleurs on a évidemment ^(A;')e;
tout revient donc à prouver que la suite

(où u' et p' proviennent de u et y par restriction et passage aux quotients) est exacte.
Or, par hypothèse, 3fc/3fe+1 est un (A/3)-module plat, donc la suite

est exacte. Mais (Q/3Q)®A/3(3
fe/3fc+1) = Q®A(3"/3"+1) s'identifie à 3"Q/3fe+1Q, en

vertu de la platitude de Q, sur A, et de même (R/3R)®A/3(3*/3fc+1) s'identifie à
3feR/3fe+1R« Enfin, l'image de u' s'identifie à celle de u", et cela termine la démonstration.

Corollaire (12.3.4). — Soient f : X->S un morphisme plat localement de présentation
finie, J^, & deux 0X- Modules de présentation finie et f -plats. Soient n un entier ^o, U V ensemble

des

U est ouvert, et Von a $xtG (&r, à?) \ U = o (resp. l?~orn (3F ^ &} \ U = o).

On peut évidemment se borner au cas où S et X sont affines. Alors (12.3.2),
il existe une résolution gauche ^9=(^i) de J^ formée de 0x-Modules libres de type
fini. Si l'on pose <d(' = &om(£?9, &} (resp. ^/*0=JSf-®0 ^), on en déduit que chacun

des JT (resp. Jf^ est isomorphe à un 0x-Module de la forme ^w, donc les JP et Jf*
sont des 0x-Modules de présentation finie et /-plats. En outre, pour tout changement
de base S'->S, si l'on pose X'=XxsS', J^'=^®SS', g?'=^®sS', Jg^=Jg?.®sS' est
encore une résolution gauche de J^' par des ^-Modules libres de type fini (2.1.10),
et ur'*=ur®sS' est égal à tfom(&'9, &') (resp. ^;=^T.®SS' est égal à g"®®^'}

d'après ce qui précède. En particulier, on a, pour tout jeS, S'xt™ (^s-> ^s) ==^n((^)s)

(resp. yor^(^s^ &s) — ̂ n((^.}s})' Appliquant (12.3.3) aux complexes de Modules
/-plats ^(* et Jf 9, on en déduit aussitôt le corollaire.

§ 13. MORPHISMES ÉQUIDIMENSIONNELS

Ce paragraphe est consacré à l'étude de la variation de la dimension des fibres d'un
morphisme localement de type fini /: X->Y (qui est déjà intervenue à propos de la
« formule des dimensions » dans 5.5 et 5.6). On prouve d'abord (13.1.3) que la fonc-
tion Ar-^dinij./"1 (/(#)) est toujours semi-continue supérieurement dans X (théorème de semi-
continuité de Chevalley). On étudie ensuite plus particulièrement les morphismes, dits
« équidimensionnels », pour lesquels cette fonction est localement constante. Malheureuse-
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ment la notion de morphisme équidimensionnel n'est pas stable par changement de base;
c'est pourquoi dans de nombreuses questions il est plus commode de travailler avec la
notion de morphisme universellement ouvert, dont l'étude fait l'objet des §§ 14 et 15.

13.1. Le théorème de semi-continuité de Chevalley.

Lemme (13.1.1). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien, X un

préschéma irréductible, f : X->Y un morphisme dominant de type fini. Soit £, (resp. vj) le point

générique de X (resp. Y) et soit e = dim(/~1(7])). Alors, pour tout #eX, toutes les composantes

irréductibles de f~l(f(x)} sont de dimension ^ e.

La proposition est immédiate lorsque, pour tout je/(X), 0y est un anneau univer-
sellement caténaire : en effet, si x est point générique d'une composante irréductible Z
de f~*(y), il résulte de (5.6.5), joint à (5.2. i), que l'on a e+dim(0y) =dim(Z) +dim(0J ;
mais en vertu de (0, 16.3.9), on a dim(0J^dim(<?y, d'où la conclusion dans ce cas.

Nous allons ramener le cas général à ce cas particulier. La question est évidem-
ment locale sur Y, et, compte tenu de (4.1.1.3), elle est aussi locale sur X; on peut donc
se borner au cas où Y=Spec(A) et X=Spec(B) sont affines et irréductibles, B étant
une A-algèbre de type fini. En outre (1.5.4), on Peut supposer X et Y réduits, donc A
et B intègres et, comme / est dominant, A est alors un sous-anneau de B. Considérons A
comme limite inductive de ses sous-Z-algèbres de type fini ; il résulte alors de (8.9.1)
qu'il existe une telle sous-algèbre A0 et une A0-algèbre de type fini B0 telles que
B=B0®A0A. Posons Y0=Spec(A0), X0—Spec(B0), et soit f0 : X0->Y0 le morphisme
correspondant à l'homomorphisme A0~>B0, de sorte que/—/0XiY . II n'est pas évident
a priori que le préschéma X0 soit intègre, mais nous allons voir qu'on peut se ramener à
ce cas. Soit 7]0 le point générique de Y0, de sorte que si g est le morphisme Y->Y0,
on a g(rj) = %; par transitivité des fibres (I, 3.6.4), on a /"^H/o"1^)®^)^)*
et comme /~1(vj) est irréductible par hypothèse, il en est de même de /0"~1(v30) (4-4- 0-
Notre assertion résultera alors du lemme suivant :

Lemme (13.1.12). — Soient Y0, Y deux préschémas intègres de points génériques Y]0, Y),

g : Y->Y0 un morphisme dominant, f0 : X0->Y0 un morphisme dominant tel que /0~
1(^0)

 so^

irréductible. Soit X0 l'unique composante irréductible de X0 rencontrant /0~
1(v)0) (QÎ9 2.1.8), et

désignons encore par X0 le sous-préschéma fermé réduit de X0 ayant XQ pour espace sous-jacent.

Supposons que le préschéma X—X 0 X Y o Y soit intègre; alors X est isomorphe à X0XY-Y.

En effet, si j0 : XQ-^XO est l'injection canonique, qui est une immersion fermée,
j=jQXi? : X0xYoY->X0xYoY=X est une immersion fermée. D'autre part, XQ contient
la fibre /o"1^), donc XoXYoY contient f~~l(YJ) ; notons d'autre part que y"1 (73) n'est
pas vide (I, 3.4.7), donc contient le point générique de X; par suite l'image de j est
nécessairement X tout entier. Mais comme X est intègre, le seul sous-préschéma fermé
de X ayant X pour espace sous-jacent est X lui-même, donc j est un isomorphisme.

Ce lemme étant établi, on peut donc supposer que X0 est intègre; pour tout j0
eY0,

0yt est une Z-algèbre essentiellement de type fini, donc un anneau universellement
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caténaire (5.6.4); par suite, pour tout jy0e/0(X0), toutes les composantes irré-
ductibles de f~l(y) ont une dimension ^e, car on sait que dim(/0~1(y)0)) = é? par transi-
tivité des fibres (4.1.4). Pour tout j>e/(X), on a alorsJ>o = £OOe,/o(Xo) et par transiti-
vité des fibres et (4.2.7), on achève la démonstration.

Théorème (13.1.3) (Chevalley). — Soit /:X->Y un morphisme localement de type
fini. Pour tout entier n, l'ensemble Fn(X) des #eX tels que dimx(f~

1(f(x)))'^n est fermé ;
autrement dit, la fonction x->dimx(f~

1(f(x))) est semi-continue supérieurement dans X.

I) Supposons d'abord que f soit localement de présentation finie.
La question est évidemment locale sur X et sur Y, et on peut donc supposer

Y = Spec(A), X —Spec(B) affines, B étant une A-algèbre de présentation finie. On sait
alors (8.9.1) qu'il y a un sous-anneau noethérien A0 de A, et une A0-algèbre de type
fini B0 tels que si l'on pose Y0 —Spec(A0), X0 = Spec(B0), on ait X = X0xYoY,/—/Ox IY,
où f0 : X0->Y0 correspond à l'homomorphisme A0-^B0. Soient g : Y~>Y0 le mor-
phisme correspondant à l'injection canonique A0->A, y un point de Y, y^ = g(y) ; on sait
que f~^(y}—fo~1(yo)®k(y0)

k(y)> et ^ résulte de (4 .2 .7) que si p est la projection cano-
nique /~1(7)->/~~1(jy0)> les composantes irréductibles de f~v(y) sont les composantes
irréductibles des ensembles j&~1(Z0), où Z0 parcourt l'ensemble des composantes irré-
ductibles de /0~

1(jo)5 et chacune des composantes irréductibles de /?~1(Z0) domine Z0

et a une dimension égale à dim(Z0). Tenant compte de (0, 14. i .5), on voit donc que
si g' : X->X0 est la projection canonique, x un point de X et xQ = g'(x), on a
dimI(/-

1(/W)) = dim:c,(/0-
1(/0W)), d'où FB(X)=^'-1(FB(X0))) et on est par suite

ramené à démontrer le théorème lorsque Y est noethérien, ce que nous supposerons désormais.
On peut évidemment supposer X et Y réduits (1.5.4). En considérant l'ensemble

des parties fermées Y' de Y telles que le théorème soit vrai pour le sous-préschéma fermé
de Y ayant Y' pour espace sous-jacent et pour X'=/~1(Y'), on peut raisonner par
récurrence noethérienne (Oj, 2 .2 .2), et supposer que le théorème est vrai pour toute partie
fermée Y' =)= Y de Y. Si Xt- ( i ̂  i^ m) sont les sous-préschémas fermés réduits de X ayant
pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X, on a Fn(X) —UFn(XJ

en vertu de (0, 14.1.5), et l'on peut donc se borner à démontrer le théorème pour
chacun des Xi? autrement dit, on peut supposer X irréductible. Si Z est le sous-préschéma

fermé de Y ayant/(X) pour espace sous-jacent, / se factorise en X->Z->Y, où j est
l'injection canonique (I, 5 .2 .2) , et g est de type fini (1.5.4), donc il suffit de démontrer
le théorème pour Z et g; en vertu de l'hypothèse de récurrence, on est donc ramené
à considérer seulement le cas où Z — Y, autrement dit où Y est irréductible et/dominant.
Soit alors TQ le point générique de Y et posons e = dim(/~1(y])) ; il résulte de (13.1.1)
que pour n^e on a Fn(X) —X, et par suite on peut se borner au cas où n>e. Mais
alors (9.5.6), il y a un voisinage ouvert U de Y] dans Y tel que Fn(X)C/v~1(Y—U);
comme Y—U=(=Y, l'hypothèse de récurrence entraîne que Fn(X) est fermé.

II) Passons maintenant au cas général, en supposant toujours S = Spec(A)
et X = Spec(B) affines, B étant une A-algèbre de type fini, donc de la forme
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B = A[T15 . . ., TJ/3. Soit (3X) la famille des idéaux de type fini de A[T15 . . ., TJ

contenus dans 3, de sorte que 3 est la réunion filtrante des 3x? si X et les
Xx = Spec(A[Tl5 ...,Tn]/3x) sont considérés comme des sous-préschémas fermés de
Z = Spec(A[T1? . ..,TJ), on a donc, pour les espaces sous-jacents, X = OXX . Si

/x : XX-^S est le morphisme structural, on en déduit que f~l(s) = }fî~l(s) pour tout

seS, et comme les ensembles f^'1(s) sont fermés dans l'espace noethérien Zg, il existe
un X (dépendant de s] tel que f~~±(s)=fï'1(s). Si alors, pour tout #eX, on pose
d(x)=dimx(f~

l(f(x))}, ^(x) = dimx(f^
l(f^(x})), ce qui précède prouve que l'on a

d(x) = inf d^(x) ; les fonctions â?x étant semi-continues supérieurement d'après la première

partie de la démonstration, il en est de même de d. C.Q.F.D.

Corollaire (13.1.4). — Sous les hypothèses de (13.1.3), V ensemble des #eX tels que x

soit isolé dans f ~ 1 ( f ( x ) ) est ouvert dans X.

En effet, c'est le complémentaire de FX(X) (0, 14.1.10).

On notera qu'on retrouve ainsi, sous des hypothèses plus générales, la conséquence
(111,4.4.10) du « Main theorem » de Zariski.

Corollaire (13.1.5). — Sous les hypothèses de (13.1.3), supposons en outre que f soit
un morphisme fermé. Alors., pour tout entier n, l'ensemble des jyeY tels que dim(/~1(j;))^w est

fermé, autrement dit, l'application j-^dim(/~1(jv)) est semi-continue supérieurement ; en particulier,
si y est spécialisation de y', on a dim(/~1(_7))^dim(/~1(j/)).

En effet, dire que àxm(f~~l(y})^n signifie que jye/(Fn(X)) (0, 14.1.6).

Corollaire (13. i . 6). — Soient X, Y deux préschémas irréductibles, f : X->Y un morphisme
dominant localement de type fini. Soit £ (resp. yj) le point générique de X (resp. Y) et soit

e = dim(/~"1(7])). Alors, pour tout #eX, on a dimx(f~
l(f(x)))^e.

En effet, l'ensemble des x tels que dim^/"1 (/(#))) <e est ouvert en vertu de (13 . i . 3),
et comme il ne peut contenir Ç, il est vide.

Notons enfin le résultat plus facile suivant :

Proposition (13.1.7). — Soient Y un préschéma quasi-compact, f: X-^Y un morphisme
de type fini. Il existe un entier n tel que, pour tout je Y, on ait dim(/~1(j;))^7z.

Comme il y a un recouvrement ouvert affine fini ( VJ de Y tel que chaque f~l ( VJ
soit réunion finie d'ouverts affines, on est aussitôt ramené au cas où Y=Spec(A) et
X = Spec(B) sont affines, B étant une A- algèbre de type fini. Si B admet un système
de n générateurs, alors, pour tout jyeY, B®Afe(jy) est une k (y) -algèbre admettant n géné-
rateurs, donc dirr^/"1^))^ en vertu de (4.1.1).

13.2. Morphismes équidimensionnels : cas des morphismes dominants de
préschémas irréductibles.

(13.2.1) Soient Y un préschéma irréductible, X un préschéma irréductible,

f : X->Y un morphisme dominant localement de type fini; soit Y] le point générique de Y.
On sait (13.1.6) que pour tout #eX, on a
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Définition (13 . 2 . 2 ). — Sous les hypothèses de ( 1 3 . 2 . i ) , on dit que f est équidimensionnel
au point x (ou que X est équidimensionnel sur Y au point x) si

On dit que f est équidimensionnel (ou que X est équidimensionnel sur Y) si f est équidimen-
sionnel en tout point #eX.

Il résulte du théorème de Chevalley (13.1.3) que l'ensemble des #eX ouf est
équidimensionnel est ouvert non vide. En outre, si /est équidimensionnel au point x, toutes
les composantes irréductibles de /~~ *(/(#)) qui contiennent x ont même dimension, car
chacune d'elles a une dimension qui est ^dim(/~1(ï])) (13.1.6) et ^dim^/"1 (/(#)))
en vertu de (0, 14.1.5).

Proposition (13.2.3). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien, X un
préschéma irréductible, /: X->Y un morphisme dominant localement de type fini ; soient 7) le
point générique de Y, x un point de X, y =/(#) , et supposons que Von ait

(13.2.3.1)

Alors f est équidimensionnel au point x. La réciproque est vraie si les deux membres de l'inégalité
(5.6.5.2) sont égaux, en particulier si Oy est universellement caténaire.

Cela résulte aussitôt de (5.6.5.2) et de l'inégalité S(#)^o (13.1.1).
(13.2.4) Soient maintenant, de façon générale, Y un préschéma localement

noethérien, f : X->Y un morphisme de type fini, x un point de X, X' une partie fermée

irréductible de X contenant x, y = /(#), Y'=/(X'), Y)' le point générique de Y'. Désignons
encore par X' et Y' les sous-préschémas fermés réduits de X et Y respectivement ayant X'

et Y' pour espaces sous-jacents ; la restriction X' -> Y de/se factorise donc en X' -> Y' -> Y,
où j est l'injection canonique (I, 5.2.2), et/' est de type fini (i .5.4). Posons alors pour
abréger

(13.8.4-1) A = 0T>,, B = 0X>,, A'=0T.,,, B'=0x,f,.

La formule (5.6.5.2) appliquée au morphisme dominant/' et aux préschémas
irréductibles X', Y', donne

(13.2.4.2) dim(B')^dim(A') + dim(B'®^

D'autre part, l'anneau local A' (resp. B', B'®A,fc(jy)) est un anneau quotient de A
(resp. B, B®Afc(jy)), donc (0, 16.1.2.1) on a

(13.2.4.3) dim(A')^dim(A), dim(B')<dim(B), dim(B'(H)

On déduit donc en premier lieu de (13.2.4.3) et (0, 16.3.9)

(13.2.4.4) dim(B')^dim(A') + dim(B'(H)

En outre, en vertu de (0, 16.3.9), on a aussi les inégalités

(13.2.4.5) dim(B')^dim(B)^dim(A) + dim(B(g)A/c(j;)).
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La comparaison de ces inégalités montre donc que :

Lemme (13.2.5). — Avec les notations de (13.2.4), les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) dim(B/) = dim(A) + dim(B®Afe(j;)).
b) On a simultanément les relations suivantes :
(i) dim(A') = dim(A).

(ii) dim(B'®A,fe(j);)) = dim(B0Afe(7)), autrement dit

(iii) dima.(//~1(jv))~dim(//~1(Y)/)), autrement dit f : X'->Y' est équidimensionnel
(13.2.2) au point x.

(iv) On a F égalité

(relation qui est toujours vérifiée lorsque A=0Y,y est un anneau universellement caténaire, en vertu

de (5-6.5)).
c) On a simultanément les relations suivantes :

(i) dim(B') = dim(B).
(ii) dim(B)-dim(A) + dim(B®Afe(j)).

(13.2.6) Rappelons maintenant que les composantes irréductibles Xt- de X
contenant x sont en nombre fini et que Ton a ( (5 .1 .2 .1) et (0, 14.2.1.1))

(13.2.6.1)

L'équivalence des conditions b) et c) dans (13.2.5) implique par suite, compte
tenu de (0, 16.3.9) et (0> 14.2.1) :

Proposition (13.2.7). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme de type fini, x un point de X, f(x}=y ; on a

(13.2.7.1)

Pour que les deux membres de (13.2.7. i) soient égaux, il faut et il suffit qu'il existe une partie
fermée irréductible X' de X contenant x et vérifiant simultanément les conditions suivantes :

(i) Si Y'=/(X'), on a

(ii) dimx(X'n/~1(7)) — dima.(/~
1(j')) (autrement dit, X' contient une des composantes

irréductibles de f~l(y) contenant x, de dimension maxima parmi toutes ces composantes). Il revient
au même de dire que dim(0Xfa!®^y le(^))==dim(0x,fX®0y, k(y)).

(iii) X' est équidimensionnel sur Y' au point x, autrement dit, on a

dim,(X' n/-1^)) = dim(X' n/^i,')),

où YJ' est le point générique de Y' (et par suite, toutes les composantes irréductibles de
contenant x ont même dimension (13.2.2)).
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(iv) On a V égalité

dim(0x,f J = dim(^y) + dim(0x.t X

(condition toujours impliquée par (iii) lorsque 0Y,y es* un anneau universellement caténaire).

De plus, X' est alors une composante irréductible de X et Y' une composante irréductible
de Y.

Dans l'énoncé, les anneaux locaux &X',x et ^y,y sont relatifs aux sous-préschémas
fermés réduits de X, Y respectivement ayant X' et Y' pour espaces sous-jacents respectifs.

En outre, cela prouve que

Corollaire (13.2.8). — Si les deux membres de (13.2.7. i) sont égaux, les parties fermées
irréductibles X; de X contenant x et vérifiant les conditions (i) à (iv) de (13.2.7) sont exactement
celles pour lesquelles on a dim(0x,ja.) = dim(0XjX) (ce qui implique nécessairement que X' est
une composante irréductible de X).

La proposition (13.2.7) entraîne :
Corollaire (13.2.9). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme de type fini, x un point de X, f ( x ) =y. Supposons que 0Y,y
 s°it un anneau universellement

taténaire. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les deux membres de (13.2.7.1) sont égaux.
b) // existe une composante irréductible Z de f~ * (y) contenant x, de dimension dimx (/""

 1 ( y) ) ,
celle que, pour tout x' dans un voisinage de x dans Z, on ait

(13.2.9-1)

c) II existe une composante irréductib le Z de f~l(y] contenant x, de dimension dimx(f~
l(y))9

telle que pour le point générique z de Z, on ait

(13.2.9.2)

Montrons que a) entraîne b). Soit dimx(/~~1(j>)) = w; en vertu de (13.2.7), il
existe une composante irréductible X' de X vérifiant les conditions (i) à (iv) de (13.2.7);
soit Z une composante irréductible de dimension n de f~l(y), contenant x et contenue
dans X'. Comme f~~1(y) est localement noethérien, il existe un voisinage ouvert U de x
dans Z tel que U ne rencontre aucune composante irréductible de f~l(y) autre que celles
qui contiennent x, donc (4.1.1.3) dimx,(f~~1(y)) = n pour tout x'eU; il est clair alors
que les conditions (i) à (iii) de (13.2.7) sont satisfaites quand on y remplace x par un
point quelconque #'eU5 et il en est de même de la condition (iv) puisque 0Yy

 es^
universellement caténaire; d'où la conclusion par (13.2.7). La condition b) entraîne
trivialement c) en vertu de (5.1.2). Enfin, si c) est vérifiée et si X" est une composante
irréductible de X contenant Z et telle que les conditions (i) à (iv) de (13.2.7) soient
vérifiées quand on y remplace X' par X" et x par £, il est clair que ces conditions sont aussi
vérifiées pour X" et x puisque 0Y>y est universellement caténaire, donc c) implique a).

Proposition (13.2.10). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien,

v\ son point générique, f : X->Y un morphisme de type fini, y un point de f(X.). Soient Zt- les

193
25



194 A. G R O T H E N D I E G K Chap. IV

composantes irréductibles de /~1(j), £,- le point générique de Zi5 et considérons les conditions

suivantes :

a) Pour tout xef~i(y), on a la relation

(13.2.10.1)

b) Pour tout i, on a

(13.2.10.2)

c) P0Mr fott/ i, z7 0#wte w?z£ composante irréductible Xi efe X contenant Zt- #£
dim(Xin/~1(7])) = dim(Zi) (autrement dit, telle que /£ sous-préschéma fermé réduit X^ fife X
soit équidimensionnel sur Y «M point ^).

.4/0™ a) entraîne b) ^ b) entraîne c) ; £tt 0z/fr£, jz (5Y>y est universellement caténaire, les

trois conditions a), b), c) sont équivalentes.

L'anneau 0x,z-®aY
 fe^ étant de dimension o (5.1.2), 0j entraîne évidem-

ment b) ; b) entraîne c) en vertu de (13.2.7) appliqué au point z+. Inversement,
supposons que 0Y y soit universellement caténaire ; comme la condition c) implique
que/(X{) est dense dans Y, il résulte de c) que les conditions (i) à (iv) de (13.2.7) sont
vérifiées en remplaçant X' par X^ et x par £f , donc c) implique b) ; enfin b) implique a)
en vertu de (13.2.9).

Corollaire (13.2.11). — Les notations étant celles de (13.2.10), supposons que G^^y soit

universellement caténaire. Pour tout j>'eY, soit E(j/) V ensemble des dimensions des composantes

irréductibles de f~^(y') et posons â?(j);') = dim(/~1(jv/)) = sup(E(jv')). Alors, si les conditions

équivalentes a), b), c) de (13.2.10) sont vérifiées, on a E(jy)CE(Y)), d'où d(y)^d(ri).

En effet, avec les notations de (13.2.10), Xin/~1(v)) n'est pas vide et est par
suite une composante irréductible de /~1(ï]) (0I? 2.1.8).

Remarques (13.2.12). — (i) Rappelons (6.1.2) que la relation (13.2.10.1) est
toujours vérifiée lorsque le morphisme / est plat au point x.

(ii) Avec les notations de (13.2.10), supposons que 0Y>y soit universellement
caténaire et en outre que le morphisme f soit propre ; alors, si les conditions équiva-
lentes a), b), c) de (13.2.10) sont satisfaites, on a même d(y) = d(-ï\), car il résulte
de (13.1.5) que l'on a d(y)^d(i\).

(iii) Le morphisme de (12.2.3, (^)) est propre et plat et tous les anneaux locaux
de Y sont universellement caténaires; en outre, les deux composantes irréductibles X15

X2 de X sont équidimensionnelles sur Y en tout point; mais E(jy) a deux éléments pour
tout J+Jo, alors que E(jy0) est réduit à un seul élément, donc E(jy) n'est pas constant dans Y.

13.3. Morphismes équidimensionnels : cas général.

Proposition (13.3.1). — Soient Y un préschéma, f : X->Y un morphisme localement de

type fini, x un point de X, y =f(x) . Désignons par Ya les composantes irréductibles de Y contenant y.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) // existe un entier e et un voisinage ouvert U de x tels que l'image par f de toute composante
irréductible de U soit dense dans un Ya, et que, pour tout x'eU, l'espace Un/"1 (/(#')) soit
équidimensionnel et de dimension e.

a') // existe un entier e et un voisinage ouvert U de x tels que Vimage par f de toute compo-
sante irréductible de U soit dense dans un Ya et que, si on désigne par y^ le point générique de Ya,
toute composante irréductible des espaces Un/"1 (y], Un/~1(ja) soit de dimension e.

a") // existe un entier e et un voisinage ouvert U de x tels que, pour chacune des composantes
irréductibles Ux de U, /(Ux) soit dense dans un Ya et que, pour tout #'eUx, les composantes
irréductibles de Uxn/~"1(/(^/)) soient toutes de dimension e.

b) // existe un entier e, un voisinage ouvert U de x et un ^f-morphisme quasi-fini
g : U->Y®ZZ[T1, . . ., Te] (préschéma que nous noterons aussi Y[T1? . .., Te] pour
abréger) tels que l'image par g de toute composante irréductible de U soit dense dans une compo-
sante irréductible de Y[T1? . . ., TJ.

Il est immédiat que a") entraîne a), car pour tout xelJ, les composantes irré-
ductibles de Un/"1 (/(#)) sont chacune composante irréductible d'un des Uj^n/"1 (/(#)),
d'où la conclusion par (0, 14. i .4). La condition a) entraîne trivialement a'). Montrons
ensuite que a') entraîne a") ; on peut se borner au cas où / est de type fini et X et Y
réduits (1.5.4). Soit Ux une composante irréductible de U, et supposons que /(Ux)

soit dense dans Ya; alors la restriction de/ à Ux se factorise en Ux —-> Ya —> Y, où fa

est de type fini et dominant (I, 5.2.2). Soit #x le point générique de Ux; en vertu
de (Ol3 2. i .8), Uxn/a""1(jot) est l'unique composante irréductible de Un/"1^) conte-
nant #x et est par hypothèse de dimension e, égale aux dimensions de toutes les compo-
santes irréductibles de Uxn/~1(^)5 en vertu de l'hypothèse et de (13.1.1). Mais en
vertu du théorème de Chevalley (13.1.3) et de (13. i. i), l'ensemble Vx des #'eUx tels
que dimx,(f^

1(fx(x))} = e est ouvert et contient x, et il suffit de prendre la réunion des Vx

pour obtenir un ensemble ouvert satisfaisant aux conditions de a").

Prouvons maintenant que a) entraîne b) ; on peut se limiter au cas où Y= Spec(A)
et X = Spec(B) sont affines et où U = X. Prouvons d'abord le lemme suivant :

Lemme (13.3.1.1). — Soient Y = Spec (A), X — Spec (B) deux schémas affines,
f: X->Y un morphisme de type fini, y un point def(X.), et posons e = dim(f~1(y)). Alors il
existe un Y'-morphisme g : X->Y[T15 . . ., Te] tel que (si l'on pose Xy = XxYSpec(fc(j))),
le morphisme gy : Xy->Spec(/c(7) [T1? . . ., TJ) soit fini. En outre, pour un tel morphisme g,
gy est nécessairement surjectif et il existe un voisinage ouvert U de f~l(y) dans X tel que g\U
soit quasi-fini.

Soit p — \y\ l'anneau B®Afe(p) est une fc(p)-algèbre de type fini, donc le lemme
de normalisation (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 3, n° i, th. i) prouve qu'il y a dans
B®Afc(p) une suite finie (Oi< t<r d'éléments algébriquement indépendants sur lp(p) et
tels que si l'on pose C /=/c(p)[^ l 5 . . . , tr], B®A/«(p) soit une C'-algèbre finie; on a donc
dim(B®A/c(p)) = dim(C/) (0,16.1.5) et comme dim(C') = r (5.2.1) , on a r = e.
Comme B®A/c(p) = (B/pB)®A/pfc(p), on peut, en multipliant les tt par un élément =t=o

19ô



196 A. G R O T H E N D I E G K Chap. IV

convenable de A/p, supposer que chaque t{ est l'image canonique dans B®Afe(p) d'un
élément s4eE. Soit alors u : A[T15 . ..,TJ->B Phomomorphisme tel que u(Ti) = si

pour tout i, et soit g : X->Y[T15 . . ., TJ le morphisme correspondant. Il est clair
qu'en raison du choix des siy gy est un morphisme fini. Pour tout morphisme
g : X->Y[T15 . ..,Te], tel que gy soit fini, il résulte de (5.4.2) et (4.1.2.1) que gy

est nécessairement surjectif. D'autre part, en vertu de (13.1.4), l'ensemble U des #eX
qui sont isolés dans leur fibre g~~l(g(x}) est ouvert dans X et contient /~x(j), et par
définition la restriction g\U est un morphisme quasi-fini.

Ce lemme étant établi, pour prouver que a) implique b), il reste à voir que si #x

est un point maximal de U, g(xx) = £x est un point maximal de Z = Y[T15 .. ., TJ. En
vertu de l'hypothèse a), on peut (en restreignant au besoin U), supposer quejf(#x) est
l'un des points génériques jya des composantes irréductibles de Y contenanty\ si p : Z->Y
est le morphisme structural, on a donc p(z\)=yaL, et l'on déduit par suite de g un lc(ja)-
morphisme quasi-fini h : Un/-1^-^-1^)- Or ^-1(ja) = Spec(fe(ja)[T1, . . ., TJ)
est intègre et de dimension e\ si £x n'était pas point maximal de Z, il ne serait pas point
maximal de p~l(y^ (Oj, 2.1.8) et son adhérence Z'x dans p~i(yai) serait donc de
dimension <e (4.1.2.1). Mais comme h est quasi-fini, il résulte de (4.1.2) et de
l'hypothèse a) que l'on a dim(Zx)^£ (la restriction de h à {#x} se factorisant en

{x\}-*Z\->p~l(y0i) en vertu de (1,5.2.2)); on aboutit ainsi à une contradiction, ce
qui montre que a) entraîne b).

Prouvons finalement que b) implique a). Notons que le morphisme structural
p : Z=Y[T1, . . ., TJ->-Y est fidèlement plat; donc (2.3.4) IGS points maximaux de Z
ont pour images par/? les points maximaux de Y; ceci prouve déjà que les/(#x) sont points
génériques des Ya. En outre, si f(x^)=y0i) le Je(ja)-morphisme h : Un/^jyJ-^/T"1^)
déduit de g est dominant et quasi-fini par hypothèse; on a donc dim(Uxn/~1(jvot)) = ̂
en vertu de (4.1.2) (Ux étant la composante irréductible de U de point générique #x).
De même, pour tout #'eUx, le morphisme ^^f~1(f(x'))->p~1(f(x')) déduit de g est
un k(/(#'))-morphisme quasi-fini, donc (4. i .2) on a dim^"1 (/(#'))nUx)<0; mais par
ailleurs on sait (13.1.6) que toutes les composantes irréductibles de UXO/~I(/(A:'))
sont de dimension ^e\ on voit ainsi que ces composantes sont exactement de dimen-
sion e, donc b) entraîne a). C.Q.F.D.

Définition (13.3.2). — Soient Y un préschéma, f : X->Y un morphisme localement de
type fini, x un point de X. On dit que f est équidimensionnel au point x (ou que X est équi-
dimensionnel sur Y au point x) si les conditions équivalentes de (13.3.1) sont vérifiées. On dit
que f est équidimensionnel (ou que X est équidimensionnel sur Y) si f est équidimensionnel
en tout point #eX.

Il est clair que, pour que f soit équidimensionnel en un point x, il faut et il suffit
que/red le soit. En outre, les conditions de (13.3. i) montrent que l'ensemble des points
où f est équidimensionnel est ouvert dans X.

On notera que lorsque X et Y sont irréductibles, dire que f est équidimen-
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sionnel au point x signifie, en vertu de (13.3.1, a")}, que f est dominant et que
dima.(/~~1(/(#))) = dim(/~~1(7))) (où y) est le point générique de Y) ; la définition (13.3.2)
coïncide donc dans ce cas avec la définition (13.2.2).

Proposition (13.3.3). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme localement de type fini, x un point de X, Xy les composantes irréductibles de X (en nombre

fini) contenant x. Pour que f soit équidimensionnel au point x, il faut et il suffit que, pour tout j,

Yj==/(X;.) soit une composante irréductible de Y et, en désignant par X;- et Y?- les sous-préschémas

fermés réduits de X et Y d'espaces sous-jacents X;- et Y?-, par f^ : X;-->Y?. le morphisme déduit

def(I, 5 . 2 . 2)5 par yj le point générique de Y;-, quefj soit équidimensionnel au point x et que tous
les nombres dim(%^""1(j?.)) soient égaux.

Cela résulte aussitôt de (13.3.1, a')}.
Corollaire (13.3.4). — Avec les notations de (13.3.3), posons y=f(x). Si 0^yestun

anneau universellement caténaire et si f est équidimensionnel au point x, on a

y) + ^— deg.tr k(y)fc(*)

où e est la valeur commune des nombres

Comme chacun des 0y.,i/5 quotient de 0y,i/> est un anneau universellement caténaire
.(5.6.1), l'égalité est conséquence de (5.6.5).

Corollaire (13.3.5). — Avec les notations de (13.3.4), supposons que f soit équidimen-

sionnel au point x et que 0Y,y s°ti un anneau universellement caténaire. Si Vanneau 0Y,y es* équi-
dimensionnel, il en est de même de 0X|*> ^a réciproque est vraie si V image par f de la réunion des Xy
est dense dans un voisinage de y.

En effet, dire que 0Y ^ est équidimensionnel signifie que les nombres dim(0y:>î/)
sont égaux pour toutes les composantes irréductibles Yt' de Y contenant y, comme il
résulte de (5.1.1.5) appliqué au schéma local Spec(0Y>y); comme on a la relation
(13.3.4. i), il en résulte par le même raisonnement que 0X)X est alors équidimensionnel.
Inversement, si 0X ^ est équidimensionnel, tous les nombres 0y. y sont égaux par
( 1 3 . 3 . 4 . i ) ; on en déduit que 0Y y est équidimensionnel si les Yy sont toutes les composantes
irréductibles de Y contenant y, ce qui résulte de l'hypothèse supplémentaire.

Proposition (13.3.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Supposons que Vanneau Oy soit

équidimensionnel. Alors, si 0X est équidimensionnel et si Von a V égalité

(13.3.6.1)

(cf. (13.2.7. i)) f est équidimensionnel au point x, et la réciproque est vraie si @v est un anneau
universellement caténaire.

Gardons les notations de (13.3.3); ^ résulte de (13.2.8) et de l'hypothèse que @x

est équidimensionnel, que chacun des Yf. est une composante irréductible de Y et que
chacun des^- est équidimensionnel au point x; en outre (13.2.8), on a (compte tenu
de (5-6.5))

) — deg. tr^fcfr).
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Or, comme Gy est supposé équidimensionnel, cette égalité s'écrit

(13.3.6.2) dims(X,n/-^jO) = di^

Le premier membre de (13.3.6.2) est donc indépendant de j; mais comme fi est
équidimensionnel au point x, on a dima.(X7.n/~1(j)) = dim(j^~1(j;7.)), donc le critère
( I 3-3 -3 ) montre que f est équidimensionnel au point x.

Inversement, supposons que 0Y|2/ soit un anneau universellement caténaire et
que /soit équidimensionnel au point x; alors (13.3.5) ^xt*

 est équidimensionnel, et il
résulte alors de (13.3.4) clue l'on a ^a relation

dim(^XtX) = dim(0Y>î/) + e— deg . trk(y]k(x)

où e est la valeur commune des nombres dim(^~1(j?-)) = dima.(XyO/~1(j)); mais par
définition e est aussi égal à dirn^/" *(_)>)), d'où la relation (13.3.6.1), compte tenu
de (5.6.5.2).

Proposition (13.3.7). — Soient Y un préschéma, f : X->Y un morphisme localement de
type fini et équidimensionnel, Z une partie fermée de X. Alors la fonction

est semi-continue inférieurement dans X.
Comme toutes les composantes irréductibles de f ~ l ( f ( x ) } contenant x ont par

hypothèse la même dimension (13,3.1), on a, en vertu de (5.2.1),

Mais par hypothèse le premier terme du second membre est fonction continue de x (13 . 3 . i)
et le second est fonction semi-continue supérieurement de x en vertu de (13.3.3); d'où
la conclusion.

Proposition (13.3.8). — Soient Y un préschéma, f : X^Y un morphisme localement de
type fini, x un point de X. Soient Y' un préschéma, g : Y'-» Y un morphisme plat, X'^XXyY',
/'=/(Y') : X'->Y'; si f est équidimensionnel au point x, alors f est équidimensionnel en tout
point #'eX' au-dessus de x.

La question étant locale sur X et Y, on peut se borner au cas où toute composante
irréductible de X (resp. Y) contient x (resp. y) ; comme l'image par/de toute composante
irréductible de X est alors dense dans une composante irréductible de Y (13 3.1), on
sait (2.3.5) Çlue l'image par/' de toute composante irréductible de X' est dense dans
une composante irréductible de Y'. D'autre part, par transi tivité des fibres (I, 3.6.4),
il résulte de (4.2.8) et de (13 3 ,1) que, pour tout ^'eX', l'ensemble des dimensions
des composantes irréductibles de f'~l(f'(z'}} est le même que l'ensemble des dimensions
des composantes irréductibles de /-1 (/(£)), où £ est la projection de z' dans X; d'où
la conclusion en vertu de (13.3.1, a)).

Remarque (13.3.9). — La propriété d'équidimensionnalité d'un morphisme
/: X->Y n'est pas stable par changement de base quelconque g : Y'->Y, même lorsque g
est l'injection canonique d'une composante irréductible Y' de Y dans Y (Y' étant
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considérée comme sous-préschéma feimé réduit de Y). Par exemple, soient k un
corps, A0 — £[S, T] l'anneau de polynômes à deux indéterminées, a = p1p2, où px

et p2 sont les idéaux premiers A0S et A0T de A0; soient A = A0/a et Y = Spec(A),
qui a deux composantes irréductibles Yx= Spec(A/pjL), Y2= Spec(A/p2) ; prenons X — Y13

/:X->Y étant l'injection canonique, qui est évidemment un morphisme équidimen-
sionnel. Prenons d'autre part Y' —Y2, g : Y'->Y étant l'injection canonique; alors
on a X'=XxyY'^Spec((A/p1)®A(A/p2)) = Spec(A/(p1 + p2)), et Pi + p2 est un idéal
maximal de A, donc X' est réduit à un point, et le morphisme f : X'->Y' ri est pas
dominant, l'image par f de l'unique point de X' étant un point fermé de Y'; donc f
n'est pas équidimensionnel.

On peut aussi donner un contre-exemple où X et Y sont intègres, f fini et bira-
tionnel (et a fortiori équidimensionnel par (13.3.1, b)}} g : Y'->Y fini et dominant.
Soient A et A les anneaux locaux définis dans (11.7.5), et prenons Y=Spec(A),
X = Spec(A); d'autre part, avec les notations de (11.7.5), prenons Y'^Spec(B);
alors X/=Spec(A®AB) = Spec(B®BB); mais on vérifie aussitôt que B®BB est composé
direct des anneaux B/p', B/p" et de deux anneaux isomorphes à B/n, dont les spectres
sont donc réduits à un point; comme les projections de ces points sont des points fermés
de Y', ici encore on voit que f ne transforme pas une composante irréductible de X'
en une partie partout dense d'une composante irréductible de Y', donc f n'est pas
équidimensionnel.

Dans cet exemple, l'anneau A n'est pas géométriquement unibranche; nous allons
voir au paragraphe suivant (14.4.6) que de tels phénomènes ne peuvent se produire
lorsque les points de Y sont géométriquement unibranches. Le manque de stabilité de la
notion de morphisme équidimensionnel restreint grandement son intérêt, au profit de
la notion de morphisme universellement ouvert, qui va être étudiée en détail au para-
graphe suivant.

§ 14. MORPHISMES UNIVERSELLEMENT OUVERTS

Les §§ 14 et 15 sont consacrés à l'étude de la notion de morphisme universellement
ouvert (2.4.2). On a déjà vu (2 .4 .6 ) qu'un morphisme plat et localement de présentation
finie est universellement ouvert, la réciproque étant inexacte. Au § 14, on examine
d'abord les propriétés des dimensions des fibres d'un morphisme universellement ouvert
f: X->Y; lorsque X et Y sont localement noethériens,/se comporte à cet égard (14.2.1)
comme un morphisme plat (cf. 6.1.2), et est en particulier équidimensionnel lorsqu'il
est localement de type fini et dominant et que X est irréductible (14.2.2) . Inversement,
un morphisme équidimensionnel localement de type fini / : X -> Y est universellement
ouvert lorsqu'on suppose en outre que Y est géométriquement unibranche, et en particulier
lorsque Y est normal (critère de Chevalley, 14.4.4). Nous montrons aussi que les mor-
phismes universellement ouverts localement de type fini / : X -> Y (lorsque X et Y sont
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localement noethériens et Y irréductible) admettent « suffisamment » de quasi-sections,
i.e. au voisinage d'un point fermé x d'une fibre f~l(y), il y a un sous-préschéma fermé X'
de X contenant x et tel que la restriction X'->Y de/soit un morphisme quasi-fini (donc
à fibres discrètes) et dominant (14.5.3).

Au § 15 on étudie diverses propriétés des fibres des morphismes universellement
ouverts f : X -> Y, localement de type fini, notamment lorsque X et Y sont localement
noethériens. On obtient ainsi en particulier un critère pour qu'un point #eX n'appar-
tienne qu'à une seule composante irréductible de X, en termes de propriétés de la. fibre

f ~ 1 ( f ( x } ) de x : il suffit que Y soit géométriquement unibranche (par exemple normal)
au point f(x) et que /-1 (/(#)) soit géométriquement ponctuellement intègre au point*
(15.3.3) ; si de plus Y est localement intègre au point/(#),/ est plat au point x et X loca-
lement intègre au point x. On étudie aussi la variation du nombre géométrique de composantes
connexes d'une fibre f~l(y}\ par exemple, si/ est universellement ouvert et propre, et
les fibres de / géométriquement réduites, ce nombre est localement constant (15.5.7).
Enfin, lorsque/admet une section g (ce qui sera le cas lorsque X est un Y'-schéma en groupes]
et que pour tout jeY, on désigne par X° la composante connexe de la fibre Xy=f~~i(y)
au point g(j) (« composante neutre » dans le cas des groupes), on étudie la réunion X°
des XJJ pour je Y, et on montre (15.6.4) que si / est universellement ouvert et les
fibres Xy géométriquement réduites, alors X° est un ensemble ouvert dans X.

14.1. Morphismes ouverts.

(14.1.1) Rappelons (1.10.2) qu'une application continue fy : X->*Y est dite
ouverte en un point #eX si l'image par fy de tout voisinage de x dans X est un voisinage
de fy(x) dans Y.

On notera que cela n'implique pas qu'il existe un système fondamental de voisinages
de x dont les images soient ouvertes dans Y.

Proposition (14.1.2). — Soient X, Y deux espaces topologiques, fy : X->Y une appli-
cation continue, x un point de X, y = fy (x).

(i) Si fy est ouverte en x, alors pour toute partie Y' de Y contenant fy(x) la restric-

tion 4'~1(Y/)->Y/ de fy à Y' est ouverte au point x.
(ii) Supposons que Y soit réunion d'une famille localement finie de parties fermées (Y$)

et que pour tout i tel que <];(#) eYt-, la restriction ^~1(Yi.)->Yi de ty soit ouverte au point x;

alors fy est ouverte au point x.
(iii) Soient y : X'->X une application continue, x' un point de X'; si l'application

composée ^oy : X'->Y est ouverte au point x', fy est ouverte au point Y(#').

Si U est un voisinage de x9 on a ^(Un^"1(Y')) = ^(U) n Y'; d'où aussitôt (i). Pour
prouver (ii), notons qu'il y a un voisinage W de fy(x) dans Y ne rencontrant que les parties
fermées Yt- en nombre fini qui contiennent fy(x); donc W est réunion des WnY^ pour ces
indices. Or, si U est un voisinage de x tel que fy(U) n Yt- soit un voisinage de fy(x) dans Yo

il existe un voisinage VcW de fy(x) dans Y tel que pour tous les i tels que <];(#)
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on ait VnY fCv];(U)nY t . et comme la réunion des VnY t pour ces indices est V, on a
VC^(U), donc <KU) est un voisinage de fy(x) dans Y. L'assertion (iii) est triviale.

Remarques (14.1.3). — (i) L'ensemble Z des points #eX où un morphisme est
ouvert n'est pas nécessairement ouvert. Par exemple, soient K un corps, A l'anneau de
polynômes K[S, T], V le plan affine Spec(A), X le sous-préschéma fermé de V « réunion
de la droite Xj définie par T = o et de la droite X2 définie par S = o », c'est-à-dire
Spec(A/a), où a = AST; prenons Y=X2 —Spec(A/AS) et pour/la projection corres-
pondant à l'injection canonique K[T]->A/a; alors on a Z —X 2 , qui n'est pas ouvert
dans X.

(ii) Soient X, Y deux préschémas noethériens irréductibles de points génériques Ç, 7)
respectivement, f : X->Y un morphisme dominant localement de type fini; alors/est ouvert
au point £. En effet, on peut évidemment se borner au cas où X et Y sont réduits (donc
intègres) (1.5.4) et affines; en vertu du théorème de platitude générique (6.9.1), il
existe un ouvert non vide V de Y tel que la restriction /-1(V) -> V de/soit un morphisme
plat, et on conclut de (2.4.6) que cette restriction est un morphisme ouvert. Toutefois,
comme il y a des morphismes dominants de type fini /: X->Y (où X et Y sont irré-
ductibles) qui ne sont pas ouverts (voir par exemple (II, 8.1)), l'ensemble des points
où un tel morphisme est ouvert n'est pas nécessairement fermé dans X.

(iii) Nous ignorons si, lorsque X et Y sont localement noethériens et / : X->Y
un morphisme localement de type fini, l'ensemble des points de X où / est ouvert est
ou non localement constructible.

Proposition (14. i .4). — Soient X, Y deux espaces topologiques, § : X->Y une application
continue. Pour tout j>eY, U ensemble des x£^~l(y) où § est ouvert est une partie fermée de ty~l(y).

En effet, supposons que ^ n^ soit pas ouvert en un point xe^~l(y)\ il existe alors
un voisinage ouvert V de x dans X tel que ^(V) ne soit pas un voisinage de y\ il en
résulte que pour tout Ar'eVn^"1^), fy n'est pas ouvert au point xr.

Remarque (14.1.5). — Même si X et Y sont localement noethériens et/ un
morphisme fini, il peut se faire que/soit ouvert en tous les points d'une fibre f~~l(y}>
sans qu'il existe un voisinage de f~l(y) en tous les points duquel/soit ouvert. Soient
par exemple K un corps, A l'anneau de polynômes K[T1? T2, T3], V=Spec(A)
l'espace affine à 3 dimensions sur K, X = Spec(A/a), où a — bc, avec b = (T3) et
C = (Tj) + (Ta—T3) dans A, de sorte que X est réunion du plan X^ Spec(A/b) (« plan
d'équation T3 = o ») et de la droite X2 = Spec(A/c) (« droite d'équations Tx = o,
T2 = T3 ») qui sont ses composantes irréductibles. Prenons Y=XX et soit /:X->Y
la projection correspondant à l'injection canonique K[Tl3 T2]-^A/a; si y est le point
commun à Xx et X2, f~^(y) est réduit àj> et/est ouvert en ce point mais n'est ouvert
en aucun point de X2 dans un voisinage dejy et distinct de y.

(14.1.6) Dans ce qui suit, le rôle essentiel sera joué par le critère (1.10.3)
caractérisant les morphismes localement de présentation finie /:X->Y qui sont ouverts

en un point x par le « relèvement des générisations » : pour toute générisation y'

de j; =/(#), il existe #'eX5 générisation de x, tel que ./=/(#')•
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14.2. Morphismes ouverts et formule des dimensions.

Théorème (14.2.1). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f: X->Y
un morphisme, x un point de X, y =f(x) . On suppose que f est ouvert aux points génériques des
composantes irréductibles de f~^(y) contenant x. Alors on a la relation

(14.2.1.1)

Soitjy' une générisation quelconque dejy distincte dejy, et considérons le sous-préschéma

fermé réduit Y' de Y ayant pour espace sous-jacent {y}; alors aucune composante
irréductible X' de t/~

1(Y/) contenant x ne peut être contenue dans f~^(y) '. en effet,
si x' est le point générique de X'5 on aurait f(x')=y+y', et comme x' est sa seule
générisation dans /"^(Y'), cela contredirait l'hypothèse que / est ouvert au point x',
en vertu du fait que a) implique c) dans (1.10.3). O*1 peut donc appliquer (6.1.2) à
l'homomorphisme local d'anneaux noethériens ^->^, d'où la conclusion.

Corollaire (14.2.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y =f(x). Supposons f ouvert aux points génériques
des composantes irréductibles de f~^(y) contenant x. Alors f est équidimensionnel au point x dans
chacun des deux cas suivants :

(i) X est irréductible et f est dominant.
(ii) Les anneaux 6X et &y sont équidimensionnels.

Pour (i), cela résulte de (14.2.1) et de (13.2.3). Pour (ii), cela résulte de (14.2.1)
et de (13.3.6).

Proposition (14.2.3). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien,
y) son point générique, /:X-»Y un morphisme localement de type fini, y un point de f(X),
Z une composante irréductible de f~^(y) telle que f soit ouvert au point générique de Z.
Alors Z est contenue dans une composante irréductible X' de X dominant Y et telle que

Cela résulte en effet de (14.2.1) appliqué au point générique de Z, et de (13 . 2 . 7).
Corollaire (14.2.4). — Avec les notations de (14.2.3), supposons que f soit ouvert en

tous les points de /~1(j). Pour tout £eY, soient E(^) V ensemble des dimensions des composantes
irréductibles de f~\z) et d(z)=--sup E(^) = dim(/-1(^)). On a alors E(7)CE(yj), d'où

Cela résulte aussitôt de (14.2.3).
Corollaire (14.2.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme propre., j>eY un point tel que f soit ouvert en tous les points de f~l(y). Alors la
fonction ^->dim(/~1(^;)) est constante dans un voisinage de y.

Soient Y{ (i^i^ri) les sous-préschémas fermés réduits de Y ayant pour espaces
sous-jacents les composantes irréductibles de Y contenant jy; si f{ :/"1(Yi)->Y< est la
restriction de/, on sait que chacun des /, est propre (II, 5.4.5) et ouvert en tous les
points de f ~ l ( y ) (14.1.2). Comme la réunion des Y^ est un voisinage dejy dans Y,
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on voit qu'on peut se borner à démontrer le corollaire lorsque Y est irréductible; soit TJ
son point générique. Il résulte de (14.2.4) que rf(jO<rf(v]); d'autre part, comme /est
propre, on déduit de (13.1.5) que ^-^dim(f~1(^)) est semi-continue supérieurement;
en particulier d(y)^d(rù, donc d(y) = d(vj). De plus, il y a un voisinage V de y tel
que d(£)^d(y) pour tout £eV; mais comme z est spécialisation de 75, on a d'autre part
d(z)^d(yi), d'où finalement d(z) = d(y) pour £eV.

Corollaire (14.2.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme ouvert de type fini, y un point de Y. Soient yi ( i < z < w ) les points génériques des compo-
santes irréductibles de Y contenant y. Alors, avec les notations de (14.2.4) :

(i) Si pour i^i^n, on a E(y) = E(yi} (resp. d(y) = d(j>i)), la fonction E (resp. d)
est constante dans un voisinage de y.

(ii) // existe un voisinage ouvert U de f~l(y] tel que la fonction ^-»dim(Un/~1(^))
soit constante dans un voisinage de y.

(i) Le même raisonnement que dans (14.2.5) montre qu'on peut se borner à
considérer le cas où Y est irréductible, de point générique Y). Si y' est une générisation
quelconque dej>, on a alors (en appliquant (14.2.4) à la restriction /~1(Y')->Y' de/,
où Y'={/}, et utilisant (14.1.2)) E(y] CE(/)CE(7)) et d(y}^d(y')^d(ri)\ cela montre
que la relation E(jy) = E(ï}) (resp. d(y) = d(ti)) entraîne E(y} = E(y'} (resp. d(y} = d(y'})
pour toute générisation y' dejy. Or, en vertu de (9.5.5), les fonctions E et d sont localement
constructibles, donc il résulte de (Om, 9.2.5) appliqué à l'ensemble des z tels que
E(^) — E(^) (resp. d(z) = d(y)) que cet ensemble est un voisinage de y.

(ii) Pour chacun des ji9 f~~l(j>i) est un espace noethérien puisque /est de type
fini ; soient x^ ( i <j< m{) les points génériques de ses composantes irréductibles, et
posons X^=={*t.;.}; montrons que le complémentaire U dans X de la réunion
des Xt'?- qui ne rencontrent pas f~~l(y) (qui est évidemment un voisinage ouvert
de f~~l(y]) répond à la question. En effet, la restriction /|U : U->Y de / est un
morphisme ouvert de type fini (1,6.3.5); pour tout couple (z, j) tel que tf^-eU,
Xy est point maximal de Un/"1^) et il résulte de (13.1.1) appliqué à la restric-

tion X^-VY^-^} de / (compte tenu de (1,5.2.2) et de (1.5.4)) que toutes les
composantes irréductibles de X^-n/"1^) ont une dimension ^dim(Xi?-n/~1(ji)). Compte
tenu de (14.2.3) appliqué à la restriction /~1(Yt-)->Yi de/ qui est un morphisme
ouvert (14.1.2), /~l(j>) est, pour chaque /, la réunion des composantes irréductibles
de X^n/"1^) (i^j^m^), donc dim(/~1(jv))^dim(Un/"1(^)) ; mais comme /|U est
ouvert, on a aussi dim(/~1(j))^dim('/~1(^)nU) en vertu de (14.2.4); on voit donc
qu'on peut appliquer (i) à /|U, d'où la conclusion.

Remarque (14.2.7). — L'exemple (13.2.12, (iii)) montre que sous les hypothèses
de (14.2.5) ou (14.2.6, (ii)), on ne peut, dans la conclusion, remplacer la fonction
Z-*dim(f~l(z)) par la fonction £-*E(s) ; en effet, dans cet exemple5/est propre et plat
(donc universellement ouvert (2.4.6)) et tout voisinage de l'unique point de /~1(j0)
contient les points génériques des composantes irréductibles de /~1(v)).
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14.3. Morphismes universellement ouverts.

(14.3.1) Rappelons (2.4.2) que dire qu'un morphisme /:X->Y est univer-
sellement ouvert signifie que pour tout morphisme g : Y'->Y, f^ : X(Y,)-»Y' est
ouvert; il suffit d'ailleurs qu'il en soit ainsi lorsque Y' = Y[T15 . . ., TJ, pour tout e
(8.10.2) (et si Y est localement noethérien, il suffit donc qu'il en soit ainsi pour tout Y'
localement noethérien).

Proposition (14.3.2). — Soit f: X->Y un morphisme de préschémas. Si f est univer-

sellement ouvert, alors, pour tout morphisme g : Y'->Y, où Y' est irréductible, l'image par

f ' — f ( X , ^ : X(Y')-^Y' de toute composante irréductible de X(Y') est dense dans Y'. Réciproquement,

si cette condition est vérifiée pour tout Y' irréductible et tout morphisme de type fini g : Y'^Y,

et si de plus f est localement de présentation finie, alors f est universellement ouvert.

En effet, il résulte de (1.10.4) que si / est universellement ouvert, il vérifie la
condition de l'énoncé. Inversement, supposons que f soit localement de présentation
finie, et montrons que pour tout entier e, si l'on pose Y / / = Y[T1, .. ., Te],^Y") est

ouvert. En effet, soit Y' un sous-préschéma fermé de Y" ayant pour espace sous-jacent
une partie fermée irréductible de Y"; le morphisme composé Y'->Y"->Y est de type
fini, donc toute composante irréductible de X(Y,} domine Y' par hypothèse; on déduit
donc de (1.10.4) que/(Y") est un morphisme ouvert.

Cette proposition montre que la définition (III, 4.3.9) coïncide dans le cas
considéré avec la définition générale des morphismes universellement ouverts donnée
dans (2.4.2).

A la notion de morphisme ouvert en un point (14.1.1) correspond de même la
suivante :

Définition (14.3.3). — Soient f : X^-Y un morphisme de préschémas, x un point de X.
On dit que f est universellement ouvert au point x si, pour tout morphisme g : Y'->Y, en posant

X'—XxYY', le morphisme ff=f(^) '• X'-»Y' est ouvert en tout point x' de X' dont la projection

dans X est x.

Remarques (14.3.3.1). — (i) Le raisonnement de (8.10. i) montre (avec les mêmes
notations) que si x est un point de X, #x sa projection dans Xx, alors, si /^ est ouvert
au point x^ pour tout [ji^X, /est ouvert au point #; il suffit de se borner aux ouverts U
de X contenant x et de remarquer que l'hypothèse implique que /^(UJ est un
voisinage de /^(^J, donc /(^1(UJ) est un voisinage de /(#). On en déduit que
l'énoncé (8.10.2) est encore exact quand on y remplace « universellement ouvert » par
« universellement ouvert au point x », et « morphisme ouvert » par « morphisme ouvert
en tout point xn de Xw dont la projection dans X est x » : il suffit dans la démonstration
de se limiter aux ouverts V contenant un xn.

(ii) Le résultat de (14.1.4) est encore valable pour un morphisme /:X->Y,
en y remplaçant « ouvert » par « universellement ouvert ». En effet, supposons que/
ne soit pas universellement ouvert en un point xef~l(y) ; il y a par suite un morphisme
Y'-»Y et un point #'eX' se projetant en x, tels que/' ne soit pas ouvert au point x'.
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Or, si y''=J:'(#'), la projection f'~l(y') -+f~~l(y) est un morphisme ouvert (2.4.10),
et il y a, en vertu de (14. i .4), un voisinage V dex' dans f'~l(y') où/' n'est pas ouvert;
donc/n'est pas universellement ouvert aux points de l'image de V dans f~l(y), qui
est un voisinage de x dans f~^(y}*

Proposition (14.3.4). — W Soient f : X->Y, g : Y->Z deux morphismes, x un point
de X, y =f(x). Si f est universellement ouvert au point x et g universellement ouvert au point y,
alors gof est universellement ouvert au point x. Inversement, si gof est universellement ouvert au
point x, g est universellement ouvert au point y.

(ii) Si f: X->Y est un S-morpkisme universellement ouvert au point #eX, alors, pour
tout changement de base S'->S, f^ : X^g/j ->• Y^j est universellement ouvert en tout point
de X(S,) au-dessus de x.

(iii) Pour que f: X-^Y soit universellement ouvert au point #EX, il faut et il suffit

<lue /red le soit-
(iv) Soient /:X-^Y un morphisme localement de présentation finie, x un point de X,

y ==/(#) ; posons Y1 = Spec(0y), Xx — X Xy Y1? f± =f(Yl) • P°ur gué f soit universellement ouvert
au point x, il faut et il suffit quef^ le soit (on rappelle (I, 3.6.5) que Xx est canoniquement
identifié à un sous-espace de X).

En effet (ii) est une conséquence évidente de la définition (14.3.3); ^ résulte aussi
de la définition que pour démontrer l'assertion (i), il suffit de le faire lorsqu'on y supprime
partout le mot « universellement », et cela résulte alors de (14.1.2). L'assertion (iii)
résulte de (ii) et de ce que le morphisme canonique Xred->X est surjectif. Enfin, la
condition (iv) est trivialement nécessaire. D'autre part, si elle est vérifiée, et si g : Y'->Y
est un morphisme quelconque, X'=X(Y'), /'=./(¥')> x' un point de X' au-dessus de x,
alors f est localement de présentation finie, et pour voir qu'il est ouvert au point x', il
suffit d'appliquer le critère (i .10.3, *;). Soient /=/'(*'), Y; = Spec(#„,)> XÎ = X'XY,YÎ,

g

fi =/(¥$. Comme g(y'}=J, le morphisme composé YÎ->Y'->Y se factorise en YJ-^Yj-^Y
(I, 2.4.4), donc X[ = X1XyiYi et 7i' —CA)(Y{)5 la conclusion résulte alors aussitôt de
l'hypothèse que^' est ouvert au point x' et de (1.10.3).

Proposition (14.3.5). — Soient X, Y deux préschémas, f : X->Y un morphisme, x un point
de X. Soit (Yi)1^^n une famille localement finie de sous-préschémas fermés de Y telle que l'espace Y
soit réunion des Yi3 et supposons que pour tout i tel que f(x)eYi, la restriction t/~

1(Yt.)->Yi

de f soit un morphisme universellement ouvert au point x ; alors f est universellement ouvert au point x.
Compte tenu de la définition, cela résulte de la proposition analogue (14. i .2, (ii))

pour les morphismes ouverts en un point.
Proposition (14.3.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /*:X->Y un

morphisme localement de type fini. Pour que f soit universellement ouvert en un point #eX, il faut
et il suffit que la condition suivante soit vérifiée : pour tout morphisme g : Y'->Y, où Y'= Spec(A)
est le spectre d'un anneau de valuation discrète, tel que l'image g(y') du point fermé y' de Y' soit égale
à y=f(x], et pour tout point #'eX' — XxYY' dont les projections sur X et Y' sont x et y'respec-
tivement, il existe une générisation z' de x' dans X7 dont la projection dans Y' est le point générique
de Y' (autrement dit, il existe une composante irréductible de X' contenant x' et dominant Y').
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De plus, on peut, dans la condition précédente, se borner au cas où A est complet, a un corps
résiduel algébriquement clos, et où xf est rationnel sur k(y').

Si Y' est comme dans l'énoncé, la nécessité de la condition résulte de ce que /'
doit être ouvert au point xf, et du critère ( i . 10.3). Pour voir que la condition est suffi-
sante, considérons un morphisme de type fini g:Y"->U, et soient X" = XxYY",
y"—yjY//) : X"->Y", et x" un point de X" au-dessus de x. Posons y"=f"(x"), et soit t
une générisation dey dans Y", distincte dey. Puisque Y" est localement noethérien,
il résulte de (II, 7.1.9) et (Oni, 10.3. i) qu'il existe un schéma Y' = Spec(A), où A est
un anneau de valuation discrète complet, dont le corps résiduel est une clôture algé-
brique de h(x"), et un morphisme g : Y'->Y" tels que, si s et y sont le point générique
et le point fermé de Y', on ait g(s} = t et g(y'] = y". Il y a alors un point x' de
X' = XxYY' = X"xY"Y' dont les projections dans X" et Y' soient x" et/ respective-
ment, et qui soit rationnel sur k(y') (I, 3.4.9). L'hypothèse entraîne qu'il y a une généri-
sation £' de x' dans X' dont la projection dans Y' soit s', si z" est la projection de z!
dans X", z" est une générisation de x" et sa projection dans Y" est t" \ on conclut donc
de (1.10.3) que/" est ouvert au point x", donc que/est universellement ouvert au
point x (14.3.3.1, (i)).

Corollaire (14.3.7). — Les notations étant celles de (14.3.6) :
(i) Étant donné un point j>eY, pour que f soit universellement ouvert en tous les points

de f~^(y)> il faut et il suffit que pour tout morphisme g : Y'->Y, où Y' est le spectre d'un anneau
de valuation discrète, et où V image g(y') du point fermé y' de Y' est y, toute composante irréductible
de X' = XxYY' domine Y'.

(ii) Pour que f soit universellement ouvert, il faut et il suffit que pour tout morphisme
g : Y'-^Y, où Y' est le spectre d'un anneau de valuation discrète, toute composante irréductible
de X'=XxYY' domine Y'.

Il est clair qu'il suffit de prouver (i); la nécessité de (i) résulte de (14.3.2) et sa
suffisance de (14.3.6).

Proposition (14.3.8). — Soient Y un préschéma localement noethérien, irréductible, régulier
et de dimension i (par exemple le spectre d'un anneau de Dedekind), f : X->Y un morphisme
localement de type fini, y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) /red est plat en tout point de f~l(y).
b) f est universellement ouvert dans un voisinage de (f~ly).
c) f est ouvert dans un voisinage de f~^(y).
d) Toute composante irréductible de X rencontrant f~l(y) domine Y.
Comme/red est localement de type fini (1.3.4), a) entraîne que/red est plat dans

un voisinage de f~^(y) ( n . i . i ) , et il suffit d'appliquer (2.4.6) dans un tel voisinage
pour voir que a) entraîne b). L'implication b) =>c) est triviale, et l'implication c) -=>d)
résulte de ( i . 10.4) appliqué à un voisinage de /~"1(j). Reste à voir que d) entraîne a).
On peut évidemment, en vertu de (i .3.4), se borner au cas où X est réduit. La question
étant en outre locale sur X et sur Y, on peut supposer Y = Spec(A) et X = Spec(B)
affines; si X f ( i < z < t t ) sont les sous-préschémas fermés (intègres) de X ayant pour

206



§ i4 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 207

espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X, alors, pour tout *eX, 0XtX9

étant réduit, est un sous-anneau du composé direct des 0x.tX; s* y=f(x)> ^ suffira de
montrer que chacun des &x-,x est un ^-module sans torsion, car il en sera alors de même
de 0X,£C5 comme par hypothèse &y est un anneau local régulier de dimension i, c'est-à-dire
un anneau de valuation discrète (II, 7.1.6), il résultera alors de (0I? 6.3.4) q116 ®x,x
est un ^-module plat. Mais si Xt- = Spec(Bl-)3 où B; est un anneau intègre, l'hypothèse d)
entraîne que l'homomorphisme A->Bj- est injectif (I, 1 .2 .7 ) ; donc B; est un A-module
sans torsion, et a fortiori 0x.,o? est un ^-module sans torsion.

Remarques (14.3.9). — (i) Dans l'énoncé de (14.3.8), on ne peut se dispenser de l'hypothèse que Y est régulier.
Avec les notations de (11.7.5), prenons en effet Y = Spec(A), X = Spec(A), de sorte que /: X—>Y est un
morphisme fini surjectif; comme A est un anneau local intègre de dimension i, ainsi que A, il résulte aussitôt
de (i . 10.4) que le morphisme / est ouvert. Cependant / n'est pas universellement ouvert (ni a fortiori plat), comme
le montre (11.7.5). On aurait un exemple analogue en prenant pour Y le schéma local au point double d'une
courbe algébrique ayant un « point double ordinaire » et pour X le normalisé de Y.

(ii) L'exemple de (14. i .3, (i)) montre que l'ensemble des points de X où un morphisme est universellement
ouvert n'est pas nécessairement ouvert, le morphisme f dans cet exemple étant universellement ouvert en tous les
points où il est ouvert. L'exemple /: X->Y vu ci-dessus en (i) montre de même que l'ensemble des points où un
morphisme est universellement ouvert n'est pas nécessairement fermé, car il est immédiat qu'en tous les points de X
sauf un le morphisme/est universellement ouvert (c'est même un isomorphisme local). Il serait intéressant de savoir
si l'ensemble des points où un morphisme est universellement ouvert est localement constructible.

Les deux propositions suivantes nous ont été signalées par M. Artin :
Lemme (14.3.10). — Soient A un anneau de valuation (non nécessairement discrète),

k son corps résiduel, K son corps des fractions, et posons S = Spec(A). Soient X un préschéma
irréductible, f: X-^S un morphisme dominant de type fini; soit X0— X®A£ (resp. X1=X®AK)
la fibre de f au point fermé (resp. au point générique) de S. Alors, si X0=j=0, on a
dim(X0) = dîm(X1).

On peut se borner au cas où X est affine, en remplaçant au besoin X par un ouvert
affine contenant un point générique d'une composante irréductible de X0, de dimension
maximale, et utilisant (4.1.1.3). Soit n — dim(X0) > o ; il résulte de ( 13.3. i. i ) qu'il existe
un voisinage U de X0 dans X et un S-morphisme quasi-fini g : U->S[T15 .. ., Tn] — Z
tel que le morphisme restriction gQ : U0==UnX0->Z0—Spec(£[T lv . . ., Tn]) soit fini et
surjectif. Par changement de base Spec(K)—>S et restriction à l'ouvert U ^ — U n X j
de X1? on déduit de g un morphisme quasi-fini g^ : U1->Z1=Spec(K[T1, . . . ,Tn]).
Comme Ux est dense dans X15 on a dîm(U1) = dim(X1) (4.1.1.3); la proposition sera
établie, en vertu de (4. i . 2), si nous prouvons que le morphisme g1 est dominant. Supposons
le contraire ; il existerait alors un polynôme FJ =f= o dans K [Tx, . . ., Tn] tel que
,§r

1(U1)CV(F1). Si co est une valuation sur K associée à A, et si (0a) est la famille des
coefficients de Fl5 on peut, après multiplication de Fj par un élément 4= o de K, supposer
que l'on a inf(co(<2a)) = o; autrement dit, FJ provient d'un polynôme FeAfT?!, . . ., Tn]

a

(avec lequel il s'identifie) tel que l'image F0 de F dans #[Tl3 . . .5Tn] soit non nul.
Considérons alors dans Z l'ensemble fermé V(F); on a V(F)nZ1—V(F1)5 et comme Uj
est dense dans U (puisqu'il contient le point générique de X), £(U)CV(F); en parti-
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culier, on aurait g0(U0)CV(F)nZ0=V(F0) ; mais puisque F04=o, V(F0) est une partie
fermée de Z0 distincte de Z0 et l'on aboutit à une contradiction. C.Q.F.D.

Proposition (14.3.11). — Soient jf:X->S un morphisme de type fini, (^X)XGL une

famille de morphismes universellement ouverts gx : YX^S, et pour tout XeL, soit wx : YX->X
un S-morphisme. Pour tout jeS, posons Xs = XxsSpec (&(.?)), (Yx)s—YxxsSpec(fc(,y)), et
soit (u^)8 : (YX)S->XS le morphisme w x x i déduit de ux par changement de base. Soit Z(s)
l'adhérence dans Xg de la réunion des ensembles (wx)s((Yx)s), et posons d(s) = dim(Z(s)}. Alors,
pour toute générisation s' d'un point .yeS, on a d ( s ) ^ d ( s ' } .

On sait (II, 7.1.4) qu'il existe un anneau de valuation A' et un morphisme
h : S'=Spec(A/) ->S tels que si a (resp. b) est le point fermé (resp. le point générique)
de S', on ait h(a) = s, h(b) = s'. En outre, le morphisme projection p : Xs®k(s)fc(fl)-»Xs

est surjectif et ouvert (2.4.10), donc fait de Xs un espace quotient de Xs®k(s)lc(a) par
une relation d'équivalence ouverte; pour toute partie M de Xs, p~l(M.) est donc égal

à l'adhérence p~i(M) (Bourbaki, Top. gén., chap. Ier, 4e éd., § 5, n° 3, prop. 7);
on raisonne de même pour Xs,, et compte tenu de (I, 3.4.8), de (4.2.7) et du fait que
les gx sont universellement ouverts, on voit qu'on peut se ramener à prouver la propo-
sition sur la situation obtenue après changement de base S'->S. Supposons donc S' = S,
s étant le point fermé et s'le point générique de S. L'hypothèse que gx est ouvert entraîne
que toute composante irréductible de Yx domine S (1.10.4), donc que son point
générique est un point maximal de (Yx)s,; si Z désigne l'adhérence dans X de Z(j'),
on a donc wx(Yx)CZ, et par suite (z/x)g((Yx)s) CZg = ZnX s; autrement dit, on a
Z(j)CZg, d'où dim(Z(.y))^dim(Z5). Mais en appliquant (14.3.10) à un sous-préschéma
réduit de X ayant pour espace sous-jacent une composante irréductible de Z, on obtient
dim(Zs)<dim(Zs,) (l'inégalité provenant de ce qu'il peut y avoir des composantes
irréductibles de Z ne rencontrant pas Xs). D'autre part, comme Z(sf) est par définition
fermé dans Xs,, on a Z8, = Z(s'), ce qui achève la démonstration.

Remarque (14.3.12). — Le cas envisagé par M. Artin était celui où YX = S pour
tout X, autrement dit le cas où (MX) est une famille de S-sections de X. Un autre cas utile
est celui où la famille (ux) est réduite à un seul élément; on peut d'ailleurs toujours
se ramener à ce cas en considérant le préschéma Y somme des Yx et les morphismes
g : Y-^S et u : Y->X dont les restrictions à chaque Yx sont respectivement £x

et wx.
Proposition (14.3.13). — Soient f : X->Y un morphisme localement de type fini, y un

point de Y, x un point maximal de la fibre Xy — XxYSpec(!c(j>)).
Considérons les conditions suivantes :
a) f est universellement ouvert au point x (ou encore en tout point de la composante

irréductible de Xy de point générique x (14.3.3.1, (ii)))«
b) Pour toute composante irréductible Y0 de Y contenant y, il existe une composante irré-

ductible Z de X contenant x, dominant Y0 et telle que dima.(Xî/) = dinxc(ZnX2/)^dim(ZnX7))5
où 7] est le point générique de Y0 (ce qui entraîne que Z est équidimensionnelle sur Y0 au
point x (13.2.2)).
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b') Pour tout voisinage ouvert U de x dans X et toute générisation y' de y, on a
dîm(UnX | f ,)>dimaB(UnXy).

Alors on a les implications a)=>b)ob').
Pour montrer que b) implique b')9 il suffît de remarquer que y' appartient

à une composante irréductible Y0 de Y contenant y, de point générique Y J ; pre-
nant Z comme dans b) et notant que le point générique de Z (qui est aussi celui
de ZnX^ (0I? 2.1.8)) est contenu dans U, on a dim(UnXy ,)^dim(UnZnXy ,) ,
et, en vertu de (13.1.6), dim(UnZnX2 / / )^dim(ZnXT J) ; d'où l'assertion, puisque
dim,(UnX,) = dimI(Xî/) (4.1.1.3).

Pour prouver que b') implique b), on peut d'abord remplacer X par /~1(Y0),
donc supposer Y0=Y; on peut se borner au cas où X et Y sont affines, puisque
dima.(UnXy) = dima.(Xî/) (4.1.1.3). Les composantes irréductibles Wt- du préschéma
noethérien X^ sont alors en nombre fini, et le complémentaire de la réunion des Wt-
(adhérences dans X) qui ne contiennent pas x est un voisinage ouvert V de x. En rem-
plaçant X par V, on peut donc supposer que AreWt- pour tout i (l'hypothèse V) entraîne
dim(VnXJ^o, donc x appartient à un des W^ pour un i au moins). En outre, les W$-
sont exactement les composantes irréductibles de X qui dominent Y (Oj, 2.1.8); cela
étant, si l'on avait, pour chacune de ces composantes Z, dim(ZnX7J)<dimx(Xy), on
en conclurait dim(X7J)<dima.(Xy), contrairement à l'hypothèse b'). La relation
dima.(ZnXy) = dim(ZnX7J) résulte alors de (13.1.6).

Reste à démontrer que a) entraîne b1). Tenant compte de (H, 7.1.4) et de l'inva-
riance des hypothèses et de la conclusion par changement de base (en vertu
de (4.2.7)), on peut se borner au cas où Y est un spectre d'anneau de valuation, de
point fermé y et de point générique y', et où U = X. L'hypothèse que f est ouvert au
point x entraîne qu'il existe une composante irréductible Z de X contenant x et domi-
nant Y ( i . 10.3). Appliquant (14.3.10) à un voisinage de x dans Z, on en conclut que
dim(ZnXy,) —dim^ZnX^) ; mais comme x est maximal dans Xy, ZnX y contient la
composante irréductible de Xy de point générique x, donc dima.(ZnX!/) = dima.(X!/);
d'autre part, on a dim(Xy,)^dim(ZnXy,), ce qui achève de prouver b').

Remarque (14.3.14). — Nous ignorons si dans (14.3.13), la conclusion subsiste
lorsqu'on remplace l'hypothèse a) par l'hypothèse plus faible que/est ouvert au point x.
On peut montrer aisément qu'il suffirait de traiter le cas où Y est spectre d'un anneau
local intègre, dont le point générique est isolé, et où X est un sous-préschéma fermé
du fibre vectoriel Y[T].

14.4. Le critère de Ghevalley pour les morphismes universellement ouverts.

Théorème (14.4.1). — Soient /:X->Y un morphisme localement de type fini,
y un point de Y, x un point maximal de la fibre Xy = XxYSpec(le(jj)). Supposons y géométri-
quement unibranche. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est universellement ouvert au point x (ou encore en tout point de la composante
irréductible de Xy de point générique x (14.3.3.1, (ii)))«

209

27



2io A. G R O T H E N D I E G K Ghap. IV

b) Si Y0 est l'unique composante irréductible de Y contenant y, Y] son point générique, il existe une
composante irréductible Z de X contenant x, dominant Y0 et telle que dimx(Z n Xy) = dim(Z nXJ
(ce qui signifie que Z est équidimensionnelle sur Y0 au point x (13.2.2)).

b') Pour tout voisinage ouvert U de x dans X et toute générisation y' de y, on a
dim(U n X,,) > dim/U n X,).

5ï ûfe />/&$- Y &rt localement noethérien, ces conditions sont aussi équivalentes à la suivante :
c) f est ouvert au point x.

Notons d'abord que puisque (^)red est intègre, y n'appartient qu'à une seule
composante irréductible Y0 de Y. Le fait que b) et bf) sont équivalentes et que a)
implique b') résulte de (14.3.13); d'autre part, si Y est localement noethérien, on a vu
dans (14.2.3) que c) implique b). Il reste donc à montrer que lorsque y est géométri-
quement unibranche, b) entraîne a).

Lemme (14.4.1.1). — Soient Y un préschéma, Y'—Y[T15 . . ., Tn], y' un point de Y',
y son image dans Y. Si Y est géométriquement unibranche au point y, alors Y' est géométriquement
unibranche au point y'.

En effet, comme pour tout jyeY, Spec(/c(jy) [T15 . . . ,TJ) est géométriquement
régulier sur k(y) (0, 17.3.7), le morphisme structural Y'->Y est lisse (6.8.1), et il
suffit d'appliquer (11.3.14).

Lemme (14.4.1.2). — Soient A un anneau local intègre unibranche, B un anneau intègre
contenant A et entier sur A, n un idéal premier de B au-dessus de l'idéal maximal m de A. Alors
le morphisme Spec(Bn)->-Spec(A) est surjectif, autrement dit, pour tout idéal premier p de A,
il existe un idéal premier q de B tel que qCn et qnA=p.

Soient K (resp. L) le corps des fractions de A (resp. B), A' la clôture intégrale
de A, B' le sous-anneau de L engendré par A' et B, de sorte qu'on a un diagramme
commutatif d'injections canoniques

B —> B'

î î
A —> A'

Comme B' est entier sur B, il existe un idéal premier n' de B' tel que n'nB —n (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 2, n° î, th. î) , et (pour la même raison) Spec(A')^Spec(A) est
surjectif. D'autre part, comme A est unibranche, A' est un anneau local, donc n'nA',
qui est au-dessus de l'idéal maximal m de A, est nécessairement égal à l'unique idéal
maximal m' de A'. En vertu du second théorème de Cohen-Seidenberg (loc. cit., § 2,
n° 4, th. 3) le morphisme Spec(B^,) -^Spec(A') est surjectif, donc il en est de même
du composé Spec(B^,)-^Spec(A')^Spec(A) ; mais ce morphisme est aussi le composé
Spec(B^,)-^Spec(Bn)->Spec(A), donc le morphisme Spec(Bn)->Spec(A) est surjectif.

Ces lemmes étant établis, revenons à la démonstration de l'implication b) => a)
dans (14.4.1). En vertu de (14.3.3.15(1)), il suffit de prouver que, pour tout
entier n^o et tout point x' de X' = X[T19 ...,TJ au-dessus de x, le morphisme
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/' : X'->Y'=Y[T1j . ..,TJ, déduit de / par changement de base, est ouvert
au point x'. Compte tenu du lemme (14.4.1.1), de (2.3.4) et (4- 2 - 7 ) 5 on est

donc ramené à prouver que / est ouvert au point x : en outre, il suffit évidemment
(14.1.2, (iii)) de montrer que la restriction de/ à un sous-préschéma fermé de X ayant Z
pour espace sous-jacent est ouverte au point x, si bien qu'on peut se borner au cas où
X = Z est irréductible. Quitte à remplacer X par un voisinage ouvert V de x tel que
VnXy soit irréductible, on peut supposer, en vertu de (13.3.1), que le morphisme/

se factorise en X->Y" = Y[T1? . . . , Tm] ->Y, où g est quasi-fini, dominant et localement
de type fini. Comme le morphisme structural Y"->Y est ouvert (2.4.6), on
est ramené à prouver que g : X->Y" est ouvert au point x. D'ailleurs, en vertu
de (14.4.1.1), g(x) est un point géométriquement unibranche de Y". On est donc
ramené à prouver le lemme suivant :

Lemme (14.4. 1.3). — Soient X, Y deux préschémas irréductibles ', / : X->Y un morphisme
localement quasi-fini et dominant. Si #eX est tel que y=.f(x) soit unibranche sur Y, alors f
est ouvert au point x.

Il suffit de prouver que /(Spec(0XïJ) = Spec(0Yjy) (1.10.3). On peut donc se
borner, par le changement de base Spec(0Yj2/)->Y, au cas où Y=Spec(A), où A est
un anneau local et y est le point fermé de Y (tenant compte de (I, 3.6.5) et (0I? 2.1.8),
qui prouvent que X XYSpec(0Y}2/) est irréductible) ; remplaçant /par /red, on peut supposer
X et Y réduits, donc intègres. Remplaçant éventuellement X et Y par des voisinages affines
de x et y respectivement, on peut supposer (8.12.9) que le morphisme /se factorise en

X->XX-^ Y, oùj est une immersion ouverte et g un morphisme/mi (évidemment dominant) ;
comme X et Xj sont affines, j est affine, donc séparé et quasi-compact, et par suite se facto-

rise en X->X2->X1, où X2 est l'image fermée de X par 7, h l'injection canonique et u une
immersion ouverte (I, 9.5.3). En d'autres termes, on peut supposer que Xj est intègre, ou
encore de la forme Xa— Spec(B), où B est une A- algèbre intègre et finie, contenant A
puisque g est dominant. Si n est l'idéal premier de B correspondant au point x, l'hypothèse
que A est unibranche implique alors (14.4.1.2) que le morphisme Spec(Bn)^Spec(A)
est surjectif, c'est-à-dire que Spec(^x>a.)->Spec(É?

Y>2/) est surjectif. C.Q.F.D.

Corollaire (14.4.2). — Soient /:X->Y un morphisme localement de type fini , y un
point géométriquement unibranche de Y, Y) le point générique de Punique composante irréductible Y0

de Y contenant y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) / est universellement ouvert en tous les points de Xy (ou, ce qui revient au même
(14.3.3.1, (ii) ) , aux points maximaux de X^) .

b) Pour tout #eXy, U existe une composante irréductible Z de X contenant x et équi-
dimensionnelle sur Y au point x (13.2.2).

b') Pour tout xeXy et tout voisinage ouvert U de x dans X, on a

b") Pour tout ouvert U de X, on a dim(UnX7))^dim(UnX?/).
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Lorsque de plus Y est localement noethérien, ces conditions sont encore équivalentes à la suivante :
c) f est ouvert en tous les points de Xy (ou, ce qui revient au même (14.3.3.1, (ii)),

aux points maximaux de X^).
L'équivalence de a) et c) lorsque Y est localement noethérien résulte de (14.4. i) ;

les conditions b) ou b' ), appliquées aux points maximaux de Xy, entraînent a) en vertu
également de (14.3.3.1, (ii)); enfin, b' ) et b") sont équivalentes, car

dim(UnXv) = sup(dimSB(UnX..)).

Reste à voir que la condition a) entraîne b) et b' ) en tout point #eXr Posons
d=dimx(Xy), et soit x' le point générique d'une composante irréductible de X^
contenant x et de dimension d. En vertu de a) et de (14.4. i), il y a une composante
irréductible Z de X contenant x' et équidimensionnelle sur Y au point x' , donc telle
que dimx, (ZnX^) — dim(ZnX7)). Mais par construction dima.,(ZnXy)=dima.l(Xy)=rf,
et dima;(ZnXî/)<dim(ZnX2/)=:âf; compte tenu de (13.1.6), cela prouve que Z
est équidimensionnel sur Y au point x; donc a) entraîne b). De plus, on a
dim(X7))^dim(ZnXrj)=â?=dima.(X2/). Remplaçant X par un voisinage ouvert U de x,
on voit ainsi que a) entraîne b'). C.Q.F.D.

Corollaire (14.4.3). — Soient Y un préschéma géométriquement unibr anche, /:X->Y
un morphisme localement de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est universellement ouvert.
b) Pour tout ouvert U de X, tout j>eY et toute générisation y' de y on a

Si de plus Y est localement noethérien, ces conditions sont aussi équivalentes à la suivante :
c) f est ouvert.
Corollaire (14.4.4) (critère de Chevalley). — Soit f : X-^Y un morphisme localement

de type fini.
(i) Si f est équidimensionnel en un point #eX (13.3.2) et si y=f(x) est un point

géométriquement unibranche de Y, / est universellement ouvert au point x.
(ii) Si Y est géométriquement unibranche, f est universellement ouvert en tous les points de X

où f est équidimensionnel, et V ensemble de ces points est ouvert dans X. En particulier, si f est équi-
dimensionnel, il est universellement ouvert.

L'assertion (ii) est conséquence triviale de (i), puisqu'on sait déjà que l'ensemble
des points où f est équidimensionnel est ouvert (13.3.2). Quant à l'assertion (i), elle
résulte de ce que l'hypothèse implique que la condition b) de (14.4.1) est vérifiée au
point générique d'une composante irréductible de Xy contenant x, compte tenu
de (13.3.1); il suffit donc d'appliquer (14.4.1).

Remarque (14.4.5). — On peut prouver que si Y est localement noethérien, et si
toutes les générisations de y =f(x) sont des points géométriquement unibranches de Y
(cf. (6.15.2)), alors, si /est équidimensionnel au point x, il est universellement ouvert
dans un voisinage de x.
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Corollaire (14.4.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X-^Y un
morphisme localement de type fini. Soit y un point géométriquement unibranche de Y, et supposons
en outre que pour tout xef~l(y), Vanneau 0^^ soit équidimensionnel. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) f est équidimensionnel (13.3.2) en tous les points de /~1(j).
b) f est ouvert en tous les points de f~l(y}.
c) f est universellement ouvert en tous les points de f~l(y}*
En effet, c) implique trivialement b), et a) implique c) en vertu de (14.4.4) ; enfin,

en raison des hypothèses sur Gy et 0X, b) implique a) par (14.2.2). Plus généralement :
Proposition (14.4.7). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme localement de type fini, x un point de X, tel que J=f(x) soit géométriquement unibranche.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est équidimensionnel (13.3.2) au point x.
b) L'anneau Gx est équidimensionnel et f est ouvert aux points génériques des composantes

irréductibles de f~l(y) contenant x (donc aussi en tout point d'une telle composante).
c) L'anneau Gx est équidimensionnel, et f est universellement ouvert aux points génériques des

composantes irréductibles de f~l(y) contenant x (donc aussi en tout point d'une telle composante).
En outre> lorsque ces conditions sont satisfaites, pour tout sous-préschéma fermé réduit X^

de X ayant pour espace sous-jacent une composante irréductible de X contenant x, la restriction
fi : X^->Y de f est un morphisme équidimensionnel au point x, et universellement ouvert en tous
les points des composantes irréductibles de y~1(j^)nXt- qui contiennent x.

La condition a) implique que /est équidimensionnel en tous les points génériques
des composantes irréductibles de f~l(y) contenant x (13.3.1), et par suite (14.4.4)
universellement ouvert en ces points; le même raisonnement appliqué à chaque/ (compte
tenu de (13.3.3)) prouve la dernière assertion de la proposition, compte tenu
de (14.3.3.1, (ii)). En outre, d'après (14.2.1), on a les relations

(14.4.7.1)

(14.4.7.2)

et puisque / est équidimensionnel au point x, il résulte de (13.3.1) que l'on a

On conclut donc que dim(0x.fa.) = dim(0x>a.) pour tout i, autrement dit &x x est équidi-
mensionnel, et cela achève de montrer que a) entraîne c) . Il est clair que c) entraîne b) ;
enfin, b) entraîne la relation (14.4.7.2) en vertu de ( 1 4 . 2 . i ) ; il résulte alors de (13.3.6)
que b) entraîne a).

Proposition (14.4.8). — Soient Y un préschéma noethérien, f : X->Y un morphisme
localement de type fini, y un point de Y, x un point maximal de Xy=f~i(y). Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) Le morphisme f est universellement ouvert au point x, autrement dit, pour tout changement

de base g : Y'->Y, on a la propriété P(Y') : pour tout point x' de X'— X XYY' au-dessus de x,

le morphisme / '— /Y') : X'->Y' est ouvert au point x'.
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a') La propriété P(Y') est vraie pour tout morphisme fini g : Y'->Y.
a") La propriété P(Y") wf zraw j&owr fe normalisé Y" de Yred (II, 6.3.8).
b) Pour tout point x" de X"=XxYY" au-dessus de x, il existe une composante irréduc-

tible Z" de X" contenant x" et équidimensionnelle sur Y" au point x".

Il est trivial que a) implique a'). Pour montrer que a') implique a") notons
que l'on peut écrire Y"— Spec(éï), où «^ est une 0Y-Algèbre quasi-cohérente entière
sur 0y; comme Y est noethérien, 3% est limite inductive de ses sous-0Y-Algèbres 3S^
qui sont quasi-cohérentes et de type fini (I, 9.6.6); mais alors les «â?x sont des
0Y-Algèbres finies (II, 6.1.2); on peut donc écrire Y" = limY'x, où Yx=Spec(^?x),
d'où X"=XxYY"=:limX'x, avec Xx=XxYY'x. En vertu de a'), les morphismes
/x : XX->YX sont ouverts en tous les points de Xx au-dessus de x\ on en conclut que/"
est ouvert en tous les points de X" au-dessus de x9 par (8.10.1) et (14.3.3. i, (i)).

Comme le préschéma Y" est normal par définition, le fait que b) entraîne a") résulte
de (14.4.4) appliqué à la composante irréductible équidimensionnelle de l'énoncé et
à la restriction de/" à cette composante. Il reste donc à montrer que a") entraîne a)
et b). Compte tenu de ( i . 10.3), on peut se borner au cas où Y=Spec(0y), en notant
que le morphisme canonique Spec(0y)->Y est universellement bicontinu (1,3.6.5),
et d'autre part que Y"xYSpec(0y) est le normalisé de (Spec(0y))red comme il résulte
de la permutabilité des opérations de fermeture intégrale et de localisation (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § i, n° 5, prop. 16). Supposant donc Y—Spec(A), où A est un
anneau local noethérien, et j; le point fermé de Y, on sait (0, 23.2.5) qu'il existe une
factorisation

Y» 4. Yx 4. Y

du morphisme structural, telle que v soit un morphisme fini surjectif, u un morphisme
entier, radiciel et dominant, donc surjectif (H, 6.1.10) et par suite un homéomorphisme
universel (2.4.5). Si l'on pose X1=XxYY1, la projection X"^XX est donc un homéo-
morphisme, et l'hypothèse a") entraîne par suite que /i=jfjYl) : Xi-^Yj est ouvert en
tous les points de Xx au-dessus de x. En outre, cela montre que pour prouver la
propriété b), il suffit de prouver la même propriété où l'on remplace Y", X" et x"
par Y15 Xx et un point x-^ de Xx au-dessus de x: Mais Yx est noethérien et en outre il est
géométriquement unibranche puisque Y" est normal et u radiciel (6.15.1); la propriété
à prouver résulte donc de (14.4.1). Il reste à montrer que/est universellement ouvert
au point x, ce qui résultera du lemme suivant :

Lemme (14.4.8.1). — Soit v : YX^Y un morphisme fermé (resp. universellement fermé)
et surjectif. Pour qu'un morphisme /:X->Y soit ouvert (resp. universellement ouvert) en un

point #eX, il suffit que /i=;/JYl) : X1=XxYY1->Y1 soit ouvert (resp. universellement ouvert)
en tous les points de X± au-dessus de x.

La seconde assertion résulte trivialement de la première et du fait que pour tout
changement de base Y'->Y, le morphisme v^ : YiXyY'-^Y' est encore surjectif et
est fermé si v est universellement fermé. Pour prouver la première assertion, considérons
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un voisinage ouvert U de x dans X; comme v est fermé et surjectif, pour que/(U) soit
un voisinage de y=f(x), il faut et il suffit que v~1(f(U)) soit un voisinage de v~l(y}.
Mais si p : Xj-^X est la projection canonique, on a v~i(f(U))=f1(p~~1(U)) (1,3.4.8),
et l'hypothèse entraîne que /i(^~1(U)) est un voisinage de fi(p~l(x))= v~l(y) (I? 3-4-8).

Corollaire (14.4.9). — Soient Y un préschéma noethérien., f : X->Y un morphisme loca-
lement de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est universellement ouvert, autrement dit, pour tout changement de base Y'->Y, le
morphisme f^>] '. XxYY /->Y / est ouvert.

a') Pour tout morphisme fini Yj-^Y, f^ est ouvert.
a") Si Y" est le normalisé de Yred, ^Y") est ouvert.
b) Pour tout point x" de X'^XXyY", il existe une composante irréductible Z" de X"

contenant x" et équidimensionnelle sur Y" au point x" (cf. (14.4.10, (ii))).
Cela résulte aussitôt de (14.4.8) et (14.1.4).

Remarques (14.4.10). — (i) L'équivalence des conditions a) et b) dans (14.4.8)
(resp. (14.4.9)) est encore valable pour un préschéma Y quelconque et un morphisme/
localement de type fini. En effet, a) entraîne b) en vertu de (14.4.1); inver-
sement, b) entraîne que/" est universellement ouvert aux points de X" au-dessus de X
(resp. en tout point de X") en vertu de (14.4.1), et on en conclut la propriété a) en
appliquant le lemme (14.4.8.1) au morphisme entier et surjectif Y"->Y.

Il se peut que, dans (14.4.1), pour l'équivalence de a) et c), l'hypothèse supplé-
mentaire que Y est noethérien soit superflue (cf. (14.3.14)). S'il en est ainsi, les hypo-
thèses noethériennes sont également superflues dans (14.4.2), (14.4.3), (14.4.8)
et (14.4.9).

(ii) On peut donner des exemples de morphismes /: X—>Y ayant les propriétés suivantes : Y est noethérien,
régulier et de dimension 2, y est universellement ouvert et de type fini, X a deux composantes irréductibles X1? X2,
mais la restriction X^L-^-Y de/à Tune d'elles n'est pas un morphisme ouvert. Le principe de la construction s'appuie
sur la méthode générale de « recollement » qui sera exposée au chap. V, et ne peut donc qu'être esquissé ici. On part
d'un point fermé y de Y, et on considère le Y-schéma Yt obtenu en faisant éclater y (II, 8. i .3) ; si /x : Yj—>Y est
le morphisme structural, on sait que la restriction def± à /^f X ( Y — { y } ) est un isomorphisme sur Y — { y } (loc. cit.),

00 ^

tandis que la fibre f^^(y) est isomorphe à Proj(S), où S = © m*j/m5j + 1 (II, 3.5.3), c'est-à-dire ici à P^ '
k = 0

il résulte de (14.4.1) que/i n'est pas ouvert au point générique de f^l(y). D'autre part, posons Y2 = P*, et soit
/2 : Y2—>Y le morphisme structural; il résulte de (II, 8.4.4) Que./2 est P^atJ donc universellement ouvert (2.4.6);
en outre (II, 3.5.3), f^~1(y) est isomorphe à PL^; il suffit alors de « recoller» Yl et Y2 le long des fibres isomorphes

/i~1(j;) et fz~l(y)> ce qui donne un morphisme /: X-> Y où les composantes irréductibles Xx, X2 de X s'identifient
canoniquement à Yx et Y2 respectivement, et les restrictions de/à ces composantes à/x et/2.

Rappelons toutefois (12. i . i .5) que si Y est localement noethérien, f: X->Y de type fini et plat, alors toute
composante irréductible de X est équidimensionnelle sur Y (et par suite la restriction de / à une telle composante est
universellement ouverte si tous les points de Y sont géométriquement unibranches).

(iii) Rappelons (12.1.2, (i)) qu'il y a des morphismes /: X—>Y ayant les propriétés suivantes : Y est
noethérien (non géométriquement unibranche), f est fini et plat (et même étale (17.6.3)), mais la restriction de/à
une composante irréductible de X n'est pas un morphisme ouvert (bien que y lui-même le soit d'après (2.4.6)).

(iv) Le critère de Ghevalley (14.4.4) explique l'importance de la notion de morphisme universellement
ouvert. Cette notion permet en effet, dans de nombreux résultats, plus ou moins classiques, de remplacer une
hypothèse de normalité par l'hypothèse qu'un certain morphisme est universellement ouvert; l'énoncé plus général
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ainsi obtenu s'appliquera en particulier à des morphismes plats (2.4.6), dont l'importance en géométrie algébrique
va croissant. On peut considérer que les énoncés faisant intervenir l'hypothèse qu'un morphisme est universellement
ouvert sont des généralisations communes d'énoncés faisant intervenir une hypothèse de normalité et d'énoncés
faisant intervenir une hypothèse de platitude.

14.5. Morphismes universellement ouverts et quasi-sections.

Lemme (14.5. i). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien, f : X->Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, tel que f soit équidimensionnel (13. 3.2) au point x\
on pose y—f(x}^ e=dimx(f~

l(y)). Soit X' une partie fermée irréductible de X contenant x,
n un entier tel que Ton ait codim(X', X)^rc et dima;(X/n/~1(jv))^^—n. Alors on a nécessai-
rement codim(X', X) — w, dima,(X /n/~1(j))=^—w, et la restriction X'->Y de f est un
morphisme équidimensionnel en x (et a fortiori dominant).

La question étant locale sur X, on peut supposer que / est de type fini et équidi-
mensionnel, de sorte que pour tout £eY, toutes les composantes irréductibles de f~l(z)
sont de dimension e (13.3.1, a")). Soient x' le point générique de X', y ==/(#'),

Y' = {y}=/(X') et posons Z=/-1(Y/). En vertu de (0, 14.2.2), on a

(14.5. i. i ) codim(X', Z) < n

et si les deux membres sont égaux, on a nécessairement codim(X', X) = n et Z contient
une composante irréductible de X, ce qui entraîne (13.3. i) que/(X') est dense dans Y
et par suite Z = X; donc l'égalité codim(X', Z) = n équivaut à la conjonction de l'égalité
codim(X', X) = n et de la relation Z = X.

D'autre part, en raisonnant dans les préschémas réduits de Y et X ayant Y' et Z
respectivement pour espaces sous-jacents, on déduit de (5.1.2) et de (I, 3.6.5) que l'on a

(14.5.1.2) codim(X'n/-V),/-My)Hœdim(X', Z).

En vertu de l'hypothèse, f~*(y') est biéquidimensionnel (5.2.1) et de dimension e,
donc (0, 14.3.5), on a> en vertu de (14.5.1.2) et (14.5.1.1)

(14.5.1.3) *'=dim(X'n/-Vy)) = *—codim(X', Z)^e—n

l'égalité ayant lieu si et seulement si codim(X', X) = n et si /(X') est dense dans Y.
Enfin, (13.1.1), on a dim^X'n/-1^))^', d'où, par (14.5.1.3),

(14.5.1.4) dim^X'n/-1^)) >*'>*—n.

Or, par hypothèse, on a aussi dimÏC(X'n/~1(j))<^—n, d'où les conclusions de la
proposition.

Corollaire (14.5.2). — Les hypothèses sur f, X, Y, x étant celles de (14.5. i), supposons
en outre que x ne soit pas point maximal de f*~l(y). Alors il existe un voisinage ouvert affine U
de x dans X, et une section geT(\J9 0X) telle que l'ensemble X7 des #'eU tels que g(xf) = o
contienne x et ne contienne aucun point maximal de /""1(j)« Pour tout g ayant ces propriétés, X' est

équidimensionnel sur Y au point x, et Von a

(14.5.2.1) dim,(X/n/-1(-y)) = «—i et codim(X', X)= i.
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On peut se borner au cas où X = U est un voisinage ouvert affine de x tel que
toutes les composantes irréductibles de f ~ ^ ( y ) contiennent x. Ces composantes corres-
pondent aux idéaux premiers minimaux de (Sx\v^Gx, et par hypothèse ces idéaux sont
distincts de mxlmyOx (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i, n° i, prop. 2); pour obtenir
un ger(U, 0X) vérifiant les conditions de l'énoncé, il suffit de prendre g£\x tel que
l'image de g dans mx n'appartienne à aucun des idéaux premiers précédents. D'ailleurs,
on a codim(X', X)< i (5.1.8), et comme X' ne contient aucune des composantes
irréductibles de f ~ ^ ( y ) et que celles-ci sont de dimension e, on a (0, 14.2.2.2}
dima.(X'n/~1(^;))<^—i. Il suffit alors d'appliquer (14.5.1).

Proposition (14.5.3). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien, f : X->Y
un morphisme localement de type fini, x un point de X. On suppose que f est équidimensionnel au
point x et que x est fermé dans f ~ l ( f ( x ) ) . Alors il existe une partie irréductible X' de X, localement
fermée dans X, contenant x et telle que la restriction X'->Y de f (où X' est le sous-préschéma
réduit de X ayant X' pour espace sous-jacent) soit un morphisme quasi-fini et dominant.

En effet, avec les notations de (14.5.2), l'hypothèse que x est fermé dans f~l(y)
entraîne que x n'est pas point maximal de X ' r \ f~ l ( y ) tant que e— i ̂  i. Il suffit donc
d'appliquer (14.5.2) en raisonnant par récurrence descendante sur e = dim^/""1 (/(#)))
jusqu'à ce que l'on arrive à e= i; l'application de (14.5.2) dans ce dernier cas donne
un X' tel que X' n/"1 (/(#)) soit noethérien et de dimension o, donc fini et discret; comme
alors X' est équidimensionnel sur Y, X'n/"1 (/(#')) est de dimension o pour tout #'eX',
ce qui entraîne que la restriction X'->Y de/est un morphisme quasi-fini (H, 6.2.2).

Corollaire (14.5.4). — Sous les hypothèses de (14.5.3), supposons en outre que
Y= Spec(A), où A est un anneau local noethérien intègre et complet, et que y =f(x) soit l'unique
point fermé de Y. Alors, il existe un anneau local intègre A', contenant A, qui est une A-algèbre
finie et possède la propriété suivante : si F on pose Y'=Spec(A') et X'=XxYY', il existe

une "V''-section h : Y'->X' telle que le morphisme composé Y' -> X' -> X soit une immersion
dont F image contient x.

Remplaçant au besoin X par un sous-préschéma réduit irréductible de X, on peut,
en vertu de (14.5.3), se borner au cas où le morphisme/est déjà quasi-fini et dominant.
Utilisant (11,6.2.5), on en déduit que <DX = A.' est un anneau intègre qui est une
A-algèbre finie, et que X est somme disjointe du sous-préschéma fermé Y'=Spec(A')
et d'un sous-préschéma Y"; le schéma Y' répond à la question, le morphisme composé
Y'->X'->X n'étant autre que le morphisme canonique Spec(0J->X.

Remarque (14.5.5). — Si on n'exige pas que dans l'énoncé de (14.5.4), le
morphisme Y'->X soit une immersion, on peut supposer que A' est en outre intégra-
lement clos : il suffit en effet de remplacer A' par sa clôture intégrale Al5 car on sait (0, 23.1.5)
que Ax est un A-module de type fini.

Proposition (14.5.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, irréductible, régulier
et de dimension i, / : X->Y un morphisme localement de type fini, y un point de Y. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) /red -est plat en tout point de f~~l(y).
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b) f est universellement ouvert dans un voisinage de f~^(y)*
c) f est ouvert dans un voisinage de f ~ ^ ( y ) .
d) Toute composante irréductible de X rencontrant f ~ ^ ( y ) domine Y.
e) Pour tout point xef~1(y), fermé dans /~1(jv)5 et toute composante irréductible X^ de X

contenant x, il existe une partie irréductible X' de X, localement fermée dans X, contenant x, contenue
dans Xt-, et telle que la restriction X'->Y de f soit un morphisme quasi-fini et dominant.

L'équivalence de a), b), c) et d) a déjà été démontrée (14.3.8). Il est clair que e)
entraîne d), car pour toute composante irréductible Xt- de X rencontrant f~l(j>}, il
existe dans Xin/~1(jv) un point fermé dans cet espace (5.1.11). Enfin, pour prouver
que c) entraîne e), on peut se borner au cas où/est un morphisme de type fini; consi-
dérons un point fermé x de f~l(y) et soit X^ une composante irréductible de X
contenant x. Comme la restriction / : X{->Y de f à X^ est un morphisme dominant,
il résulte de l'équivalence de c) et d) pour/ que ce morphisme est ouvert aux points
génériques de Xin/~1(jv). Il résulte donc de (14.2.2) que / est équidimensionnel
au point x, et on conclut alors à l'aide de (14.5.3).

Remarque (14.5.7). —Si, dans l'énoncé de (14.5.5), on suppose que Y=Spec(A),
où A est un anneau de valuation discrète complet, et quejy est le point fermé de Y, on
peut en outre supposer que X' = Spec(A'), où A' est un anneau de valuation discrète
qui est une A-algèbre finie, comme le montre la démonstration de (14.5.4) et le fait
qu'un anneau local intègre régulier et de dimension i est un anneau de valuation
discrète (II, 7.1.6).

Proposition (14.5.8). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y
un morphisme localement de type fini, y un point de Y.

Pour tout Y-préschéma Y', posons X(Y') = HomY(Y', X). Soit x un point de f~l(y}\
afin que f soit universellement ouvert au point x, il faut et il suffit que la condition suivante soit
vérifiée :

Pour tout anneau de valuation discrète complet A, de corps résiduel algébriquement clos, tout
morphisme g : Y'=Spec(A) ->Y tel que Vimage par g du point fermé y' de Y' soit égal à y, et
tout élément w0eX(Spec(fe(y))) tel que u0(y) = x, il existe un anneau de valuation discrète B,
un homomorphisme local A-^B faisant de B une A-algèbre finie, et, si l'on pose Z'=Spec(B),
un élément weX(Z') tels que, si £ est le point fermé de Z', le diagramme

Spec(fc(/)) -^ X

soit commutatif.
Notons que si A et B vérifient les conditions de l'énoncé, B est un anneau de valuation

discrète complet (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 3, prop. 7 et chap. IV, § 2,
n° 2, cor. 3 de la prop. 9) de corps résiduel isomorphe à celui de A, donc algébri-
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quement clos, et puisque u(z') = x, il y a dans X" = XxYZ' un point #", dont les
projections dans X et Z' sont x et g et qui est rationnel sur k(z')', en outre, puisqu'il
existe une Z'-section v de X" telle que v(z') = x"9 l'image par v du point générique s
de Z' est une générisation t de x" dont la projection dans Z' est s; en appliquant (14.3.6),
on voit que la condition de l'énoncé est suffisante. Prouvons maintenant qu'elle est
nécessaire. Posons X'=XxYY', /' —J^Y/J : X'->Y'. Il y a par hypothèse un point #'eX'
au-dessus de x et dejy' et rationnel sur h(y') (I, 3.3.14), donc fermé dans f'~l(y')* En
vertu de (14.3.6), il y a une composante irréductible T' de X' contenant x' et domi-
nant Y', donc ((14.3.8) et (14.3.13.)) la restriction T'->Y' de/' est équidimensionnelle
au point x. On déduit donc de (14.5.5) qu'il y a une A-algèbre finie B qui est un anneau
local intègre et intégralement clos et domine A (donc est un anneau de valuation discrète)
et, en posant Z' = Spec(B) et X"=XxYZ':=X'xY,Z', une Z'-section v : Z'->X" telle

que l'image du point fermé z' de Z' par le morphisme composé Z'->X"->X' soit x';

le morphisme composé u : Z'->X"->X répond donc à la question.
Proposition (14.5.9). — Soient Y un préschéma localement noethérien irréductible, f : X->Y

un morphisme localement de type fini, y un point géométriquement unibranche de Y. Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est universellement ouvert en tout point de f~l(j>).

b) f est ouvert en tout point de f~i(j).

c) Pour toute composante irréductible Z de t/~
1(jv), de point générique z, il existe une compo-

sante irréductible X^ de X contenant z et équidimensionnelle sur Y au point £.

d) Pour tout point fermé x de /~1(j), il existe une partie irréductible X' de X, localement
fermée dans X, contenant x, et telle que la restriction X'->Y de f soit un morphisme quasi-fini
et dominant.

L'équivalence de a), b) et c) a déjà été démontrée (14.4.2). Pour prouver que a)
entraîne d), notons qu'en vertu de (14.4.2), a) entraîne qu'il existe une composante
irréductible Z de X contenant x et équidimensionnelle sur Y au point x; l'existence
de X' provient alors de (14.5.3) appliqué à la restriction Z->Y de/. Inversement,
supposons d) vérifiée; en vertu du critère de Chevalley (14.4.4), ^a restriction X'->Y
de f est un morphisme universellement ouvert au point x, et a fortiori f est ouvert au
point x\ f est donc ouvert en tous les points fermés de Xy=f~l(y). Mais X^ est un
k(y)-préschéma localement de type fini, donc un préschéma de Jacobson; l'ensemble
des points fermés de Xy est donc dense dans Xy (10.3. i), et il résulte de (14. i .4) que/
est ouvert en tous les points de Xy, ce qui achève de prouver que d) entraîne b).

Le résultat suivant a été mis en évidence par D. Mumford :
Proposition (14.5.10). — Soient Y un préschéma noethérien, /:X->Y un morphisme

universellement ouvert, surjectif et localement de type fini. Alors il existe un morphisme fini surjectif
£:Y'->Y tel que, si Ton pose X'=XxYY' et ff=f(^} : X'-^Y', tout point y''eY' admette
un voisinage ouvert U' tel qu'il existe une U'-section de /'~1(U').

Nous démontrerons la proposition en plusieurs étapes.
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I) Réduction au cas où Y est intègre. — Si l'on a prouvé la proposition pour chacun
des sous-préschémas réduits Yf ayant pour espace sous-jacent une composante irré-
ductible de Y, et pour les images réciproques /"^(Y,-), il est clair que le préschéma Y'
somme des Y,' correspondants répondra à la question. On peut donc supposer Y intègre
et on va dans ce qui suit se borner à ce cas. Alors, dans la conclusion, on pourra aussi
prendre Y' intègre (quitte à le remplacer par une composante irréductible convenable).

II) Caractère local sur Y. — Nous allons montrer que si Ton peut recouvrir Y
par des ouverts U;- en nombre fini, tels que, pour tout j, la conclusion de la proposi-
tion soit vraie pour le morphisme /~1(UJ)->U;-, restriction de/, alors la conclusion
est vraie également pour f. En effet, on peut évidemment supposer les U;- affines, de
sorte que U7- = Spec(A7-), où A?. est un anneau intègre noethérien dont le corps des
fractions K = R(Y) est le corps des fonctions rationnelles sur Y. Pour tout J, il y a
par hypothèse une A-algèbre finie intègre A?' telle que l'homomorphisme A^-^Ay soit
injectif (I, 1.2.7) et clue ^e morphisme correspondant gj : U?- = Spec(A?') -> Spec(A?.) = U,-
vérifie les conditions de la proposition (pour U?- et /~1(U?-)). Soit alors K' une
extension finie de K contenant les corps des fractions de tous les A?' (qui sont des
extensions finies de K). Considérons le normalisé Y" de Y dans K' (11,6.3.8), qui
est de la forme Spec(«^), où ^? est une 0Y-Algèbre entière quasi-cohérente, fermeture
intégrale de 0Y dans K' (11,6.3.4). Ces définitions prouvent que pour tout j,

AJ = r(UJ,«\J,) =
 r(U/, (g/),(flW) s'identifie à une sous-Ay-algèbre finie de T(U /5^);

autrement dit, (g/)^(0uO ==J^/ est une ^u.-Algèbre cohérente, sous-Algèbre de âi\\3j.
Il existe donc un sous-O^Module ^ cohérent de 3§ tel que ^|U;- = J/J- (I, 9.4.7). Si l'on

pose ^' = S^, la sous-0Y-Algèbre âS' de âS engendrée par (ër est cohérente puisque âïï est

une #Y~Algèbre entière. Montrons alors que Y'=Spec(<^') répond à la question. En
effet, il est clair que le morphisme g : Y'->Y est fini surjectif et que Y' est intègre;
en outre, pour toutj, r(U?-, â?') est une Aj-algèbre finie, autrement dit le morphisme
^~"1(U,-)->Uy, restriction de g, se factorise en ^~1(U?-)->UJ'->U;-, et comme l'existence
locale de sections est stable par changement de base, cela établit notre assertion, tout j>eY
appartenant à un Uy.

III) Réduction au cas où Y est intègre, local et géométriquement unibranche. — Supposons
d'abord que la proposition ait été prouvée lorsque Y est intègre et local (avec Y' intègre),
et montrons qu'elle est valable lorsque Y est intègre (noethérien) affine quelconque.
En effet, en vertu de la réduction II), il suffit de prouver que pour tout point je Y,
la proposition est vraie pour un voisinage ouvert affine V dejy dans Y. Soient Y= Spec(A),

Yx=:Spec(Ap), où p = iy, et posons X1 = XxYY1; par hypothèse, il existe un morphisme
fini surjectif g1 : YJ-^Yj, où Y^ —Spec(B1), E1 étant une Ap-algèbre intègre finie,
donc un anneau semi-local, tel que g± vérifie les conditions de l'énoncé pour Yx et Xx.
Si y'} (i<J<r) sont les points fermés de YJ, il y a donc un recouvrement de YJ par des
ouverts U?- tels que Jfy'eU7' et qu'il existe une U^-section hj de XxYU ?-(i<j^r). Le
Ap-module Bx admet un système fini de générateurs de la forme zjs (avec se A—p,
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£j entiers sur A), que l'on peut supposer (en multipliant au besoin s par un élément
de A) être des éléments du corps des fractions de Bl5 entiers sur A89 de sorte que si V
est l'ouvert affine D(j) = Spec(A8)CY, Y[ s'identifie à Y^yV, où V est le spectre
de la As-algèbre finie engendrée par les Q/S; g : V'-^V est donc un morphisme fini
surjectif et g1=g^. De plus, appliquant la méthode de (8.1.2, a)), on peut supposer
que chacun des Uy est l'image réciproque par p : YJ-^V d'un ouvert W;' de V, tel
que les W?- recouvrent V (8.3.11), et que chacune des sections hj est de la forme (fl^w
où v'j est une W?'-section de XxYW?- (8.8.2, (i)). On est donc bien ramené à prouver
la proposition lorsque Y—Spec(A), A étant un anneau local intègre et noethérien.
On sait alors qu'il existe une A-algèbre intègre finie B, ayant même corps des fractions
que A, telle que AcB et que Spec(B) soit géométriquement unibranche ((0, 23.2.5)
et (6.15.5)) ; comme le morphisme Spec(B) ->Spec(A) est surjectif, on peut évidemment
remplacer Y par Spec(B) et X par X®AB pour prouver la proposition. Raisonnant
comme au début de la réduction III), on peut donc supposer A local, intègre et
Y=Spec(A) géométriquement unibranche.

IV) Réduction au cas où X est intègre, affine, et f quasi-fini, surjectif, birationnel et
universellement ouvert. — Supposons donc Y= Spec(A) intègre, local et géométriquement
unibranche. Il existe alors un sous-préschéma irréductible X0 de X tel que la restric-
tion /0 : X0->Y de/soit un morphisme quasi-fini et dominant et que/0(X0) contienne

le point fermé y de Y (14.5.9); comme Y est géométriquement unibranche, il résulte
de (14.4. i) que/0 est encore universellement ouvert. Comme en outre on peut supposer X0

réduit, donc intègre, on voit qu'on peut, en remplaçant X par X0, supposer que X est
intègre et f quasi-fini et dominant, et tel que/(X) contienney\ comme/est ouvert et que

tout ouvert de Y contenant y est égal à Y, / est surjectif.
Soient £, y) les points génériques de X et Y respectivement; fc(£) est donc une

extension finie de K = &(•*)). Par suite (4.6.8), il y a une extension finie K' de K telle
que (Spec(fe(Ç)®KK/))red soit géométriquement réduit sur K et que ses composantes

irréductibles soient géométriquement irréductibles ; il en résulte ((4.5.9) et (4.6.1))
que les corps résiduels de Spec(fc(£)®KK') sont des extensions finies, primaires et sépa-

rables de K', donc sont égaux à K'. Appliquant de nouveau (0, 23.2.5) et (6.15.5),
il existe une A-algèbre intègre finie B, ayant K' pour corps des fractions, contenant A
et telle que Spec(B) soit géométriquement unibranche; on peut donc de nouveau
remplacer Y par Spec(B) et X par (X®AB)red pour prouver la proposition; la réduc-
tion III) permet alors de supposer encore A local, intègre et Y= Spec(A) géométriquement
unibranche, de point fermé y. En outre, / est alors un morphisme quasi-fini, surjectif et

universellement ouvert] chacune des composantes irréductibles X^ de X (i^i^m) domine Y
(1.10.4) et est birationnelle sur Y. Soit alors x un point de /~1 (y) et soit X^ une composante
irréductible de X contenant x; désignons encore par X^ le sous-préschéma réduit (donc

intègre) de X ayant Xi pour espace sous-jacent, et soit / : X^->Y la restriction de /.

Appliquant de nouveau (14.4. i) au morphisme quasi-fini et dominant/, on voit que/

est universellement ouvert; si U est un ouvert affine de X^ contenant x, /(U) est donc
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ouvert dans Y et contient y, donc est égal à Y. On peut ainsi remplacer X par U pour
prouver la proposition.

V) Fin de la démonstration. — Nous supposons donc Y local, intègre et géomé-
triquement unibranche, X intègre et affine, f quasi-fini, surjectif, birationnel et univer-
sellement ouvert ; il en résulte que f est automatiquement séparé. En vertu du Main

theorem (8 . 1 2 . 6), il existe une factorisation X -> Z -> Y, où j est une immersion ouverte
et u un morphisme fini. Remplaçant en outre Z par l'image fermée de j (I, 9.5.10),
on peut supposer que Z est intègre ; comme u est fini et birationnel et Y géométriquement
unibranche, il résulte de (III, 4.3.5 et 4.3.4) que u (et par suite /) est un morphisme
radiciel', comme / est universellement ouvert et surjectif, c'est donc un homéomorphisme
universel. Par suite (2.4.5, (u)) / est un morphisme fini. Mais alors on répond aux
conditions de l'énoncé avec Y' intègre en prenant simplement Y'— X et g=f, la
Y'-section étant le morphisme diagonal A^. C.Q.F.D.

Ce résultat peut être utilisé pour développer des critères de « descente » de diverses
propriétés par les morphismes universellement ouverts et surjectifs. Signalons en parti-
culier le critère suivant, dû à D. Mumford :

Corollaire (14.5.11). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme localement de type fini, g : Y'->Y un morphisme localement de type fini, universellement

ouvert et surjectif; posons X' = XxYY', /'=/(Y,) : X'->Y'. Alors, pour que f soit affine, il

faut et il suffit que f le soit.

On doit seulement prouver que la condition est suffisante. La question étant
locale sur Y, on peut supposer Y affine, donc noethérien. En vertu de (14.5.10), il
existe un morphisme fini surjectif h : YX-^Y tel que, si l'on pose Y^Y'XyYj, et
£' — £(YX) : Y{->Y1? tout point de Yx admette un voisinage ouvert U^ tel qu'il existe
une Uj-section de ^'~1(U1). Si l'on pose X1 = XxyY1, la projection canonique
p : Xi^X est un morphisme fini surjectif, donc, si l'on prouve que X^^ est un schéma
affine, il en résultera d'abord que X est quasi-compact, donc noethérien, puis que X
est affine en vertu du théorème de Chevalley (II, 6.7.1). Il suffit par suite de prouver
que le morphisme fi=f^ : X1-^Y1 est affine. Or, si l'on pose

XJ = Xi XYlYi = X' x y YJ et fi

fi est affine en vertu de l'hypothèse. On est donc ramené à prouver le corollaire en y
remplaçant Y, X, / et Y' par Y15 X1? fi et Y{, autrement dit, il suffit de prouver que /
est affine lorsqu'on fait de plus, dans l'énoncé de (14.5. n), l'hypothèse que tout point
de Y admet un voisinage ouvert U tel qu'il existe une U-section de .g~1(U). La question
étant locale sur Y, on peut même supposer qu'il existe une Y -section s de Y'. Or, on a le
lemme élémentaire suivant (valable dans toute catégorie admettant des produits fibres) :

Lemme (14.5.11.1). — Soient f : X->S, g : Y-^S deux morphismes, p^ : XxsY-^X,
p% : XxsY->Y les projections canoniques. Si s : S->Y est une section de g, alors s' = (i, s°f)$
est une section de p± et X, muni des morphismes f : X-^S et s' : X->XxsY, s'identifie au
produit des Y '-préschémas S et Xx sY pour les morphismes s : S->Y et p2 : XxsY->Y.
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C'est un cas particulier de (I, 3.3.11), où l'on remplace le diagramme par

X -^> Xx«Y -^> X

/

Appliquant ce lemme en y remplaçant S, Y par Y, Y', on voit que l'on peut écrire f= C/')(y)
pour le changement de base s : Y->Y', donc /est affine puisque/' l'est. C.Q.F.D.

Une variante de ce critère est la suivante :
Corollaire (14.5.12). — Avec les notations et hypothèses générales de (14.5.11), soit <&

un G^-Module inversible. Supposons qu'il existe une partie fermée Z de ̂ propre sur Y (II, 5.4. 10)
et telle que le préschéma induit par X sur V ouvert X — Z soit normal. Alors ̂  pour que £? soit ample

relativement àf, il faut et il suffit que S"=&®0 @y soit ample relativement àf.

Gardons les notations de la démonstration de (14.5.11). Posons <£i=<£®G 0Yl>
il suffira de prouver que &± est ample relativement à fop9 en vertu de (III, 2 .6 .2) ;
mais fop=hofl9 et, compte tenu de (II, 4.6. 13, (v)), il suffira de prouver que
Je?! est ample relativement à f ± . La question étant locale sur Y15 on peut de
nouveau supposer que g' admet une section s\ si .5^=^'®^,^, on peut alors écrire,
en vertu du lemme (14.5.11.1), JSf^ = JS?J® 0 0Yi pour le changement de base s : Yt -> YJ ;
la conclusion résulte donc de deux applications de (II, 4.6.13, (iii)).

§ 15. ÉTUDE DES FIBRES D'UN MORPHISME
UNIVERSELLEMENT OUVERT

15.1. Multiplicités des fibres d'un morphisme universellement ouvert.

Proposition (15.1.1). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien, de point

générique 73, / : X-»Y un morphisme localement de type fini, y un point de Y, 3F un O^-Module

cohérent; on pose ^y = ̂ r®e^h(y) (faisceau de modules sur la fibre f~l(y}}. Soit z le

point générique d'une composante irréductible de Supp(^"y), et soient X{ ( i < z < w ) ceux des sous-

préschémas fermés réduits de X dont V espace sous-jacent est une composante irréductible de Supp(^)
contenant z9 et qui sont tels que la restriction X^->Y de f soit un morphisme universellement ouvert

au point z; soit Zi le point générique de X^ ( i < f < w ) . Si\(^y) (resp. \(&r^} désigne la longueur

géométrique de tFy en un point xef~l(y) (resp. celle de 3F ̂  en un point tef~l(ri)) (4. 7.5), on a

(15.1.1.1)

Si de plus on suppose l'anneau ®y régulier, on a

(15. i . i .2) 4
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Les fibres /~1(jV/) de/ (pour tout jy'eY) ne changeant pas lorsque l'on remplace/
par/red, on peut supposer que X et Y sont réduits (2.4.3, (yi))> donc Y intègre; on
posera K = fe(yj). On peut en outre remplacer / par la restriction Supp(^)-^Y de/
au sous-préschéma fermé réduit de X ayant Supp(^) comme espace sous-jacent, donc se
borner au cas où X = Supp(^"). Enfin, si y = TJ, il n'y a qu'une seule composante irréduc-
tible X^ de X contenant £ (0I5 2.1.8) et on a z~ £, ce qui rend (15. i . i . i) et (15. 1.1.2)
triviales (sans hypothèses sur/). On peut donc se borner au cas j>4= vj; il résulte alors
de l'hypothèse et de (1.10.3) clue ^es ^t appartiennent à /~1(v])5 les seconds membres
de (15 . i . i . i) et (15 . i . i . 2) étant donc définis. Soit Zi le sous-préschéma fermé réduit de

/~"1(y]) ayant pour espace sous-jacent X^ r»/~1(v)) ; on sait (4.6.6) qu'il existe une extension
finie radicielle K' de K telle que, pour tout i, le K'-préschéma (Zt-®KK')red soit géométri-
quement réduit sur K'. En outre, le morphisme projection /~1(v))®KK/->/~1(7)) est fini,
dominant et radiciel (I, 3.5.7), donc est un homéomorphisme (2.4.5). Si ^ est l'unique
point de /~I(>))®K^' au-dessus de ^, il résulte de (4.7.9) et (4.7.5) que l'on a

(15.1.1.3) Xz.(^) = X z (

Soit V un anneau de valuation discrète, de corps de fractions K', dominant ffy

(H, 7.1.7); posons Y'=Spec(V), X'=XxYY', ^'=^®YY', /'=/<Y') : X'->Y'; si
g : Y'->Y est le morphisme structural, f\ le point générique de Y' et y son point fermé,
on a g(y'}=y, g(^f) = n; le morphisme Spec(fe(y)) -> Spec(Jc(jy)) étant fidèlement plat,
il en est de même de la projection g' r/'"1^') ->/~1(j>) (2.2. 13), donc (2.3.4), il y a
un point générique z! d'une composante irréductible de //~1(j/) tel que g'(z') = z.
Par construction, on a fc(y)') = K', donc /'~1(v)'):=:/~1(73)®KK'; d'autre part, si l'on
pose XÏ = XfXYY', la restriction X^-VY' de/' est un morphisme universellement ouvert
au point ^', donc (i . 10.3) il existe un point ^t'

/e//~1(v)/) qui est une générisation de £',
et l'on peut évidemment supposer que £" est point générique d'une composante irréduc-
tible de Xz 'n/ /~1(Y) /); comme la projection de Xl'n/'~1(Y]/) dans /~1(v]) est Z^,
on a ^'=£j. En vertu de (4.7.9) et (4.7.5), on a

et il résulte donc de cette inégalité et de (15. 1.1.3) qu'il suffit, pour établir (15. i . i . i),
de démontrer l'inégalité

\ J * * * J / \-r \ \ y / *r / ,

Considérons maintenant la seconde inégalité (15.1.1.2); nous utiliserons le lemme
suivant :

Lemme (15.1.1.6). — Soient A un anneau local régulier qui n'est pas un corps, K son

corps des fractions, k son corps résiduel. Il existe un anneau de valuation discrète V dominant A,
ayant K pour corps des fractions et dont le corps résiduel est une extension transcendante pure de k.

Posons S = Spec(A), et considérons le S-schéma P obtenu en faisant éclater le
point fermé s de S (H, 8. i. 3) ; si m est l'idéal maximal de A, on a donc par définition

224



§ i5 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 225

P = Proj(B), où B est la A-algèbre graduée © mw. Si h : P->S est le morphisme struc-
w^O

tural, la fibre h~^(s) est isomorphe à Proj(B®AA;) (II, 2.8.10), et par définition B®AA;
est la A>algèbre graduée ® mn/mw + 1; mais comme A est régulier, cette algèbre est

n ̂  0

isomorphe à une algèbre de polynômes k\t±, . . ., te] (t{ indéterminées) (0, 17.1.1) et par
suite h~ï(s) est isomorphe à P^"1. Soit Ç le point générique de h~l(s); si t- (i^i^e)
sont les éléments de m dont les classes mod. m2 sont les ti9 B(r) est l'anneau d'un
voisinage ouvert affine de Ç dans P, et l'on a k(Q = k(t-L9 . . . , ^ e _ 1 ) ; d'autre part,
comme A est intégralement clos, on vérifie aisément qu'il en est de même de B (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § i, n° 8, cor. i de la prop. 21), donc B^/j est aussi intégralement
clos, et il en est par suite de même de l'anneau local ^ç. Enfin, comme A — 0S

est régulier, donc un anneau universellement caténaire (5.6.4), on a, en vertu
de (5.6.5), dim(0Pjç) — dim(0g) — (e — i), puisque h est un morphisme birationnel,
que dim(k~1(s)) = e — i et que l'anneau local de la fibre h~l(s) en son point générique Ç
est de dimension o. Mais dim(@8) = e, donc dim(0Pjç)= i, et 0P)ç — V est un anneau
de valuation discrète, étant noethérien, de dimension i et intégralement clos (II, 7.1.6);
il répond évidemment à la question.

Ce lemme étant établi, on peut reprendre le raisonnement fait pour l'inégalité
(15.1.1.1) avec Y'=Spec(V); cette fois k(y') est une extension séparable de h(y), et
par suite (4. 7. 9), on a long((«^r

y),) = long((J^,)0,); comme par ailleurs f'~lM=f~l(yù
et #r!n, = #r^ on est encore ramené à prouver l'inégalité (15.1.1.5). Or, si t est
une uniformisante de (S y,, f'~l(y) est le sous-préschéma fermé de X' défini par
l'Idéal t&x,, et on a &y, = &'\t&'\ d'autre part, on vérifie aussitôt (1,9.1.12) que
(#r'n')Z' = #rq'9 l'inégalité à démontrer (15.1.1.5) n'est autre alors qu'un cas parti-
culier de (3.4. i . i).

Corollaire (15.1.12). — Les hypothèses étant celles de (15.1.1), supposons de plus que

\(^y) — I (resP- que Oy soit régulier et long((^)2) = i). Alors il existe au plus une composante
irréductible X^ de Supp(J^) contenant z et telle que la restriction Xi->Y de f soit universellement

ouverte au point z. De plus, si Zi est le point générique de cette composante, on a Xz.(J
r
7J) = i (resp.

Cela résulte aussitôt de (15.1.1) en notant que l'on a nécessairement, par défi-
nition de X /5 (&^z.* o (I, 9. i . 13).

Corollaire (15.1.3). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien de point

générique 7), f : X->Y un morphisme localement de type fini, $> un 0X- Module cohérent de support X,
x un point de X, y=f(x). On suppose que : i° x rf appartient qvHà une seule composante irréduc-

tible Z de f ~ ~ l ( y ) ; 2° ^r
y'=^r®e^(y} est géométriquement réduit sur k(y), autrement dit, si z

est le point générique de Z, \(^y] — i (resp. Gy est régulier et long( (^y}z] = i ) . Alors, il existe au
plus une composante irréductible X' de X contenant x, telle que dimx(X/n/~1(j;)) — dimx(f~

l(y})

et que la restriction X'->Y de f soit universellement ouverte aux points génériques des composantes

irréductibles de X/n/~1(jv) contenant x. De plus, s'il existe une telle composante X' et si z' est

son point générique, on a X0,(Jr
y3)=-^i (resp. long((Jr

r])2,)== i).
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En effet, une composante irréductible X' de X contenant x et telle que
dima.(X

/ n/"1^)) = dimx(f~
l(y)) contient nécessairement Z, puisqu'une composante irré-

ductible de X/n/~1(jv) contenant x doit être de même dimension que la seule compo-
sante irréductible Z de f~l(y) contenant x. On peut alors appliquer (15.1.2) à £.

Remarques (15.1.4). — (i) Dans l'énoncé de (15.1.1), on ne peut remplacer
« universellement ouvert » par « équidimensionnel », comme le montre l'exemple
(14.4.10, (ii)) où l'on fait ^"— 0X; les fibres de/sont alors des schémas artiniens réduits,
donc (avec les notations introduites loc. cit.] on a \c,(#

r
y) = i, mais il y a deux compo-

santes irréductibles X15 X2 de X contenant x', et le second membre de (15. i . i. i) est
donc égal à 2, bien que la restriction de/à chacune des composantes X15 X2 soit un
morphisme équidimensionnel en tout point. Ce même exemple montre aussi que
dans (15.1.2) et (15. i .3), on ne peut remplacer l'hypothèse « universellement ouvert »
par « équidimensionnel ».

(ii) II est vraisemblable que pour la validité de l'inégalité (15.1.1.2), on ne
peut supprimer l'hypothèse que Oy est régulier.

15.2. Platitude des morphismes universellement ouverts à fibres géométri-
quement réduites.

(15.2.1) On a vu (2.4.6) qu'un morphisme plat et localement de présentation
finie est universellement ouvert. On a une réciproque partielle de ce résultat moyennant
des hypothèses supplémentaires :

Théorème (15.2.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X->Y un morphisme
localement de type fini, ̂  un 0X- Module cohérent, x un point de X, y=f(x). On suppose vérifiées
les conditions suivantes :

(i) Supp(^) = X.
(ii) f est universellement ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de f~l(y)

contenant x.
(iii) <&ry=^r®&Yk(y) est géométriquement réduit au point x (4.6.22).

(iv) L'anneau Oy est réduit.
Alors 3F est f-plat au point x.
Comme Gy est réduit et noethérien, nous allons appliquer le critère valuatif de

platitude (i 1.8.1). Considérons donc un homomorphisme local 0y->A'5 où A' est
un anneau de valuation discrète; posons Y'=Spec(A')5 X'=XxYY',/'=/JY ') : X'-^Y',
et soit x' un point de X' dont les projections dans X et Y' sont respectivement x et le
point fermé/ de Y'; si l'on pose ^' = J^yY', on a Supp(J^') = X' par (I, 9. i. 13);
tout point générique z! d'une composante irréductible de f'~l(y'} contenant x' a pour
projection dans f ~ l ( y ) un point générique £ d'une composante irréductible de f~l(y)
contenant x, en vertu de (4.2.6); donc^' est universellement ouvert au point £'. Enfin,
il résulte de (4.7.11) que 3Fy, est géométriquement réduit au point x'. On voit donc
qu'on est ramené à démontrer le
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Lemme (15.2.2.1). — Soient Y=Spec(A) le spectre d'un anneau de valuation discrète,

y son point fermé, f : X->Y un morphisme localement de type fini, x un point de f~l(y), 3F un
O^-Module cohérent. On suppose vérifiées les conditions suivantes :

(i) Supp(JF) = X.
(ii) f est ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de f ~ 1 ( j y ) contenant x.

(iii) ^y=^®0 h(y) est réduit au point x (3.2.2).
Alors ^ est f-plat au point x.

Désignons en effet par t une uniformisante de A, posons B = Ox et 3Fx — M ; la
condition (i) implique que Supp(M) = Spec(B) (I, 9. i . 13). La condition (ii) implique,
en vertu de (14.3.2), que toute composante irréductible de X contenant x domine Y;
en d'autres termes, l'image réciproque dans A de tout idéal premier minimal pi de B
est o, ce qui signifie encore que l'on a tfp4 pour tout i. Enfin, (iii) signifie que M/^M
est un (B/£B)-module réduit (3.2.2). Il s'agit de montrer que sous ces conditions M est
un A-module sans torsion (0I5 6.3.4), et pour cela il suffit évidemment de montrer que t
est un élément M.-régulier; mais cela résulte de (3.4.6.1).

Corollaire (15.2.3). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). On suppose vérifiées les conditions

suivantes :

(i) f est universellement ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de f~*(y]

contenant x.

(ii) f~l(y) est géométriquement réduit (sur h(y)) au point x (4.6.9).
(iii) L'anneau &y est réduit.
Sous ces conditions f est plat au point x.

Il suffit d'appliquer (15.2.2) à ^=&x (4.6.22).

Remarques (15.2.4). — (i) Les trois premières des conditions de (15.2.2) ne changent pas lorsqu'on remplace/"
par/re(}; mais si 9l est le nilradical d'un anneau local noethérien A, A/91 est plat sur A/91 mais non sur A lui-même
lorsque 9l 4=0 (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5). On voit donc qu'on ne peut
dans (15.2.2) supprimer la condition (iv).

(ii) II résulte de (2.4.6) que si la conclusion de (15.2.2) est vraie, ainsi que l'hypothèse (i),/est universellement
ouvert dans un voisinage de x, et en particulier aux points génériques des composantes irréductibles de f~~l(}>)
contenant x. Même lorsque (i), (iii) et (iv) sont vérifiées, on ne peut remplacer (ii) par l'hypothèse plus faible que/
est universellement ouvert au point x seulement. C'est ce que montre l'exemple (14.1.3, (i)), où/est évidemment
universellement ouvert en tout point de X2, donc en particulier au point x, intersection de Xx et X2; les conditions (ii)
et (iii) de (15.2.3) sont aussi vérifiées par cet exemple. Toutefois, ®x n'est pas un (^-module sans torsion, ®y s'iden-
tifiant à un sous-anneau de ®x qui contient des diviseurs de o dans ®x\ donc/n'est pas plat au point x.

(iii) Dans (15.2.3), la conclusion n'est plus nécessairement valable lorsqu'on remplace l'hypothèse (ii)
par l'hypothèse plus faible que f~1(y)9 considéré comme k(y)-préschéma, n'a pas de cycles premiers associés immergés.
Un exemple est fourni en prenant pour Y une courbe ayant un point de rebroussement y, par exemple
Y = Spec(K[S, T]/(S3 —T2)), K étant un corps algébriquement clos, et pour X sa normalisée (II, 6.3.8). Si s et t
sont les classes de S et T dans A = K[S, T]/(S3 —T2), on vérifie aussitôt que X = Spec(B), où B = K|>, t, M],
u étant l'élément tjs du corps des fractions de A, et comme s — M2, t — UB, on a aussi B = K[M], isomorphe à l'anneau
de polynômes à une indéterminée sur K. Le seul point # de X au-dessus du point y correspondant à l'idéal
maximal (s) -}- (t) correspond à l'idéal maximal (u) ; mais comme la classe udeu dans &

xl^n^x est telle que u* = o,
/~1(jv) n'est pas un h(y) -préschéma réduit. Ici/est un morphisme fini, surjectif et radiciel, donc un homéomor-
phisme universel (2.4.5), mais n'est Pas plat au point x, car si QX était un ^-module plat, il serait un ^-module
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libre de rang i engendré par l'élément i de &x (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 5), ce qui est
absurde.

(iv) Montrons enfin que dans (15.2.2) ou (15.2.3), on ne peut remplacer « géométriquement réduit »
par « réduit ». Nous allons en effet définir deux anneaux A, A' ayant les propriétés suivantes :

1) A est un anneau local noethérien d'idéal maximal m, intègre, complet, de dimension i et géométriquement
unibranche.

2) A' est la clôture intégrale de A, une A-algèbre finie dont l'idéal maximal est mA', et le corps résiduel k'
une extension radicielle finie non triviale du corps résiduel k = A/m de A.

On peut alors prendre Y = Spec(A), X = Spec(A'), y = e>x, y et x étant les points fermés de Y et X respec-
tivement; les hypothèses (i) et (iv) de (15.2.2) sont trivialement vérifiées; comme A est de dimension i, / : X->Y est
radiciel, fini et surjectif, donc un homéomorphisme universel (2.4.5), ce qui prouve l'hypothèse (i) de ( 15.2.3). Enfin,
il est clair que f~*(y) est réduit. Cependant/n'est pas plat au point x, car si A' était un A-module plat, ce serait un
A-module libre de rang i (puisqu'il a même corps des fractions que A) engendré par l'élément i de A (Bourbaki,
Alg. comm.9 chap. II, § 3, n° 2, prop. 5), ce qui est absurde.

Pour construire les anneaux A et A', partons d'un corps imparfait k de caractéristique p > o ; soient K0 = £((T))
le corps des séries formelles sur k, A0 l'anneau de valuation pour K0 correspondant à la valuation discrète égale à
Vordre des séries formelles; le corps résiduel de A0 est donc k. Soit a un élément de k qui n'est pas puissance /Même,
et prenons k'= k(a.l/P) ; K = &'((T)) est alors une extension radicielle finie de K0, et A/=A0®/CA:/ l'anneau de valua-
tion discrète pour K correspondant à l'ordre des séries formelles sur K. Si m' est l'idéal maximal de A', on répondra
aux conditions i) et 2) en prenant A = A0 + m' : en effet, comme A0 est noethérien et A' un A0-module de type
fini, A est une A0-algèbre finie, donc un anneau noethérien; comme A' est fini sur A, m' est le seul idéal maximal
de A, qui est donc un anneau local complet, évidemment de dimension i (étant fini sur A0) et géométriquement
unibranche puisque A' est intégralement clos et a même corps de fractions K que A.

(v) La démonstration de (15.2.2) montre toutefois que l'on peut affaiblir la condition (iii) en y remplaçant
« géométriquement réduit » par « réduit » lorsqu'on peut appliquer le critère valuatif de platitude ( 11.8. i ) en
utilisant seulement des anneaux de valuation discrète A' dont le corps résiduel k' est séparable sur h(y) ; en effet,
si *' et z? ont les mêmes significations que dans (15.2.2), les multiplicités radicielles ^(&(*') | k') et \L^(h(z) \ fc(jO)
sont les mêmes, en vertu de (4.7.3), donc il résulte de (4.7.9) que long((^)0) et long((^/)2/ ) sont égales, et l'on est
encore ramené au cas où Y est le spectre d'un anneau de valuation discrète et^> son point fermé. Par exemple, on
pourra obtenir ce résultat plus fort lorsque & est unibranche et dominé par un anneau de valuation discrète dont le
corps résiduel est extension séparable de k(y), en vertu de (11.6.4). C'est le cas lorsque O est un anneau régulier,
d'après (15.1.1.6). Mais, comme nous l'a signalé Hironaka, il y a des anneaux locaux intégralement clos noethériens,
de dimension 2 (provenant de schémas algébriques sur des corps imparfaits) qui ne satisfont pas à la condition
précédente.

15.3, Applications : critères de réduction et d'irréductibilité.

Proposition (15.3.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, y*:X-*Y un
morphisme localement de type fini, 3F un 0X- Module cohérent, x un point de X, y=f(x). Supposons

vérifiées les conditions (i), (ii) et (iii) de (15.2.2). Alors :
(i) // existe un voisinage U de x dans X tel que f \ U soit universellement ouvert et que,

pour tout x'elJ, 3F^ soit géométriquement réduit sur k(f(x'}) au point x'.
(ii) Si de plus Y est réduit au point y, il existe un voisinage UjCU de x tel que ^\\Jj_

soit f-plat et réduit.

Compte tenu de (I, 5.1.8), (4.2.7) et (4.7.11), les hypothèses ne changent pas,
ni la conclusion (i) de l'énoncé, si l'on remplace Y par Yred et X par XxYYred, et l'on
peut donc supposer Y réduit. Il résulte alors de (15.2.2) que ïF est f-plat au point x,

donc aussi (i i . i. i) dans un voisinage de x, et a fortiori f est universellement ouvert dans
ce voisinage (2.4.6). Le fait que ^^ soit alors géométriquement réduit au point x'
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pour tous les points d'un voisinage de x résulte de (12. i . i, (vii)). L'assertion (ii) résulte
donc de ce qui précède et de (3.3.4).

Proposition (15.3.2). — Les notations étant celles de (15.3.1), supposons que les condi-
tions (i), (ii), (iii) de (15.2.2) soient vérifiées•, et de plus que f~1(y) soit équidimensionnel au
point x. Alors f est équidimensionnel au point x.

On a, pour tout _/eY, Supp(Jr
y,)=/~1(j;'). Par hypothèse ^y est réduit (donc

vérifie (Sj)) et est équidimensionnel au point x. En vertu de (12.1.1, (ii)), on peut donc
supposer que ̂ ^ est équidimensionnel et de dimension constante 0=dimx(/~~1(j;))
au point x' pour tous les #'eU, ce qui signifie que f~l(f(x'}} est équidimensionnel
et de dimension e au point x'. Comme par ailleurs J^U est/-plat, il résulte de (2.3.4)
et de (13.3.1, a)) que/est équidimensionnel au point x.

Corollaire (15.3.3). — Les notations étant celles de (15.3.1), supposons vérifiées les
conditions suivantes :

(i) Supp(JF) = X.
(ii) f est universellement ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de f~^(y]

contenant x.
(iii) ^y est géométriquement ponctuellement intègre sur k(y) au point x (4.6.22).
(iv) Y est géométriquement unibranche au point y.
Alors x n'appartient qu'à une seule composante irréductible de X.
•Si de plus Y est intègre au point y et ^=0^, alors X est intègre au point xetf est plat

au point x.
Notons d'abord que (i) et (iii) entraînent que x n'appartient qu'à une seule compo-

sante irréductible Z de f ~ l ( f ) . Il résulte donc de (14.4.7) et de (15.3.2) que pour
toute composante irréductible X^ de X contenant x (donc Z), la restriction/ de/ à X»
est un morphisme équidimensionnel au point x, et universellement ouvert au point
générique de Z. La première assertion de l'énoncé résulte alors de (15. i .3) et la seconde
de (15.3.1).

Remarques (15.3.4). — (i) L'exemple (14.4.10, (ii)) montre que, dans (15.3.3),
on ne peut supprimer l'hypothèse que Y est géométriquement unibranche au point y.

(ii) La remarque (15.2.4, (vi)) montre que la conclusion de (15.3.3) est encore
vraie sous les hypothèses suivantes : &y est régulier, Supp(Jr) — X et ^y est intègre au
point x. Nous ignorons si dans cet énoncé, on peut remplacer l'hypothèse que &y est régulier
par celle qu'il est géométriquement unibranche, ou même intègre et intégralement clos.

15.4. Compléments sur les morphismes de Cohen-Macaulay.

Proposition (15.4.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme localement de type fini, ^ un 0^-Module cohérent tel que Supp(^)=X, x un point

de^,y=f(x}. On pose, pour tout ^eX, X^/-1 (/(*)), ^/w=^®0^/fc))- Supposons

que ̂  soit f-plat au point x et que ̂ y soit un 0X -Module de Cohen-Macaulay au point x. Alors f est

équidimensionnel au point x.
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En effet ((n . i . i) et (12.1.1, (vi))), il existe un voisinage U de x tel que
soit /-plat et que pour tout #'eU, ^f(X'} s°it un ®xf( ^-Module de Cohen-Macaulay
au point #'; cette dernière propriété entraîne que ^f(X>) est équidimensionnel au point x'
et que x' n'appartient à aucun cycle premier immergé associé à 3F ̂  (0> I6.5-4).
En outre, en vertu de (12.1.1, (ii)), on peut supposer que les dimensions des composantes
irréductibles de Supp(^'/(x,)| (UnX^)) aient une (même) valeur indépendante de x'.
Comme Supp(^(a.,)) =X^/j par hypothèse, il résulte de (2.3.4) et de (13.3.1, a)}
que f est équidimensionnel au point x.

Proposition (15.4.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X-»Y un
morphisme localement de type fini, 3F un 0^- Module cohérent tel que Supp(^)=X, x un point
de X, y=f(x). On suppose que &y est régulier et que 3F est un @x- Module de Cohen-Macaulay
au point x. Alors (avec les notations de (15.4.1)) les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ^ est f-plat au point x et ïFy est un &x -Module de Cohen-Macaulay au point x.
b) 3F est f-plat au point x.
c) f est universellement ouvert dans un voisinage de x.
d) f est ouvert aux points génériques des composantes irréductibles de X^ contenant x.
e)
e')
Comme Supp(^*)=X, les conditions e) et e') sont équivalentes par définition

(5.1.12). La condition a) implique trivialement b) ; b) entraîne que 3F est /-plat aux
points d'un voisinage de x ( n . i . i ) , donc b) entraîne c) (2.4.6); c) entraîne triviale-
ment d), et d) entraîne e') par (14.2.1). Enfin, puisque ffy est régulier et que 3F x est
un 0X)3rmodule de Cohen-Macaulay, il résulte de (6.1.4) que e) entraîne a).

Proposition (15.4.3). — Soient /: X->Y un morphisme localement de présentation finie,
tF un (D^-Module de présentation finie., tel que Supp(Jr) = X, x un point de X, y=f(x). Alors
(avec les notations de (15.4.1)) les conditions suivantes sont équivalentes :

a) JF est f-plat au point x et 3F y est un <?x -Module de Cohen-Macaulay au point x.
b) // existe un voisinage ouvert U de x dans X, et un Y -morphisme quasi-fini

g : U->Y/=Y[T1, . . ., Tw] (T^ indéterminées), tels que 3F\\3 soit g-plat au point x.
Montrons d'abord que b) entraîne a). Posons h : Y'^Y; le h(y] -préschéma

Yy=h~1(y) est régulier (0, 17.3.7); soient A l'anneau local de ce préschéma au point
y=g(x), k son corps résiduel, et soit B l'anneau local de X^ au point x\ posons d'autre
part (^"y)a.=M5 qui est un B-module de type fini. L'hypothèse que le morphisme g
est quasi-fini entraîne qu'il en est de même de gy : X^->Y^ (II, 6.2.4), donc M®AA:
est un (B®A k) -module de longueur finie (II, 6 .2 .2 ) ; comme par hypothèse M est un
A-module plat et A un anneau de Cohen-Macaulay, M est un B-module de Cohen-
Macaulay (6.3.3). Le fait que ̂  est /-plat au point x résulte de ce qu'il est g-plat et
de ce que le morphisme h est plat (2.1.6).

Montrons maintenant que a) entraîne b). La question étant locale sur X et Y,
on peut supposer X et Y affines; utilisant (8.9.1) et (11.2.7), on se ramène au cas
où X et Y sont noethériens, compte tenu de (6.7.1). L'hypothèse entraîne que / est
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équidimensionnel au point x (15.4.1), d'où l'existence d'un morphisme quasi-fini
g : U->Y' tel que toute composante irréductible de U domine Y' (13.3.1, b)} et que
£y • Uy->Yy soit fini et surjectif (13.3.1.1). D'autre part, pour prouver que JF|U
est g-plat au point x, il suffit, puisque h : Y'-^Y est plat, de montrer (en vertu du critère
de platitude par fibres (n .3. 10)) que ̂ y est gy-plat au point x. Mais par hypothèse J^y

est un 0X -Module de Cohen-Macaulay au point x et Y^ un préschéma régulier^ d'autre
part, comme gy est fini et surjectif, il vérifie la condition e') de (15.4.2) en vertu de
(5.6.10); il suffit donc pour conclure d'appliquer (15.4.2) à gy et à J^.

15.5. Rang séparable des fibres d9un morphisme quasi-fini et universelle-
ment ouvert. Application aux composantes connexes géométriques des
fibres d'un morphisme propre.

Proposition (15.5.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, jf :X->Y un
morphisme séparé et quasi-fini. Pour tout £eY, soit n(z) le nombre géométrique des points de f~~l(z)
(ou rang séparable de f~l(z) sur k(z)'9 cf. I, 6.4.8). On a les propriétés suivantes :

(i) La fonction z~*n(z) est semi-continue inférieur ement en tout point jyeY tel que f soit

universellement ouvert aux points de f~l(y).
(ii) Soit y un point de Y tel que f soit universellement ouvert aux points de f~^(y) ; si la

fonction z~>n(z) est constante dans un voisinage de y, alors f est propre au point y (15.7.1).
(iii) On suppose que f soit universellement ouvert et que tout point de Y soit géométriquement

unibranche ; alors, si la fonction z~>n(z) est localement constante dans Y, les composantes irréduc-
tibles de X sont deux à deux disjointes.

(i) Notons que puisque f est quasi-fini, le nombre n(z) est le nombre géométrique
des composantes connexes de f~l(z)°, on sait que la fonction z~*n(z) est localement
constructible (9.7.9); compte tenu de (Om, 9.3.4), on est ramené à prouver le

Corollaire (15.5.2). — Sous les hypothèses générales de (15.5. i), soit y un point de Y tel
que f soit universellement ouvert aux points de f~l(y}- Alors, si y' est une générisation de y, on a

(15.5.2.1)

Pour tout changement de base g : Z->Y, f(Z) : X(Z)->Z est séparé, quasi-fini et
universellement ouvert aux points de X(Z) se projetant dans /~"1(j) ; en outre, si z, z! sont
deux points de Z tels que g(z)=y, g(£')=y et que z! soit générisation de z, on a
n(z) = n(y) et n(z') — n(y'} (1,6.4.12); il suffit donc de démontrer (15.5.2.1) pour
un g convenable. On peut évidemment supposer y^y'. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (15.5.2.2). — Sous les hypothèses générales de (15.5.1), si y est un point de Y,
y' une générisation dey distincte dey, il existe un spectre d'anneau de valuation discrète Z, de point fermé z
et de point générique z', et un morphisme g : Z^Y tels que : i° g(z)=y, g(zf)=yf ; 2° si F on

pose f'=f(z), n(y) est le nombre de points de f'~l(z) et n(y'} est le nombre de points de f'~l(z')-
En effet, il existe un anneau de valuation discrète Ax et un morphisme g± de

Z1=Spec(A1) dans Y tels que si Zi et z[ sont le point fermé et le point générique de Z1?
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on ait 'gi(Zi) =J et gi(z[) =y' (II, 7. i. 9) ; on peut donc déjà supposer que Y est spectre
d'un anneau de valuation discrète A, y son point fermé et y' son point générique. Pour
tout xef~l(y).l k(x) est une extension finie de k(y) par hypothèse (H, 6.2.2) ; on déduit
de (4.5.11) qu'il existe une extension algébrique finie k de k(y) telle que le nombre de
points de f~l(y)®^(y}k soit égal à n(y). Comme il y a un anneau de valuation discrète A2

dominant A et dont le corps résiduel est fini sur k(y) et contient k (II, 7 .1 .2) , on peut
en second lieu supposer que n(y) est le nombre de points de /~1(j). Enfin, le même
raisonnement montre qu'il y a une extension finie K de k(y') telle que le nombre de
points de /~1(j/)(8)k(y,)K soit égal à n(y')\ si w est une valuation de k(y') associée à A,
il y a une valuation discrète de K prolongeant w, et l'anneau A3 de cette valuation
domine A, a K pour corps des fractions, et répond aux conditions du lemme.

On peut donc désormais supposer que Y est le spectre d'un anneau de valuation
discrète, y son point fermé, y' son point générique, et que n(y] et n(y') sont les nombres
de points de/~1(j) et/~~ *(_/), de sorte que pour tout x^f~^(y} (resp. tout x'ef~l(y')}
on a k(x) = k(y) (resp. k(x') — k(y'}).

Désignons alors par X^ les sous-préschémas réduits de X ayant pour espaces sous-
jacents les composantes irréductibles de X (i ̂ i^m). En vertu de ( i . 10.4), la restriction
X^->Y de/à tout X^ est un morphisme dominant, et comme /~1(j') est discret, chacune
des intersections Xin/~1(jv') est réduite au point générique de Xo d'où (en désignant
par n^z) le nombre géométrique de points de X^n/""1^) pour tout £eY), ni(y')=i

m

pour tout i, et n(y')= S ni(y') = m. Par ailleurs, f~l(y) est réunion des X^n/"1^),
d'où

et pour prouver (15.5.2.1), il suffit d'établir que w<(j)^ i pour tout i. Autrement dit,
on peut supposer X intègre, et le morphisme f birationnel. Mais alors, pour tout xef~^(y],
on a fi^C^CK, où K = Ic(j') est le corps des fractions de &y. Comme Gy est un anneau
de valuation et que Gx domine 0y, on a nécessairement &y = &x (II, 7.1.1). Il existe
alors une Y-section h : Y-^X telle que h(y} = x (I, 2.4.4) ; comme Y est réduit et que X
est séparé sur Y, une telle section est unique (I, 7 .2 .2) , donc l'ensemble f~^(y) ne contient
qu'un seul point, ce qui achève de prouver (i).

(ii) Comme au début de (i), on est ramené à montrer que si les deux membres
de (15.5.2.1) sont égaux pour toute générisation y' de y, /est propre au point y. Grâce
au critère de propreté locale (15.7.5) et aux remarques du début on peut encore supposer
que Y—Spec(A) est le spectre d'un anneau de valuation discrète A, y son point fermé
et y1 son point générique, et il s'agit alors de montrer que/est propre.

Utilisons (15.5.2.2) et notons que si A' est un anneau de valuation discrète domi-
nant A, A' est un A-module sans torsion, donc le morphisme Spec(A/) -> Spec(A) est
fidèlement plat et quasi-compact, et il revient donc au même de dire que / est propre
ou que le morphisme déduit de / par le changement de base Spec(A')-^Spec(A) est
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propre (2.7.1, (vii)) ; on peut donc supposer que n(y) et n(y') sont les nombres de points
des fibres f~l(y) et f'~l(y') respectivement. Avec les notations de (i), on a alors par

( ï S - S - a - S ) et (15.5.2.1)

(15.5.2.4) n(y}ni(y)ni(y') =

et pour que les membres extrêmes soient égaux, il faut que n^y) = n{(y'} = i pour tout i.
Comme on l'a vu dans (i), si ni(y)=i pour tout i, X^-n/"1^) n'est pas vide et la
restriction X^->Y de /est un isomorphisme ; comme les X^ sont des sous-préschémas
fermés de X, cela entraîne que /est propre (H, 5.4.5).

(iii) On peut se borner au cas où Y est affine et réduit, et comme Y est par hypothèse
localement intègre (1,5.1.4), on peut supposer Y intègre, et la fonction y~*n(y)
constante dans Y. Soient encore Xt- (i^i^m) les composantes irréductibles de X. Il
résulte de (1.10.4) °lue sî y' est 1e point générique de Y, chacun des X^n/"1^') est
réduit à un seul point; la restriction /• : Xt-->Y de / étant un morphisme quasi-fini
et dominant et tout point de Y étant géométriquement unibranche, il résulte du critère
de Chevalley (14.4.4) <luefi est universellement ouvert. Si alors y est un point quelconque
de Y, on a ni(y)^ni(y

l) ; d'autre part, comme les X^n/"1^) sont deux à deux disjoints,

^n{(y') = n(y'} ; on a donc encore les relations (15.5.2.4). Mais par hypothèse les
i

membres extrêmes sont égaux, donc n(y} = ̂ ni(y)^ ce qui implique que les X^n/""1^)
t

sont deux à deux disjoints, et achève la démonstration.

Combinant cette proposition avec le théorème de connexion de Zariski et ses
conséquences (111,4.3), on obtient les résultats suivants qui complètent (111,4.3.7
et 4.3.10) :

Proposition (15.5.3). — Soient Y un préschéma irréductible localement noethérien, f : X->Y
un morphisme propre; pour tout jyeY, soit n(y) le nombre géométrique de composantes connexes
(4.5.2) de f~l(y}. On suppose que la restriction de f à toute composante irréductible de X soit
un morphisme dominant dans Y. Alors, sijQ est un point géométriquement unibranche de Y, la fonction
y~>n(y] est semi-continue inférieurement au point j>0.

Considérons la factorisation de Stein f=gof de/ (III, 4.3.3), où g : Y'->Y est
un morphisme fini et /' : X->Y un morphisme surjectif dont les fibres sont géométri-
quement connexes (III, 4.3.4). Puisque/' est surjectif, l'image réciproque par/' de toute
composante irréductible de Y' contient une composante irréductible de X au moins;
donc chacune des composantes irréductibles de Y' domine Y. On peut donc appliquer
le critère de Chevalley (14.4.4) aux restrictions de g à chacune de ces composantes
irréductibles, et on en conclut que g est universellement ouvert en tout point de g~i(y0). La
conclusion résulte donc de (15.5.2) et du fait que le nombre géométrique des compo-
santes connexes de f~l(y) est égal au nombre géométrique des points de g"1 (y)
(in, 4. 3. 4).

Corollaire (15.5.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme propre ; soit y un point de Y tel que f soit universellement ouvert aux points de f~l(y) ;
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alors, avec les notations de (15.5.3), la fonction z~>n(z) est semi-continue inférieurement au
point y.

Avec les notations de (15.5.3), notons que dans la factorisation de Stein f=gof'9
f est surjectif; comme/est universellement ouvert aux points de /~1(j>)3 g est univer-
sellement ouvert aux points de g~l(y) (14.3.4, (i)); il suffit alors d'appliquer à g la
proposition (15.5.1, (i)) en tenant compte de (111,4.3.4).

Remarques (15.5.5). — (i) Même si Y est intègre et normal, X intègre,/fini et surjectif (donc universellement
ouvert en vertu du critère de Ghevalley (14.4.4)), ^a fonction y^>n(y) n'est pas nécessairement localement
constante. On en a un exemple en prenant Y = Spec(A;[T]) où k est algébriquement clos, et X = Spec(A), où
A = £[S, T]/(S2 + T2— i) ; aux points y, y" de Y correspondant aux idéaux maximaux (T— i) et (T + i), on a
n(y') = n(y ') = i, mais n(y) = 2 en tous les autres points de Y. On va donner ci-dessous une condition supplémentaire
assurant que y~>n(y) est localement constante (15.5.7).

(ii) L'exemple (14.4.10, (ii)) montre que dans (15.5.1, (iii)), on ne peut supprimer l'hypothèse que les
points de Y sont géométriquement unibranches.

(iii) L'exemple (11.7.5) montre que la conclusion de (15.5. i, (i)) n'est plus valable si on suppose seulement
que le morphisme f est ouvert (même si, comme c'est le cas dans l'exemple cité,/est fini et surjectif).

(iv) Enfin, dans (15.5.1), on ne peut se dispenser de l'hypothèse que le morphisme / est séparé, comme le
montre l'exemple où X est la droite affine dont on a « dédoublé un point » (I, 5.5.11), et Y la droite affine : ici/
est un isomorphisme local (donc est plat) et est quasi-fini, mais z~>n(z) n'est pas semi-continue inférieurement.

Lemme (15.5.6). — Soit Y le spectre d'un anneau de valuation discrète, a son point fermé',

b son point générique. Soit f : X->Y un morphisme localement de type fini et ouvert. Supposons

que X soit connexe et que la fibre f~1(a) soit un préschéma réduit. Alors f~l(b) est connexe.

Nous utiliserons le lemme purement topologique suivant (cas particulier d'un
résultat plus général du chap. III, 3e Partie) :

Lemme (15.5.6.1). — Soit X un espace localement noethérien, dont toute partie fermée

irréductible admet un point générique. Soit Z une partie fermée rare de X ayant la propriété suivante :
pour tout xeZ, si l'on désigne par T^ l'ensemble des générisations de x dans X, alors Tx—{x}

est connexe. Dans ces conditions, si X est connexe, X—Z est connexe.

Donnons-en une démonstration indépendante. Raisonnant par l'absurde, suppo-
sons que l'ouvert U=X—Z, partout dense dans X, soit réunion de deux ouverts non
vides sans point commun U', U", et désignons par X' et X" les adhérences dans X
de U' et U". Comme X^U^X'uX" et que X est connexe, on a X'nX"=4=0, et
il est clair que X'nX"CZ. Soit x un point générique d'une composante irréductible
de X'nX". Comme X est localement noethérien, il y a un voisinage ouvert V de #
dans X tel que VnU' et VnU" n'aient qu'un nombre fini de composantes irréduc-
tibles; comme x est adhérent à U' et à U", il est nécessairement dans l'adhérence d'une
composante irréductible Z' de VnU' et dans l'adhérence d'une composante irréduc-
tible Z" de VnU". Mais Z7 (resp. Z77) est fermé et irréductible dans X, donc admet
un point générique z' (resp. £"), et on a nécessairement s'elJ' et £"eU". Ceci prouve
que les intersections de T^—{x} avec U' et U" sont non vides. Mais par définition
(X'nX")n(Tx—(*})=0; donc les intersections de X' et de X" avec Tx—{x} sont
deux fermés non vides disjoints dans Tx—{x}, dont la réunion est Tx—{#}; or cela
contredit l'hypothèse que T^—{x} est connexe. C.Q.F.D.
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Pour prouver (15.5.6), nous appliquerons le lemme (15.5.6. i) à X et à sa partie
fermée Z=f~l(a) qui est rare puisque/ est ouvert. Notons que l'hypothèse, compte
tenu de (15.2.2.1), implique que/est plat aux points de f~1(a). Pour un tel point #,
Ox est donc un 0a-module sans torsion (Ol3 6.3.4), et en particulier, si t est une uniformi-
sante de 0a9 t est ^-régulier. En outre @Jtffx est réduit par hypothèse; s'il est de profon-
deur o, c'est donc un corps (0, 16.4.7), et comme tOx est alors l'idéal maximal de 0X9

Ox est un anneau de valuation discrète (0, 17.1.4), donc Spec(0J—{x} est réduit à
un point, et a fortiori est connexe. Si au contraire prof(ffx/t&x)^i) on a prof(0J^2
puisque t est ^-régulier (0, 16.4.6) ; il résulte alors du théorème de Hartshorne (5.10.7)
que Spec(0J—{x} est connexe, ce qui termine la démonstration.

Proposition (15.5.7). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme propre. Pour tout £eY, soit n(z) le nombre géométrique de composantes connexes de f ~ ~ l ( z ) .
Soit y un point de Y tel que f soit universellement ouvert aux points de f ~ ~ l ( y ) et que f~l(y] soit
géométriquement réduit sur k(y) (4.6.2). Alors la fonction z~>n(z) est constante dans un voisinage

de y.

On sait déjà (15.5.4) que sous les conditions de l'énoncé, z~>n(z} est semi-
continue inférieurement au point j; tout revient à voir qu'elle est aussi semi-continue
supérieurement, et par le même raisonnement qu'au début de la démonstration
de (15.5.1, (i)), il suffit de montrer que si y est une générisation dejy, on a

(15.5.7.1) n(y'}^n(y}.

Utilisant le raisonnement du début de la démonstration de (15.5.2) et le lemme
(15.5.2.2) appliqué au morphisme fini g de la factorisation de Stein f=gof de/(en se
souvenant que le nombre géométrique de points de g~l(y) est égal à celui des compo-
santes connexes de f~~^(y) (111,4.3.4)), on se ramène au cas où n(y) et n(y'} sont
respectivement le nombre de composantes connexes de f~l(y] et f~l(y')> et ou Y est
le spectre d'un anneau de valuation discrète, y le point fermé et y' le point générique de Y.
On peut en outre remplacer X par une quelconque de ses composantes connexes, ces
dernières étant ouvertes et fermées dans X, et propres sur Y. Supposons donc X connexe ;
l'hypothèse que/est ouvert aux points de f~l(y] entraîne que si /~1(j)4=0? on a aussi

/~1(j')=t=0 ( i . 10.3) ; l'hypothèse que/est fermé entraîne que si f~l(jt')3=0, on a aussi
f~l(y}^o (H, 7.2.1). Donc, si X=t=0 (ce qu'on peut évidemment supposer, la propo-
sition étant triviale dans le cas contraire), f~*(y) et f~l(y'} sont tous deux non vides.
En outre, l'hypothèse entraîne que le préschéma f~l(y) est réduit (4.6.1); comme/
est ouvert aux points de /~"1(j), le lemme (15.5.6) implique que /~1(jv') est connexe,
autrement dit n(y') = i. Comme f~~l(y] n'est pas vide, cela prouve (15.5.7.1) .

Remarque (15.5.8). — La relation (15.5.7.1) n'est plus nécessairement valable
si/n'est pas supposé propre, même s'il vérifie les autres hypothèses de (15.5.7). Avec

les notations de (15.5.5, W)î ^ suffit pour le voir de considérer la restriction de/
à X—{#'}, où x' est un des deux points de X au-dessus d'un point y distinct dejv' etjy" ;
on a alors n(y) = i, tandis que si 73 est le point générique de Y, n(y]) = 2.
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Proposition (15.5.9). — 8°** f : X->Y un morphisme plat et localement de présentation
finie ; pour tout jeY, soit n(y) le nombre géométrique de composantes connexes de f~l(y).

(i) Si f est séparé et quasi-fini, la fonction y~*n(y) (égale alors au nombre géométrique
des points de f~^(y)) est semi-continue inférieurement dans Y; si elle est constante dans un voisi-
nage de j>0, / est propre au point y Q.

(ii) Si f est propre, la fonction y~>n(y) est semi-continue inférieurement dans Y; si de

plus /"1(jV0) est géométriquement réduit sur k(y^), W00 est constante dans un voisinage dey$.
Dans tous les cas, les questions sont locales sur Y, donc on peut supposer Y affine

et /de présentation finie; utilisant (8.9.1), (8.10.5) et (11.2.7), on se ramène au cas
où Y est noethérien (en utilisant en outre (8.2.11) pour la seconde assertion de (i)).
Comme de plus /est alors universellement ouvert (2.4.6), il suffit d'appliquer (15.5. i),
(15.5.4) et (15.5.7) pour conclure.

Remarque (15.5.10). — On notera qu'on a ainsi obtenu une autre démonstration
de (12.2.4, (vi)). Inversement, on peut déduire (15.5.7) de (12.2.4, (yi)) : en effet,
on peut se borner au cas où Y est réduit (en remplaçant/ par /red), et il résulte alors des
hypothèses de (15.5.7) et de (15 . 2 . 3) que /est plat dans un voisinage ouvert de /~"1(j) ;
comme de plus /est propre, on peut supposer que ce voisinage est de la forme /""1(U),
où U est un voisinage ouvert dejy dans Y. On conclut alors par (12.2.4, (vî))- La démons-
tration de (15.5.7) donnée plus haut a l'avantage de mettre en évidence le résultat
(15.5,6), qui a un intérêt indépendant.

15.6. Composantes connexes des fibres le long d'une section.

Proposition (15.6.1). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X-^Y un

morphisme localement de type fini, g : Y->X une Y '-section de X (I, 2.5.5). P°ur tout J>eY,
désignons par XjJ la composante connexe de f~l(y) contenant le point g(y). Soient y un point de Y,
v' une générisation de y dans Y. Alors :

(i) S9 il existe une composante irréductible Z de XjJ,, de dimension égale à dim(X£,) et conte-

nant g(y'} (ce qui sera le cas si X°, est irréductible), on a

(15.6.1.1) dim(Xj)>dim(Xj,).

(ii) Si de plus X° est irréductible et si les deux membres de (15.6. i . i) sont égaux, alors

X^CXJj, (adhérence dans X).
(i) Soit Z l'adhérence de Z dans X; comme y est adhérent à y et g continue,

on a g(jy)eZ. Comme Z = Zn/~1(y), il résulte du théorème de semi-continuité dç
Chevalley (13. i .3) appliqué à la restriction de /au sous-préschéma fermé réduit de X
ayant Z pour espace sous-jacent, que l'on a dim^y)(Zn/~1(^))>dim(Z) ; mais les compo-
santes irréductibles de Zn/-1(jv) contenant g(y) sont évidemment contenues dans X°,
d'où a fortiori l'inégalité (15.6.1.1).

(ii) Le raisonnement de (i) montre en outre que si les deux membres de (15.6.1.1)
sont égaux, on a nécessairement dim^)(Zn/~1(j)) = dim^)(X^) ; si X° est irréductible,
cela entraîne Znf~'L(y) = Xy, donc X£ est contenu dans Z, et a fortiori dans Xj».
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Corollaire (15.6.2). — Avec les notations de (15.6.1)5 supposons en outre que pour
tout je Y, X° soit irréductible. Alors la fonction £~^dim(X°) est semi-continue supérieurement

dans Y. Si en outre cette fonction est constante dans un voisinage d'un point jyeY, alors on a XjJcXj),
pour toute générisation y' de y.

Soit y un point de Y, et soit U un voisinage ouvert affine de g (y) dans X; alors
il y a un voisinage ouvert V de y dans Y tel que g(V)CU, et pour tout £eV, UnX°
est dense dans Xj, donc dim(X°) = dim(UnX°) (4.1.1.3). Remplaçant X par U,
on peut donc supposer que/est un morphisme de type fini. On sait alors (9.7.10) que
la fonction £~»dim(Xj) est localement constructible, et les assertions du corollaire
résultent donc de (15.6.1) et de (Om, 9.3.4).

Proposition (15.6.3). — Avec les notations de (15.6.1), supposons que pour tout jeY,
X£ soit géométriquement irréductible (4.5.2). Alors, pour tout je Y tel que la fonction z~* dim(Xj)
soit constante dans un voisinage de y, / est universellement ouvert aux points de XjJ.

Appliquons le critère (14.3.7). Soit donc h : Y'->Y un morphisme, Y' étant le
spectre d'un anneau de valuation discrète, dont nous désignerons par t, t' le point fermé
et le point générique respectivement, et supposons que h(t)=y, de sorte que y' = k(t')
est une générisation de y. Posons X'=XxYY', f'=fm : X'-VY', g' = g(v>) : Y'->X'.
Avec les mêmes notations que dans (15.6.1), l'hypothèse faite sur les X£ implique que
X;° = Xj®kûf)lB(0 et X;,° = Xj'®w)fc(0, et que X;° et XJ,° sont irréductibles (4.4.1);
comme, dim(Xj) = dim(XJ°) et dim(X°,) = dim(X,',°) (4. i .4), on voit qu'on est ramené
à prouver la proposition pour /' et XJ°, autrement dit on peut se borner au cas où Y
est spectre d'un anneau de valuation discrète,y son point fermé etj/ son point générique;
si x' est le point générique de X^,, il résulte alors de (15.6.2) que tout point de X£ est
spécialisation de x', d'où la conclusion.

Proposition (15.6.4). — Sous les hypothèses générales de (15.6.1), soit X° la réunion
des X° lorsque y parcourt Y. Si je Y est tel que X° soit géométriquement réduit sur h(y) (4.6.2)
et si f est universellement ouvert en tout point de Xj, alors X° est un voisinage de XjJ dans X. En
particulier, sif est universellement ouvert et si, pour tout y e Y, Xj est géométriquement réduit sur h(y)y

X° est ouvert dans X.
Montrons d'abord qu'on peut se ramener au cas où/est un morphisme de type

fini. Soit x un point de X£; il résulte de (5.10.8. i) (avec 5—{0}) qu'il y a une suite
finie (ZJo^^,, de composantes irréductibles de f~1(y) telle que g(jy)eZ0, #eZn et
ZinZi^.1 + 0 pour o^i^n—i; les Z^ étant irréductibles, il y a une suite finie (Ut«) ( i<i<w)
d'ouverts affines dans f~*(y) tels que g(jOeU l5 #eUn, Ui étant un voisinage affine d'un
point xi de Z inZ<_1 pour i^i^n. Il y a pour chaque i un ouvert quasi-compact W4

dans X tel que Ui=f~i( y) n W{; soit W l'ouvert quasi-compact de X réunion des W^
Comme g est continue, il y a un voisinage ouvert affine V de y dans Y tel que g(V) C W;
si X' — Wn^"1(V), la restriction de/à X' est de type fini; en outre, si, pour tout £eV,
X^° est la composante connexe de X'n/"1^) contenant^), on a X^CXJJ, et x appar-
tient à X.y°. En effet, chacun des Ut- contient les deux ensembles irréductibles \]ir^Zi_1

et Ut-nZt. qui se rencontrent, et les ensembles irréductibles U inZ t-_1 et Ui_1nZi__1
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se rencontrent pour z^i^n; la réunion des U inZ i_1 et des U^nZ^ pour
est donc connexe et contient x et g (y). Comme /|X' est universellement ouvert aux
points de X^°, cela achève de prouver notre assertion, car si la proposition est prouvée
lorsque /est de type fini, la réunion X'° des X^0 pour zeV sera un voisinage de x, et il
en sera de même de X°.

Supposons donc f de type fini. Alors X° est localement constructible (9.7.12);
il suffit par suite de montrer que X° contient toute générisation x' de x (Oni, 9.2.5).
Posons y'=f(xf); il existe un anneau de valuation discrète A et un morphisme u de
Y'=Spec(A) dans X tels que, si z est le point fermé et z' le point générique de Y', on
ait u(z) = x et u(z') = xf (II, 7. 1.9); si h=fou9 on a donc h(z)=y et h(z')=y'. Posons
X'=XxYY'5/'=/(Y/) : X'->Y', qui est un morphisme de type fini universellement ouvert
aux points de f'~l(z)9 et g' = g(Y>), qui est une Y'-section de X'. Si py :f'~l(z) ~>f~1(j)
(resp. ̂ ://-1(O ->/-1(y)) est la projection canonique, /^(Xj) (resp. />^l(X£,)) est la
composante connexe de f'~l(z) (resp. f'~l(z'}} contenant g'(z) (resp. g'(z'))9 car les X?
sont géométriquement connexes (4.5.13) et il suffit d'appliquer (4.4.1). De plus, le
morphisme u correspond à une Y'-section v de X' telle que py(v(y)) = x, py>(v (y ')) = %',
de sorte que v(y') est une générisation de v(y), et il suffira donc de prouver que v(y')
appartient à /^(Xj},). Enfin, il est clair que p~l(X!y) est géométriquement réduit
sur k(z}.

En d'autres termes, on est ramené au cas où Y est spectre d'un anneau de valuation
discrète, y son point fermé, y' son point générique. Comme f~l(y) — X° est alors fermé
dans X, on peut, en remplaçant X par l'ouvert X — (f~l(y) — Xj), supposer que
Xj = f ~ ^ ( y ) \ de même, on peut remplacer X par l'ouvert, composante connexe de X,
qui contient g (Y), cette composante connexe contenant évidemment X°; autrement dit,
on peut supposer X connexe. La proposition sera alors établie si l'on montre que X°=X3

ou encore que Xy, est connexe; mais f~l(y') est géométriquement réduit sur k(y'),
et a fortiori réduit; comme en outre /est ouvert aux points de f ~ i ( y ) ^ on peut appliquer
le lemme (15.5.6), d'où la conclusion.

Corollaire (15.6.5). — Soient f : X->Y un morphisme plat de présentation finie, g une

Y '-section de X; pour tout je Y, soit XjJ la composante connexe de f~l(y) contenant g (y) , et soit X°
la réunion des X^ quand y parcourt Y. Alors, pour tout je Y tel que XjJ soit géométriquement réduit

sur k(y), X° est un voisinage de X|J dans X. En particulier, sif est réduit (6.8. i), X° est ouvert

dans X.
La question étant locale sur Y, on peut supposer Y= Spec(A) affine. Il existe donc

un sous-anneau noethérien A0 et un morphisme plat de type fini /0 : X0 -> Y0 = Spec(A0)
tels que X = X0xYoY et /=(/0)(Y) ((8.9.1) et (11.2.7)); en outre, on peut supposer
qu'il existe une Y0-section g0 de X0 telle que g = (g0)(Y) (8.8.2). Pour tout je Y, soit J0

sa projection dans Y0; il résulte de (4.5.13) que (X0)j)o est géométriquement connexe,
donc, si p :/-1(j) ->/0~~10;o) est la projection canonique, on a Xj=^~1((X0)JJ (4.4.1);
de plus, l'hypothèse que Xj) est géométriquement réduit sur k(y) entraîne que (X0)JJt

est géométriquement réduit sur fc(j0) (4.6. 10). On est ainsi ramené au cas où on suppose
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en outre Y noethérien', comme f est universellement ouvert (u . i . i ) , il suffit alors
d'appliquer (15.6.4).

Proposition (15. 6. 6). — Soit f : X-^Y un morphisme tel que Y soit localement noethérien

et f localement de type fini, ou que f soit de présentation finie. Soit g une Y '-section de X; pour

tout JE Y, soit X° la composante connexe de f~1(j) contenant g(y) ; enfin, soit X° la réunion
des XjJ lorsque y parcourt Y.

Supposons que, pour tout jyeY, Xj soit géométriquement irréductible. Alors :

(i) La fonction jy~>dim(X°) est semi-continue supérieurement dans Y.

(ii) Soient #0eX°, yQ=f(x^). Si la fonction y ~*dim(Xy) est constante dans un voisinage

de j0, il existe un voisinage ouvert U de jv0 tel que f soit universellement ouvert aux points

de X°n/~1(U). Si de plus Y est réduit et f~i(j0) géométriquement réduit sur h(yQ] au point x0,

f est plat au point x0 .

(iii) Inversement, supposons que f soit universellement ouvert au point générique de X£o et

en outre que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

a) La fibre f~^(y^) est géométriquement réduite sur h(yQ] au point g(y^) et Vanneau 0Y,y0

est noethérien.

p) Pour tout point générique y' d'une composante irréductible de Y contenant y$, on a

Alors la fonction jy~»dim(X°) est constante dans un voisinage de jy0.
(iv) U ensemble W des points #eX° tels que la fonction jy~»dim(X£) soit constante dans

un voisinage de f(x) et que X^ soit géométriquement réduit sur k(f(x}), est ouvert dans X.
Les questions étant locales sur Y, on peut supposer que Y— Spec(A) est affine.

Lorsque f est de présentation finie, il existe donc un sous-anneau noethérien Ax de A et

un morphisme de type fini f± : Xx -> Yx = Spec(A1) tels que X = Xx x Yl Y et f= (/i)(Y)
(8.9.1); en outre, on peut supposer qu'il existe une Y^section g1 de Xj telle que

g = (gi)(Y) (8.8.2). Pour tout jyeY, soitj^ sa projection dans Yt; il résulte de (4.5.13)
que (X1)yi est géométriquement connexe, donc, si p '*f~l(y) ~^fi~1(ji) est la projection
canonique, on a Xj=j&~1((X1)2i) (4.4.1). Notons d'autre part que l'on peut, en vertu
de (9.7.11) et (9.7.12), appliquer (9.3.3) à la propriété d'être géométriquement
irréductible; on peut donc supposer Ax choisi de telle sorte que (Xj)^ soit géométrique-
ment irréductible pour tout Ji^Yj. On a dim(X^) — dim((X1)^i) (4.1.4), et en appli-
quant de nouveau (9.3.3) à la propriété d'avoir une dimension donnée (et utilisant

(9-5-5) et ( 9 - 7 - I 2 ) ) > on Peut supposer (en restreignant au besoin Y à un voisinage
de j0) que si dim(X^) est constante dans Y, alors dim((X1)^) est constante dans Yl.

Si Y est réduit, il en est de même de Y1 puisque AXCA; d'autre part, si f~^(y$} est

géométriquement réduit au point XQ, /r^oi) l'est au point x01 (#01 et J01 étant les projec-
tions respectives dans Xj et Y1 de XQ et j>0) (4.6. 10).

Ces remarques montrent que pour démontrer (i) et (ii), on peut se borner au cas

où Y est noethérien et /localement de type fini. Mais dans ce cas, l'assertion (i) résulte

de (15.6.2) et la première assertion de (ii) de (15.6.3). D'autre part, si Y est réduit

et f~1(}?0) géométriquement réduit sur Ie(j0) au point x0 (Y étant toujours supposé
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noethérien), comme X° est la seule composante irréductible de /~1(j) contenant x, on
déduit de (15.6.3) et (15.2.3) que si dim(X°) est constante dans un voisinage de j>0,
f est plat au point XQ.

Pour prouver (iii), remarquons d'abord que l'ensemble X° est localement
constructible dans X (9.7.12), donc, par (9.5.5), l'ensemble E des jyeY tels que
dim(X°) = dim(X°o) est localement constructible dans Y. Appliquons alors ( i . i o . i )
à E : il suffit de prouver (compte tenu de (i)) que dim(X°,) = dim(X°o) pour le point
générique y' d'une composante irréductible de Y contenant j0; ceci permet déjà de
supposer que Y=Spec(^Y,y0)-

Si on est dans le cas a), on se ramène aussitôt, en vertu de (DE, 7.1.9), et utilisant
(4.5.13) et (4.4.1) comme dans (15.6.4), au cas où Y est spectre d'un anneau de
valuation discrète, j>0 son point fermé et y' son point générique. Mais alors les hypothèses
entraînent en vertu de (15.2.2. i), que/est/>/#£ au point g(y^)-> donc aussi dans un voisi-
nage V de ce point dans X (i i. i . i). Pour démontrer notre assertion, on peut remplacer X
par V, car VnXjJ, n'est pas vide en vertu de (2.3.4), donc est un ouvert partout dense
dans Xj, et a par suite même dimension (4.1.1.3); d'ailleurs, comme X°, est aussi la
composante connexe de /"*(_/) contenant g(y'), on peut supposer V pris tel que V ne
rencontre aucune autre composante irréductible de f~1(yQ) ni de f~l(y'}, autrement dit
on peut supposer que X°=X; mais alors la conclusion résulte de (12. i . i, (i)), puisque
par hypothèse X°o est intègre.

Supposons maintenant qu'on soit dans le cas (3). Appliquons cette fois (II, 7.1.4)
de la même manière que (II, 7.1.9) dans le cas a) : on est alors ramené au cas où Y est
spectre d'un anneau de valuation (non nécessairement discrète), J0 son point fermé et y1

son point générique. En vertu de (14.3.13), il existe une composante irréductible Z
de X contenant X°o et dominant Y, et telle que dim(Z r\f~l(y'}} = dim(X°o) ; mais l'hypo-
thèse p) et le fait que dim(Zn/"1(y))<dim(/~1(y)) montrent que dim(Xj-)^dim(Xj,)
d'où dim(X^) = dim(X^) en vertu de (i).

Reste à prouver (iv). Notons d'abord que les ensembles envisagés ne changent pas
lorsqu'on remplace/par yjY ) : XxYYred-»Yre(1, la projection XxYYre(i->X étant un
homéomorphisme. Autrement dit, on peut supposer Y réduit, et alors il résulte de (ii)
que f est plat aux points de W. Considérons un point #0 de W et prouvons que W est
un voisinage de #0; procédant comme au début de la démonstration, et utilisant aussi
(11.2.7), on Peut de plus supposer Y noetkérien; il résulte alors de (ii) et de (15.6.4)
que X° est un voisinage de x0 dans X, et de (12. i . i, (vii)) que W est aussi un voisinage
de #0 dans X.

Corollaire (15.6.7). — Supposons vérifiées les conditions préliminaires de (15.6.6) surf,

et supposons en outre que pour tout je Y, XjJ soit géométriquement intègre sur k(y). Alors les

conditions suivantes sont équivalentes :

a) La fonction j->dim(X°) est localement constante dans Y.

b) Le morphisme f^ ) : XxyYre(1->Yre(i déduit de f par changement de base, est plat

aux points de X°.
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En outre, ces conditions entraînent que X° est ouvert dans X. Enfin, lorsque Y est localement
noethérien, a) et b) sont aussi équivalentes à

b') f est universellement ouvert aux points de X°.
Le fait que a) entraîne b) résulte de (15.6.6, (ii)), ainsi que le fait que X° est

alors ouvert dans X. Si b) est vérifiée, on peut se borner au cas où Y est réduit et /plat;
alors, on se ramène, comme au début de (15.6.6), et en utilisant en outre (11.2.7),
au cas où Y est noethérien, cas où la conclusion résulte de (15.6.6, (iii), cas a)). L'équi-
valence de b) et b' ) a déjà été prouvée lorsque Y est localement noethérien (15.2.2.1),
compte tenu de ce que le morphisme XxYYred->X est un homéomorphisme universel.

Proposition (15.6.8). — Soient j f :X->Y un morphisme séparé de présentation finie,
g une Y -section de X; pour tout jyeY, soit XjJ la composante connexe de f~l(y) qui contient g(y)>
et soit X° la réunion des X£ quand y parcourt Y. Alors, si je Y est tel que XjJ soit propre sur k(y),
X° est propre sur Y au point y (i.e. (15.7. i), il existe un voisinage ouvert U dejy dans Y
tel que X°n/~1(U) soit fermé dans f~l(U) et propre sur U).

Procédant comme au début de (15.6.6) (où on utilise (8.10.5, (v), et où on
remplace (9.7.11) par (9.6.7)), on se ramène au cas où Y est noethérien et /de type
fini. On sait alors (9.7.12) que X° est localement constructible dans X; d'autre part,
les X£ sont géométriquement connexes (pour tout £eY) en vertu de (4.5.13); enfin,
comme £(Y)CX°, X° est universellement submersif sur Y (15.7.8). Il suffit alors
d'appliquer à X° le critère (15.7.9).

Corollaire (15.6.9). — Soit f: X->Y un morphisme séparé tel que Y soit localement
noethérien et f localement de type fini, ou que f soit de présentation finie. Soit g une Y -section de X,
et pour tout jyeY, soit Xj) la composante connexe de f ~ ^ ( y ) contenant g(y). Soit y un point de Y
tel que XjJ soit propre sur k(y). Alors, pour toute générisation yr de y, on a dim(X£)^dim(X°f).

Supposons d'abord /de présentation finie; alors en remplaçant au besoin Y par
un voisinage de y, on peut supposer que /|X° est propre (15.6.8), et il suffit d'appli-
quer (13.1.5) à cette restriction. Si Y est localement noethérien et / localement de type
fini, X est localement noethérien; en outre l'hypothèse que X° soit propre sur k(y)
entraîne que X^ est noethérien; il existe donc un ouvert noethérien VcX contenant X£;
par suite il y a un voisinage ouvert W de y dans Y tel que g(W)CV. En outre, si £ est
point maximal de X°,, on peut supposer que £eV. La restriction de /à Vn/""1(W)
est alors un morphisme de type fini, et £JW une W-section; en appliquant à ce mor-
phisme le résultat déjà obtenu, on voit que si Z est la composante irréductible de Xjj,
de point générique £, on a dim(Z) <dim(X°). Comme z est un point maximal quelconque
de XJ,, on a bien

Remarques (15.6.10). — (i) L'hypothèse supplémentaire sur l'existence d'une composante irréductible de XJ,
contenant g(y') et de dimension égale à dim(X°/), faite dans (15.6.1), n'est pas superflue, comme le montre
l'exemple suivant. Soient A un anneau de valuation discrète, TT une uniformisante de A, K le corps des fractions
de A, k son corps résiduel. Prenons Y = Spec(A), et désignons par^> et y' le point fermé et le point générique de Y.
Considérons les deux Y-schémas suivants : X1 = Spec(A[/]), X2 = Spec(K[tt, v]), où/, u, v sont des indéterminées
(on notera que la projection de X2 dans Y est donc {_/}). Dans l'anneau Ap], l'idéal principal (nt — i) est
maximal, et correspond donc à un point fermé x± de X1? qui se projette appoint générique y' de Y et est tel que h(x-^ — K.
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Considérons d'autre part le point fermé xz de X2 correspondant à l'idéal maximal I u ) +(z>) de K[M, »]; on a

aussi k(x2) = K. Gomme on le verra au chap. V, on peut donc recoller Xx et X2 le long des deux sous-préschémas
fermés Zl5 Z2 de X1? X2 ayant respectivement {x^} et {x2} pour espaces sous-jacents, suivant l'unique
Y-isomorphisme de Zl sur Z2. Désignons par X le Y-préschéma ainsi obtenu, par x le point de X image de xl et #2*
La « section nulle » g de Xx (II, 1.7.9) est encore alors une Y-section de X; f~l(y) est égale à (Xx) ,, tandis que
~1(y) a deux composantes irréductibles, respectivement isomorphes à (X-JJJ/ et (X2)°/, ayant un unique point

commun x, et de dimensions respectives i et 2. Voir cependant la prop. (15.6.9).
(ii) Considérons le morphisme f défini dans (12.2.3, (n))> Qui est propre et plat; en outre, la restriction de/

à X1n/0~
1(Y) est un isomorphisme, donc le morphisme réciproque g : Y—>X est une Y-section de X. On a alors

dim(X^) = i tandis que dim(X°) = o pour y =t=jv0, bien que X0/ soit géométriquement irréductible pour tout jyeY
(mais X|J n'est pas réduit); on voit donc que dans (15.6.6, (iii)), on ne peut supprimer les hypothèses a) et p).
En outre, X° n'est pas un voisinage de X^, ce qui prouve que dans (15.6.4), on ne peut se dispenser de l'hypothèse
que X*> est réduit.

(iii) Au chap. VI, nous appliquerons les résultats précédents aux \-préschémas en groupes localement de type
fini sur un préschéma localement noethérien Y. Si G est un tel préschéma, il existe une Y-section canonique g, la
« section unité », et l'on montre que Gy est toujours géométriquement irréductible et que l'on a dim(G°) = dim(G2/),
en posant Gy=f~l(y). Il résultera donc de (15.6.2) et (15.6.3) que la fonction z~>dim(Gz) est semi-continue
supérieurement, et que si elle est constante au voisinage d'un point j>, f est universellement ouvert aux points de GJ.
Si de plus Gy est géométriquement réduit sur Jc(jy) en un de ses points, on montre que G^ est lisse (6.8. i) sur h(y)
en tous ses points; il résultera alors de (15.6.6) que si de plus 0y est réduit, alors/est lisse en tous les points de G°
(mais pas nécessairement en tous les points de Gy). Ces résultats s'appliqueront par exemple dans la théorie de
schémas de Picard, où nous disposerons d'un théorème général assurant que, sous certaines conditions, la
fonction *~»dim(G2) est localement constante. Remarquons que c'est en vue d'applications de cette nature que
les énoncés tels que (15.6.1) sont donnés pour les morphismes localement de type fini, et non seulement pour les
morphismes de type fini.

On notera aussi que dans le cas d'un Y-préschéma en groupes G, l'hypothèse (3) de (15.6.6) est toujours vérifiée.

15.7. Appendice : Critères valuatifs de propreté locale.

Ce numéro donne des compléments au critère valuatif de propreté démontré dans
(II, 7.3.10); il est indépendant du reste du § 15.

Définition (15.7. i ). — Soient f : X-^Y un morphisme de préschémas, y un point de Y.
On dit que f est propre au point y s'il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que la restriction

f ~1(U) ->U de f soit un morphisme propre. On dit qu'une partie Z de X est propre sur Y au point y
s'il existe un voisinage ouvert U dey tel que Z n/~1(U) soit fermée dans /~1(U) et propre sur U
(H, 5.4.10) (ce qui revient à dire que pour tout sous-préschéma fermé de X ayant Z
pour espace sous-jacent, la restriction Z^Y de/à Z est propre au point y}.

Soit g : Y'->Y un morphisme quelconque; posons X'=XxYY', / '— f^ et, si
p : X'->X est la projection canonique, Zf=p~l(Z). Alors, si Z est propre sur Y au
point y, Z' est propre sur Y' en tout point y' au-dessus de y (II, 5.4.2).

Proposition (15.7.2). — Soient Y un préschéma intègre localement noethérien, X un
préschéma intègre, f : X-^Y un morphisme séparé, dominant et de-type fini, y un point de Y.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est propre au point y.
b) Si Y1 = Spec(^y)5 X1 = XxYY1, le morphisme /i==/(Yi) : Xj-^ est propre.
c) Tout anneau de valuation discrète ayant R(X) pour corps des fractions et dominant &

domine un anneau local &x de X (auquel cas on a nécessairement f(x)=j).
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Le fait que a) implique b) résulte de (II, 5.4.2), et l'implication b) =>c) résulte
de (II, 7.3.10). Reste donc à montrer que c) entraîne a). La question étant locale sur Y,
on peut supposer Y affine, donc noethérien. En vertu du lemme de Chow (II, 5.6.1),
il existe un préschéma intègre X', un morphisme projectif p : P-^Y, une immersion
ouverte dominante j : X'->P, et un morphisme projectif et birationnel (donc surjectif)
g : X'^-X tels que le diagramme

P ? V'

•l !•
Y <— X

soit commutatif. Comme X' est intègre et j dominant, P est irréductible, et l'on peut,
en remplaçant/? par />red, supposer P intègre (I, 5 .2 .2 et II, 5.5.5, (vi)). Tout revient
à prouver qu'il existe un voisinage ouvert U dejy tel que p~1(U) C/(X'), car alors la
restriction de j à J~1(^~1(U))=<g r~1(/~1(U))—V sera un isomorphisme sur j&~1(U),
donc la restriction V->U de fog sera propre, et comme la restriction V->/~1(U) de g
est surjective, la restriction f~~1(U)-+U sera propre (II, 5.4.3). Comme T — P — j ( X ' )
est fermé dans P, p(T) est fermé dans Y, et il suffit de montrer que J^/>(T), ou encore
que tout z'eP tel que p(z'}=y appartient à j(&.'). Or, le corps des fractions ration-
nelles R(P) est égal à R(X'), donc à R(X) par construction; comme on peut se borner
au cas où g n'est pas le point générique de P, il existe un anneau de valuation discrète A
ayant R(X) pour corps des fractions et dominant 6Z, (11,7.1.7); comme p(z')= y,
A domine aussi 0y, donc par hypothèse il existe un #eX tel que f(x)=y et que A
domine Gx. Comme g est propre, il existe #'eX' tel que g(x') = x et que A domine Ox,
(II, 7.3.10); donc z! et j(x') sont deux points de P dont Jes anneaux locaux &z et
0.^ = GX, sont apparentés (I, 8.1.4); comme P est un schéma, cela entraîne z'=j(x')
(I, 8.2.2), ce qui achève la démonstration.

Remarque (15.7.3). — On peut dans (15.7.2) supprimer l'hypothèse que Y est
localement noethérien, en remplaçant dans la condition c) les anneaux de valuation
discrète par des anneaux de valuation quelconque; la démonstration est alors inchangée,
compte tenu de (II, 7.3.10).

Corollaire (15.7.4). — Soient Y un préschéma noethérien, /:X->Y un morphisme
séparé de type fini, Z une partie de X tel que les points maximaux de son adhérence Z appartiennent
à Z (ce qui est le cas lorsque Z est fini, ou lorsque Z est constructible (Om, 9 .2 .2)) . Soit y
un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) L'ensemble Z est propre sur Y au point y.
b) Si YJ- Spec(^), X1 = XxYY1, et si gl : X^X est la projection canonique et

Z t—gf^Z), l'adhérence Z± de Z1 dans Xt est propre sur YA.
c) Pour tout schéma Y'=Spec(A')5 où A' est un anneau de valuation discrète, et tout

morphisme g : Y' -> Y, tel que V image g(y') du point fermé y' de Y' soit y, on a la propriété suivante :
posant X'=XxYY',f'=fm : X'->Y', gf = g^ : X'->X, Z'=g'-l(Z), et désignant par ̂
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le point générique de Y', alors, pour tout point jv'eZ'n/'"1^') rationnel sur fc(v)')5 il existe une
y-section de X' contenant x' .

Le fait que a) entraîne b) résulte de ce que ZLCg~l(Z) et de ce que g^l(Z) est
propre sur Yx (15.7.1). Le fait que b) entraîne c) résulte de (II, 7.3.3). Reste donc à
voir que c) implique a). Il suffit évidemment de prouver que toute composante irréduc-
tible de Z est propre sur Y au point jy, et l'hypothèse permet donc de se borner au cas
où Z est réduit à un seul point £. On peut évidemment aussi, compte tenu de (I, 5 .2.2)
et (H, 5.4.6), supposer que X et Y sont réduits, puis (par définition d'une partie propre

(11,5.4.10)) supposer que Z — X = {^} et (appliquant encore (1,5.2.2)) que / est
dominant, donc X et Y intègres et noethériens ; il faut alors prouver que / est propre
au point y de Y. Montrons pour cela que /vérifie la condition c) de (15.7.2). Soit A'
un anneau de valuation discrète ayant R(X) — fe(^) pour corps des fractions et domi-
nant Gy\ avec les notations de c)9 on a donc g(y')=y9 et 5(7]') est le point générique
Y) ==/(£) de Y. Comme par définition &(•/)') — fe(^), il existe un fe( y)) -morphisme
Spec(fe(y)')) -> Spec(fe(£)) transformant Y)' en £, donc une k( Y]') -section de f'~l(t\}
(1,3.3.14); si £' est l'image de YJ' par cette section, g est donc rationnel sur &(Y]')
et g' '(£') = £. On conclut donc de l'hypothèse c) qu'il existe une Y'-section h' de X' telle
que h'(-î\')-=z'\ soit h = g'oh' : Y'^X le Y-morphisme correspondant, et soit x — h(y'};
il est clair que f(x) = y et que A'=&y, domine @x, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (15.7.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme séparé de type fini, y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est propre au point y.
b) Si Y1 = Spec((Py), X1 = XxYY1, le morphisme fl=f(Yi} : X^Yj est propre.
c) Pour tout schéma Y'=Spec(A'), où A' est un anneau de valuation discrète, et tout

morphisme g : Y'->Y, tel que V image g(y') du point fermé y' de Y' soit y, on a la propriété suivante :
posant X'^XXyY', /' — f^^ : X'->Y' et désignant par Y)' le point générique de Y', alors, pour
tout A:/e//~1(7]/), rationnel sur fc(iq'), il existe une Y'-section de X' contenant x'.

Corollaire (15.7.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X->Y un mor-
phisme de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) // existe un morphisme propre g : X->Z et une immersion h : Z-^Y tels que f=hog.
b) Le sous-espace /(X) est localement fermé dans Y, et si Z' est le sous-préschéma de Y image

fermée de X par f (I, 9.5.3 et 9.5. i ) , et Z" le préschéma induit par Z7 sur rouvert /(X) de Z',
de sorte que f se factorise de façon unique en f=j°g (où j : Z"->Y est r injection canonique),
alors g : X->Z" est propre.

c) Pour tout jyE/(X), f est propre au point y.
d) Pour tout schéma Y'— Spec(A'), où A' est un, anneau de valuation discrète, et tout

morphisme g : Y;->Y tel que g(Y')C/(X), toute Y'-section rationnelle (1,7.1.2) de
X'^XXyY' se prolonge de façon unique en une Y'-section de X'.

Il est clair que b) entraîne a). Pour voir que a) entraîne c), remarquons d'abord
que a) entraîne que A(Z) est localement fermé dans Y et g(X) fermé dans Z, donc/(X)
est localement fermé dans Y; pour tout jye/(X), il y a par suite un voisinage ouvert U
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de y dans Y tel que /(X)nU soit fermé dans U; alors la restriction hrl(U)-+U de h

est une immersion fermée, et la restriction f~l(U)=g~l(h~l(\J)) -+k~l(U) de g est
propre, donc la restriction /~1(U)-^U de/est propre (H, 5.4.2). Pour voir que c)
entraîne b), notons d'abord que, pour tout je/(X), il existe, en vertu de c), un voisinage
ouvert U dejy dans Y tel que /(X) n U soit fermé dans U, donc/(X) est localement fermé,
et par suite ouvert dans son adhérence. Comme cette dernière est l'espace sous-jacent

de Z', et que / se factorise en /=J0°«?o> ou Jo : Z'->Y est l'injection canonique et gQ

est un morphisme de X dans Z', le fait que £0(X) = Z" (qui est ouvert dans Z') entraîne
la factorisation de l'énoncé de b) ; le fait que g est propre résulte alors du caractère local
(sur Z") de cette propriété, et de (H, 5.4.3). Il est clair que c) implique d) en vertu
de (15.7.5), l'unicité du prolongement d'une Y'-section rationnelle résultant de l'hypo-
thèse que/est séparé (I, 7.2.2). Prouvons enfin que d) entraîne c); en premier lieu,
il résulte de d), compte tenu de (H, 7.2.3 et 7.2.4), que/ est séparé; on peut alors
appliquer le critère (15.7.5, c))9 qui montre que/est propre en tout point de/(X).

Remarques (15.7.7). — (i) Dans (15.7.4, c))> ( i 5 - 7 - 5 > c)} et ( I 5 - 7 - 6 > d))> on

peut se restreindre au cas où l'anneau de valuation discrète A' est complet et admet un corps
résiduel algébriquement clos. En effet, dans la démonstration de (15.7.4), si l'on considère
un anneau de valuation discrète A" complet dominant A' et ayant un corps résiduel
algébriquement clos (Om, 10.3.1), l'hypothèse c) est alors vérifiée pour Y"=Spec(A"),
X"=XxYY" et /"=/(?»>; mais X" = X'xY,Y", et il résulte alors de la remarque
(H, 7.3.9, (i)) que /' est propre; par suite Y', X' et /' vérifient aussi l'hypo-
thèse c) (II, 7.3.8).

(ii) Compte tenu de (II, 7.3.8), la condition c) de (15.7.5) Peut se remplacer
par la condition que /' est propre.

(15.7.8). On dit qu'un morphisme de préschémas / : X->Y est submersif s'il est
surjectif et si la topologie de Y est égale au quotient de la topologie de X par la relation
d'équivalence définie par/. On dit que/est universellement submersif si pour tout change-
ment de base Y'-»Y, le morphisme f'—f^ : XxYY'->Y' est submersif. Tout mor-
phisme surjectif universellement ouvert, ou universellement fermé, ou fidèlement plat et quasi-
compact est universellement submersif (2.3.12). Étant donné un morphisme / : X->Y, on
dit qu'un sous-ensemble Z de X est submersif surf (Z) si la topologie du sous-espace/(Z) de Y
est quotient de la topologie du sous-espace Z de X par la relation d'équivalence définie
par /| Z. On dit que Z est universellement submersif sur /(Z) si, pour tout changement de
base g : Y'-»Y, l'image réciproque Z'=/>~1(Z) de Z par la projection p : XxYY'->Y'
est un ensemble submersif sur f'(Z')=g~1(f(Z)). On notera que si le morphisme/admet
une Y-section h : Y-**X, tout ensemble Z contenant h(Y) est universellement submersif sur Y.

Proposition (15.7.9). — Soient Y un préschéma localement noethérien, y un point de Y,
/: X->Y un morphisme séparé de type fini. Soit Z une partie localement constructible de X ayant

les propriétés suivantes :

(i) Pour toute générisationy' dey, Zy, = Z n/"1^') est une composante connexe de f~~*(y')

et est géométriquement connexe sur k(y'} (4.5.2).
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(ii) Zy est propre sur Spec(fc(j)).
(iii) Z est universellement submersif sur /(Z) (15.7.8).
Alors Z est propre sur Y au point y (autrement dit (15.7. i) il existe un voisinage ouvert U

dey tel que Zn/~1(U) soit fermé dans /~1(U) et propre sur U).
Utilisant la méthode de (8.1.2, a)} et (8.10.5, (xii)), on est ramené à prouver

que lorsque Y = Spec(A) est spectre d'un anneau local noethérien, les hypothèses (i),
(ii) et (iii) entraînent que Z est propre sur Y.

Notons d'abord que si A' est un anneau local noethérien, cp : A->A' un homo-
morphisme local, Y'=Spec(A') et g : Y'-^Y le morphisme correspondant à 9, l'image
réciproque Z' de Z par la projection canonique p : XxYY'->X a vis-à-vis de Y' les
propriétés (i), (ii), (iii) de l'énoncé, compte tenu de (1.8.2) ; utilisant (2 .7 .1 , (vii)),
il revient donc au même de démontrer que Z' est propre sur Y', pourvu que A' soit un

A-module fidèlement plat. Nous allons utiliser cette remarque en prenant A' —A
(Ou 7 - 3 - 5 ) ? autrement dit nous pouvons nous borner au cas où A est complet. Comme Zy

est une composante connexe de f~l(y), propre sur k(y), il résulte de (III, 5.5.2) que X
est somme de deux sous-préschémas X0, Xt induits sur des parties ouvertes et fermées
de X, telles que X0 soit propre sur Y et que X0n/~1(j;) = Zî/. Posons Z0 = X0nZ,
Z1 = X1nZ, de sorte que ces ensembles forment une partition de Z en deux parties
ouvertes et fermées dans Z. Comme les Zy, sont connexes, on a nécessairement Zy,cZ0

ou Zy, CZ15 donc f(Zo) r\f(Z^) =0. Mais comme Z0 et Zx sont saturés pour la relation
d'équivalence définie par f\ Z, il résulte de (iii) que/(Z0) et/(Zj) sont ouverts dans/(Z).
Mais/(Z0) contient j, et tout voisinage de y dans Y est égal à Y, donc /(Z0)=/(Z),
et par suite /(Z1) = 0, donc Zl=0 et ZcX0.

On peut donc désormais supposer de plus que f est propre, et il reste à prouver
que Z est fermé dans X. Autrement dit, il suffira de prouver qu'une partie constructible Z
d'un préschéma ^propre sur Y qui satisfait aux deux seules conditions (i) et (iii), est fermée
dans X. En vertu de (0III5 9.2.5), il suffit donc de prouver que pour tout x'eZ et toute
spécialisation x de x' dans X, on a xeZ. Soient Ax un anneau de valuation discrète complet,
u un morphisme de Y1 = Spec(A1) dans X tel que, sij^ etj4 sont le point fermé et le
point générique de Y15 on ait u(yl) = x9 u(y() = xf (II, 7 .1 .7 ) ; posons g=f°u : Yj-^Y
et X1 = XxYY1; il existe une Y^-section u± : Y1^X1 de fl=f^j telle que u=--pouly

où p : XX^X est la projection canonique. Si xl = ul(yi)9 x[ = ul(j>'1)9 on a donc p(x±) = x
et p(x'1) = x'9 et x± est une spécialisation de x[. En outre, on a xf

LeZ1=p~1(Z) ; comme
nous avons remarqué que les conditions (i) et (iii) sont stables pour tout changement
de base, ainsi que la propriété d'être constructible, on voit qu'on est ramené à la situation
suivante : Y est le spectre d'un anneau de valuation discrète complet, X est propre
sur Y, f(x)—y est le point fermé de Y, y'=f(xr) son point générique, il existe une
Y-section A de X telle que h(y) = x)h(y') = x'9 et enfin on a x'eZ; il faut prouver que xeZ.
Or, Zy est une composante connexe de f ~ l ( y } > propre sur Spec(fc(j>)) puisque X est
propre sur Y. Appliquant de nouveau (III, 5.5.2), on voit comme plus haut qu'il y a
une partie ouverte et fermée X' de X telle que X'n/"1^) — Zy\ comme Zy est connexe,
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on peut supposer X' connexe (en remplaçant au besoin X' par celle de ses composantes
connexes contenant Zy). Mais alors le même raisonnement qu'au début prouve qu'on a
nécessairement ZCX'; comme A (Y) est connexe et contient x', il est nécessairement
contenu dans X', donc x = h(j)eX'nf~l(j>) = Zy. C.Q.F.D.

Corollaire (15.7.10). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un

morphisme séparé de type fini, universellement submersif (15.7.8) et tel que toutes les fibres

X.y=f~l(y) soient géométriquement connexes. Alors, si JE Y est tel que X^ soit propre sur k(j),

f est propre au point y.

Compte tenu de (15.7.5), on est ramené au cas où Y=Spec(0y) puisque les
hypothèses sont stables par changement de base. Mais dans ce cas il suffit d'appliquer
(15.7.9) à Z = X.

Corollaire (15.7.11). — Soit /:X->Y un morphisme séparé de présentation finie ;

supposons qu'il existe un morphisme surjectif de présentation finie g : Y' ->Y, qui soit en outre

propre ou plat, et tel que si F on pose X'=XxYY', il existe une Y'-section de X' (ou encore un

Y-morphisme Y'->X (I, 3.3.14)). Supposons enfin que les fibres Xy=t/""1(j) soient géomé-

triquement connexes. Alors l'ensemble U des je Y tels que Xy soit propre sur k(y) est ouvert dans Y,
et la restriction /-1(U) ->U de f est propre.

La question étant locale sur Y5 on peut supposer Y=Spec(A) affine. Appli-
quant (8.9.1) à f et à g, on voit qu'il existe un sous-anneau noethérien A0 de A et
deux morphismes de type fini /0 : X0->Y0= Spec(A0)5 g0 : YQ->YO tels que X = X0xYoY5
Y'=YoXYoY,/H/o)(Y) et g = (gQ)m; en outre, utilisant (8.10.5, (v), (vi) et (xii)) et
(11 .2 .7)5 on Peut supposer f0 séparé, g0 surjectif et propre (resp. plat) si g est propre
(resp. plat); utilisant (8.8.2), on peut de plus supposer qu'il existe une Y^-section de X0.

D'autre part, utilisant (9.7.7), on peut appliquer (9.3.3) à la propriété d'être géomé-
triquement connexe, et on peut donc supposer A0 choisi de sorte que les f^~l(jQ) soient
géométriquement connexes pour tout jy0eY0. Enfin, utilisant (2 .7 .1 , (vii)), il revient

au même de dire que f~l(j?) est propre sur k(y) ou que f^~l(yQ] est propre sur fc(jV0)5

où jy0 est la projection de y dans Y0. Ces remarques montrent qu'on est ramené à
démontrer le corollaire lorsque Y est noethérien. Notons maintenant le

Lemme (15.7.11.1). — Soient /:X->Y un morphisme, g : Y'->Y un morphisme

surjectif, qui est en outre propre ou plat et quasi-compact. Posons X /=XxYY /,/'=j^y/) : X'->Y'.
Alors, si f est submersif (resp. universellement submersif), il en est de même de f.

On peut se borner au cas où f est submersif. En effet, supposons le lemme
prouvé dans ce cas, et montrons que si /' est universellement submersif, f l'est aussi.
Soit donc YA->Y un morphisme quelconque, et posons Y{—Y'XyY^ si XJ = X'xYiYi
et f£ = (f')^j : Xj->Y[5 // est submersif par hypothèse; de plus le morphisme g± : yf

L->Y1

est surjectif, et propre (resp. plat et quasi-compact) si g l'est. Donc, si l'on pose

X1 = XxYY1, fi=f(?j9 il résulte de l'hypothèse et du fait que XJ = X1xYlYi, que/!
est submersif, donc f universellement submersif. Supposons donc seulement que /'
soit submersif. Il est clair tout d'abord que f est surjectif. Soit E une partie de Y

telle que /-1(E) soit fermé dans X; alors, si p : X'->X est la projection cano-
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nique, /?~1(/~1(E))=//~1(^~1(E)) est fermé dans X', donc, puisque/' est submersif,
^~"1(E) est fermé dans Y'; mais comme g est aussi universellement submersif (15.7.8),
E est fermé dans Y, ce qui prouve le lemme.

Cela étant, comme il existe par hypothèse une Y'-section de X', /' est universelle-
ment submersif (15.7.8), donc il en est de même de/d'après le lemme (15.7.11.1).
Il suffit alors d'appliquer (15.7.10), en remarquant que l'ensemble des jyeY tels que/
soit propre en y est par définition ouvert dans Y.

(A suivre.)
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