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CHAPITRE 0 (suite) Q

PRÉLIMINAIRES

Sommaire

§ 14. Dimension combinatoire d'un espace topologique.
§ 15. Suites M-régulières et suites ^"-régulières.
§ 16. Dimension et profondeur dans les anneaux locaux noethériens.
§ 17. Anneaux réguliers.
§ 18. Compléments sur les extensions d'algèbres.
§ 19. Algèt^res formellement lisses et anneaux de Cohen.
§ 20. Dérivations et différentielles.
§ 21. Différentielles dans les anneaux de caractéristique p.
§ 22. Critères différentiels de lissité formelle et de régularité.
§ 23. Anneaux japonais.

La presque totalité des paragraphes précédents est consacrée à l'exposé de notions
d'Algèbre commutative qui seront utilisées au cours du chapitre IV. Bien qu'une bonne
partie de ces notions figure déjà dans plusieurs ouvrages ([i], [12], [13], [17], [30]),
on a pensé qu'il serait plus commode pour le lecteur d'en avoir une exposition suivie
et à peu près indépendante. Joints aux §§ 5, 6 et 7 du chapitre IV (où est utilisé le
langage des schémas), ces paragraphes constituent, à l'intérieur de notre Traité, un
petit Traité spécial, à peu près indépendant des chapitres 1 à III, et qui vise à présenter
sous une forme cohérente les propriétés des anneaux qui « se comportent bien »
relativement à des opérations telles que la complétion ou la fermeture intégrale, en
rattachant systématiquement ces propriétés à quelques conceptions générales (2).

(1) On rappelle que le symbole Oy (resp. ElT^) réfère à la partie du chapitre o (resp. la liste d'Errata)
jointe au chapitre N.

(2) La plupart des propriétés dont il s'agit ont été découvertes par Chevalley, Zariski, Nagata et Serre.
La méthode utilisée ici a d^abord été développée en automne 1961, dans un cours professé à Harvard University,
par A. Grothendieck.
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6 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

§ 14. DIMENSION COMBINATOIRE D^UN ESPACE TOPOLOGIQUE

4.1. Dimension combinatoire <Tun espace topologique.

(14. i. i) Soit 1 un ensemble ordonné; une chaîne d'éléments de 1 est par définition
une suite finie strictement croissante i^i^ • • '^n d'éléments de 1 (w^o); par
définition la longueur de cette chaîne est n. Si X est un espace topologique, l'ensemble
de ses parties fermées irréductibles est ordonné par inclusion, d'où la notion de chaîne de
parties fermées irréductibles de X.

Définition (14.1.2). — Soit X un espace topologique. On appelle dimension combinatoire
de X (ou simplement dimension de X s'il ne peut y avoir de confusion) et on note dimc(X),
ou simplement dim(X), la borne supérieure des longueurs des chaînes de parties fermées irréductibles
de X. Pour tout ;veX, on appelle dimension combinatoire de X en x (ou simplement dimension
de X en x) et on note dim^(X) le nombre inf(dim(U)), où U parcourt l'ensemble des voisinages
ouverts de x dans X.

Il résulte de cette définition que l'on a
dim(0) ==—oo

(la borne supérieure dans R de la partie vide étant —oo). Si (XJ est la famille des
composantes irréductibles de X, on a
(14.1.2. i) dim(X) ==sup dim(XJ

a

car toute chaîne de parties fermées irréductibles de X est par définition contenue dans
une composante irréductible de X, et inversement ces composantes sont fermées dans X,
donc toute partie fermée irréductible d'un X^ est une partie fermée irréductible de X.

Définition (14.1.3). — On dit qu'un espace topologique X est équidimensionnel si toutes
ses composantes irréductibles ont même dimension (égale alors à dim(X) par ( 1 4 . 1 . 2 . 1 ) ) .

Proposition (14.1.4). — (i) Pour toute partie Y d'un espace topologique X, on a
dim(Y)^dim(X).

(ii) Si un espace topologique X est réunion finie de parties fermées X^-, on a
dim(X) = sup dim(X^).

Pour toute partie fermée irréductible Z de Y, l'adhérence Z de Z dans X est
n

irréductible (O^, 2 .1 .2 ) et ZnY==Z, d'où (i). D'autre part, si X== U X,, où les X,
sont fermés, toute partie fermée irréductible de X est contenue dans un des X^ (Oj, 2. i . i),
et par suite toute chaîne de parties fermées irréductibles de X est contenue dans un
des X,; d'où (ii).

On déduit de (14. i .4, (i)) que pour tout ^eX, on peut aussi écrire
(14.1.4.1) dim^(X) =limdim(U)

la limite étant prise suivant l'ensemble filtrant décroissant des voisinages ouverts de x
dans X.
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§ 14 PRÉLIMINAIRES 7

Corollaire (14.1.5)- — Soient X un espace topologique, x un point de X, U un voisinage
de x, Y^i^i^n) des parties fermées de U telles que xç\, pour tout i et que U soit réunion
des Y^. Alors on a

(14.1 .5 .1) dim,(X)=sup(dim,(Y,)).
•i

II résulte de ( 1 4 . 1 . 4 , (ii)) que l'on a dim^(X) ==inf(sup(dim(Y,nV))) lorsque V
V i

parcourt l'ensemble des voisinages ouverts de x contenus dans U; de même on a
dim^(Y^) ==inf(dim(Y,.nV)) pour tout i. Le corollaire est donc évident si

v
sup(dim,(Y,))=+oo;

i

dans le cas contraire, il y a un voisinage ouvert VoCU de x tel que dim(Y,nV) == dim^.(Y,)
pour ï^i^n et pour tout VcVo, d'où la conclusion.

Proposition (14.1.6). — Pour tout espace topologique X, on a dim(X) ==sup dim^(X).
a; ex

II résulte de la définition (14. i .2) et de la prop. (14. i .4) que dim^(X)^dim(X)
pour tout ^eX. D'autre part, soit ZoCZ^c . - . cZ^ une chaîne de parties fermées
irréductibles de X, et soit ^eZo; pour tout ouvert UcX contenant x, UnZ^ est irré-
ductible (Oj, 2.1.6) et fermé dans U, et comme on a UnZ^==Z^ dans X, les UnZ^
sont distincts deux à deux; donc on a dim(U)^7z, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (14.1.7). — Si (X^) est un recouvrement ouvert de X, ou un recouvrement fermé
localement fini de X, on a dim(X) ==sup(dim(XJ).

a

Si Xa est un voisinage de ^eX, on a dirn^(X) ̂ dim(XJ, d'où la première assertion.
D'autre part, si les X^ sont fermés et si U est un voisinage de xeX. qui ne rencontre qu'un
nombre fini d'ensembles X^, on a dim^(X) ^dim(U) =sup(dim(UnXJ)^ sup(dim(XJ)
d'après (14.1.4), d'où la seconde assertion.

Corollaire (14. i .8). — Soit X un espace de Kolmogoroff (Oj, 2 .1 .3) noethérien, et soit F
l'ensemble des points fermés de X. Alors dim(X) ==sup dim^(X).

a;GF

Avec les notations de la démonstration de ( 14. i . 6), il suffit de remarquer qu'il
existe dans ZQ un point fermé (Oj, 2 .1.3) .

Proposition (14.1.9). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien non vide. Pour que
dim(X) == o, il faut et il suffit que X soit fini et discret.

Si un espace X est séparé (et a fortiori si X est un espace discret), les seuls ensembles
fermés irréductibles de X sont réduits à un point, donc dim(X)===o. Inversement,
supposons que X soit un espace de Kolmogoroff noethérien tel que dim(X) ==o; comme
toute composante irréductible de X contient un point fermé (Oj, 2 . 1 . 3 ) 3 elle doit être
réduite à ce point. Comme X n'a qu'un nombre fini de composantes irréductibles, il est
fini et discret.

Corollaire (14. i . lo). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien. Pour qu'un point ^eX
soit isolé, il faut et il suffit que dim^(X) == o.

La condition est évidemment nécessaire (sans hypothèse sur X). Elle est suffisante,
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8 A . G R O T H E N D I E G K Chap. o

car il en résulte que dim(U) =o pour un voisinage ouvert U de x, et comme U est un
espace de Kolmogoroff noethérien, U est fini et discret.

Proposition ( 1 4 . 1 . 1 1 ) . — La fonction x->dim^(X) est semi-continue supérieurement
dans X.

Il est clair que cette fonction est semi-continue supérieurement en tout point
où elle vaut +00. Supposons donc dim^(X) ==n< +00; alors, la formule (14.1.4.1)
montre qu'il existe un voisinage ouvert Uo de x tel que dim(U) ==n pour tout voisinage
ouvert UCUo de x. Cela étant, pour toutj/eUo et tout voisinage ouvert VcUo dej,
on a dim(V)^dim(Uo)==% (14.1.4); on déduit donc de (14.1.4.1) que dimy(X)^.

Remarque (14.1.12). — Si X, Y sont deux espaces topologiques, et / : X — Y
une application continue, on peut avoir dim(/(X))>dim(X) ; on en a un exemple
en prenant pour X un espace discret à 2 éléments a, b, pour Y l'ensemble [a, b} muni
de la topologie pour laquelle les ensembles fermés sont 0, [a} et [a, b}', si /: X->Y
est l'application identique, on a dim(Y) == i et dim(X) ==o. On notera que Y est le
spectre d'un anneau de valuation discrète A, dont a est l'unique point fermé et b le
point générique; si K et k sont le corps des fractions et le corps résiduel de A, X est le
spectre de l'anneau kxK et / l'application continue correspondant à l'homomor-
phisme (y, ^) : A->AxK, où 9 : A->A et ^ : A->K sont les homomorphismes cano-
niques (cf. IV, 5.4.3).

i4.2. Codimension d'une partie fermée.

Définition (14.2.1). — Étant donnée une partie fermée irréductible Y d'un espace topo-
logique X, on appelle codimension combinatoire (ou simplement codimension) de Y dans X, et
on note codim(Y, X) la borne supérieure des longueurs des chaînes de parties fermées irréductibles
de X, dont Y est le plus petit élément. Si Y est une partie fermée quelconque de X, on appelle
codimension de Y dans X, et on note encore codim(Y, X) la borne inférieure des codimensions
dans X des composantes irréductibles de Y. On dit que X est équicodimensionnel si toutes les parties
fermées irréductibles minimales de X ont même codimension dans X.

Il résulte de cette définition que Godim(0, X) == + oo, la borne inférieure de la
partie vide de R étant +00. Si Y est fermé dans X et si (XJ (resp. (Yp)) est la famille
des composantes irréductibles de X (resp. Y), tout Yp est contenu dans un X^, et plus
généralement toute chaîne de parties fermées irréductibles de X dont Yp est le plus
petit élément est formée de parties d'un X^; on a donc

(14.2.1.1) codim(Y, X) =inf(sup(codim(Yp, XJ))
P a

où pour chaque (î, a parcourt l'ensemble des indices tels que YpCX^.
Proposition (14.2.2). — Soit X un espace topologique.
(i) Si O est l'ensemble des parties fermées irréductibles de X, on a

(14.2.2.1) dim(X) ==sup(codim(Y, X)).
YGO
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§ i4 PRÉLIMINAIRES 9

(ii) Pour toute partie fermée non vide Y de X, on a

(14.2 .2 .2) dim(Y) +codim(Y, X)^dim(X).

(iii) Si Y, Z, T sont trois parties fermées de X telles que YcZcT, on a

(14.2.2.3) codim(Y, Z) + codim (Z, T)^ codim (Y, T).

(iv) Pour qu'une partie fermée Y de X jo^ ^/fc ̂  codim(Y, X)==o, z7/û^ ^ z7 suffit
que Y contienne une composante irréductible de X.

Les assertions (i) et (iv) sont des conséquences immédiates de la définition (14.2. i).
Pour démontrer (ii), on peut se borner au cas où Y est irréductible, et alors la formule
résulte des définitions (14. i . i) et (14.2. i). Enfin, pour démontrer (iii), on peut, en vertu
de la définition (14.2.1), se borner d'abord au cas où Y est irréductible; alors
codim(Y, Z) == sup (codim (Y, ZJ) pour les composantes irréductibles Z^ de Z conte-

ce
nant Y; il est clair que codim (Y, T)^ codim (Y, Z), donc l'inégalité est vraie si
codim (Y, Z) == + oo ; sinon, il existe un a tel que codim (Y, Z) == codim (Y, ZJ et en
vertu de (14.2.1), on peut se borner au cas où Z est lui aussi irréductible; mais alors
l'inégalité (14.2.2.3) est conséquence évidente de la définition (14.2.1) .

Proposition (14.2.3). — Soient X un espace topologique', Y une partie fermée de X. Pour
tout ouvert U dans X, on a

(14.2.3.1) codim (YnU, U)^ codim (Y, X).

En outre, pour que les deux membres de ( 1 4 . 2 . 3 . 1 ) soient égaux, il faut et il
suffit que, si (YJ est la famille des composantes irréductibles de Y rencontrant U, on ait
codim (Y, X) = inf (codim (Y<,, X)).

oc

On sait ( O j , 2 . i . 6 ) que Z->Z est une bijection de l'ensemble des parties
fermées irréductibles de U sur l'ensemble des parties fermées irréductibles
de X rencontrant U, et en particulier fait correspondre aux composantes irréductibles
de YnU les composantes irréductibles de Y rencontrant U; si Y^ est une de ces
dernières, on a donc codim (Y^, X)=== codim (Y^nU, U), et la proposition résulte alors
de la définition (14.2.1).

Définition (14.2.4). — Soient X un espace topologique, Y une partie fermée de X,
x un point de X. On appelle codimension de Y dans X au point x et on note codim^(Y, X) le
nombre sup (codim (YnU, U)), où U parcourt l'ensemble des voisinages ouverts de x dans X.

u
En vertu de (14.2.3), on peut aussi écrire

(14.2.4.1) codim^Y, X) ==lim (codim (YnU, U))

la limite étant prise suivant l'ensemble filtrant décroissant des voisinages ouverts de x
dans X. On notera que l'on a

codinx, (Y, X) = + oo si xe X — Y.

m
2



io A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

Proposition (14 .2 .5 ) .—Si (YJ^,^ est une famille finie de parties fermées d'un espace
topologique X, et Y la réunion de cette famille, on a

(i4.i2.5-1) codim(Y, X) = inf(codim (Y,, X)).

En effet, toute composante irréductible de l'un des Y^ est contenue dans une
composante irréductible de Y, et inversement toute composante irréductible de Y est
aussi composante irréductible de l'un des Y^ (Oi, 2 . 1 . 1 ) ; la conclusion résulte donc de
la définition (14.2.1) et de l'inégalité (14.2.2.3) .

Corollaire (14.2.6). — Soient X un espace topologique, Y un sous-espace fermé localement
noethérien de X.

(i) Pour tout xeX., il n'existe qu'un nombre fini de composantes irréductibles Y^Çï^i^n)
de Y contenant x, et Von a codim^(Y, X)==inf (codim (Y^, X)).

(ii) La fonction ^->codim^(Y, X) est semi-continue inférieur'ement dans X.
En effet, par hypothèse il y a un voisinage ouvert Uo de x dans X tel que YnUo

soit noethérien, donc n'ait qu'un nombre fini de composantes irréductibles, qui sont
traces sur Uo de composantes irréductibles de Y; a fortiori il n'y a qu'un nombre fini
de composantes irréductibles Y, (i ̂  ̂  n) de Y contenant x, et on peut, en remplaçant Uo
par un voisinage ouvert UcUo de x ne rencontrant aucun des Y. qui ne contiennent
pas x, supposer que les Y,nU sont les composantes irréductibles de YnU; pour tout
voisinage ouvert VcU de x dans X, les Y^nV sont alors les composantes irréductibles
de Y n V, et (14.2.3) montre alors que codim (Y^, X) == codim (Y^ n V, V), ce qui
prouve (i). En outre, pour tout x ' e V , les composantes irréductibles de Y contenant x '
sont certaines des Y,, donc codim^ (Y, X) ̂  codim^ (Y, X), ce qui démontre (ii).

14.3. La condition des chaînes.

(14.3.1) Dans un espace topologique X, nous dirons qu'une chaîne ZQ C Z^ C . . . C Z,^
de parties fermées irréductibles est saturée s'il n'existe pas de partie fermée irréductible Z'
distincte des Z^ et telle que Z^CZ'CZ^.^ pour un indice A.

Proposition (14.3.2). — Soit X un espace topologique tel que, pour deux parties fermées
irréductibles quelconques Y, Z de X telles que YcZ, on ait codim (Y, Z)<+oo. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

a) Deux chaînes saturées de parties fermées irréductibles de X, ayant mêmes extrémités, ont
même longueur.

b) Si Y, Z, T sont trois parties fermées irréductibles de X telles que YCZcT, on a

(14.3 .2 .1) codim (Y, T)= codim (Y, Z)+ codim (Z, T).

Il est immédiat que a) entraîne b ) . Réciproquement, supposons b) vérifiée, et
démontrons que si deux chaînes saturées de mêmes extrémités ont pour longueurs m
et n < m, on a nécessairement m==n. Raisonnons par récurrence sur n, la proposition
étant évidente pour n-= i. Supposons donc n>î, n<m, et soit Z^CZiC. . . CZ^ une
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§ i4 PRÉLIMINAIRES n

chaîne saturée telle qu'il existe une autre chaîne saturée d'extrémités Z^, Z^ et de
longueur m. Comme codim(Zo, ZJ^m>7z et que codim(Zo, Zi)== i, il résulte de b)
que codim(Zi, ZJ==codim(Zo, ZJ— i>n— i , ce qui contredit F hypothèse de récurrence.

Lorsque les conditions de (14.3.2) sont remplies, on dit que X satisfait à la
condition des chaînes, ou encore est un espace caténaire. Il est clair que tout sous-espace fermé
d'un espace caténaire est caténaire.

Proposition (14.3.3). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien de dimension finie.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Deux chaînes maximales de parties fermées irréductibles de X ont même longueur.
b) X est équidimensionnel, équicodimensionnel, et caténaire.
c) X est équidimensionnel, et pour deux parties fermées irréductibles Y, Z de X telles

que YCZ, on a

(14.3.3.1) dim(Z)=dim(Y)+codim(Y,Z).

d) X est équicodimensionnel et pour deux parties fermées irréductibles Y, Z de X telles
que YCZ, on a

(14.3.3.2) codim(Y, X) =codim(Y, Z) +codim(Z, X).

Les hypothèses sur X entraînent que les extrémités d'une chaîne maximale de
parties fermées irréductibles de X sont nécessairement un point fermé et une composante
irréductible de X (Oj, 2. i . 3) ; en outre, toute chaîne saturée d'extrémités Y, Z (avec YCZ)
est contenue dans une chaîne maximale dont les éléments autres que ceux de la chaîne
donnée, ou bien sont contenus dans Y ou bien contiennent Z. Ces remarques établissent
aussitôt l'équivalence de a) et b ) , et prouvent aussi que si a) est vérifiée, on a, pour toute
partie fermée irréductible Y de X

(14.3.3.3) di^(Y) +codim(Y, X) =dim(X) ;

comme (14.3.2.1) a lieu, on déduit aussitôt (14.3.3.1) et (14.3.3.2) de (14.3.3.3).
Inversement, (14.3.3.1) entraîne (14.3.2.1), donc (14.3.3.1) entraîne la condition
des chaînes en vertu de (14.3.2); en outre, en appliquant (14.3.3.1) au cas où Y est
réduit à un point fermé x de X et Z à une composante irréductible de X, on obtient
codim({^}, X) ==dim(Z) ; on en conclut que c ) entraîne b ) . De même, (14.3.3.2)
entraîne (14.3.2. i), donc la condition des chaînes; en outre, avec le même choix de Y
et Z que ci-dessus, (14.3.3.2) entraîne encore codim^A:}, X) =dim(Z), donc (toute
composante irréductible de X contenant un point fermé en vertu de (Oj, 2 .1 .3)) ,
d ) entraîne b ) .

On dit qu'un espace de Kolmogoroff noethérien est biéquidimensionnel s'il est de
dimension finie et s'il vérifie les conditions équivalentes de (14.3.3).

Corollaire (14.3.4). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien biéquidimensionnel;
alors; pour tout point fermé x de X et toute composante irréductible Z de X, on a

(14.3.4.1) dim(X) -dim(Z) =codim({^}, X) =dim^(X).
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^ A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

La dernière égalité résulte de ce que si YQ=={X}CY^C . . . CY^ est une chaîne
maximale de parties fermées irréductibles de X et U un voisinage ouvert de x,
les Un Y, sont des parties fermées irréductibles de U deux à deux distinctes (puisque
UnY,==Y,), d'où dim(U) ==dim(X) en vertu de (14.1.4).

Corollaire (14.3.5). — Soit X un espace de Kolmogoroff noethérien ; si X est
biéquidimensionnel, il en est de même de toute réunion de composantes irréductibles de X et de toute
partie fermée irréductible de X. En outre, pour toute partie fermée Y de X, on a alors

( 1 4 . 3 - 5 - ï ) dim(Y) +codim(Y, X) ==dim(X).

Toute chaîne de parties fermées irréductibles de X étant contenue dans une
composante irréductible de X, la première assertion découle aussitôt de (14.3.3).
En outre, si X' est une partie fermée irréductible de X, X' vérifie trivialement les
conditions (14.3.3, c)}, d'où la seconde assertion.

Enfin, pour démontrer (14.3.5.1)3 remarquons que F on a vu dans la démons-
tration de ( 14.3.3) que cette relation est vérifiée lorsque Y est irréductible ; si Y, ( i ̂  i ̂  m)
sont les composantes irréductibles de Y, celle des Y, pour laquelle dim(YJ est le plus
grand est aussi celle pour laquelle codim(Y^, X) est le plus petit; donc (14.3.5.1)
résulte des définitions de dim(Y) et de codim(Y, X).

Remarque (14.3.6). — Le lecteur remarquera que la démonstration de (14.3.2)
s'applique à un ensemble ordonné quelconque, le fait qu'il s'agit de parties fermées
irréductibles d'un espace topologique n'intervenant pas dans cette démonstration. Il en
est de même de la démonstration de (14.3.3) dans un ensemble ordonné E tel que pour
tout xeE, il existe un ^,^x qui soit minimal dans E, et où la longueur des chaînes
d'éléments de E est bornée.

§ 15. SUITES M-RÉGULIÈRES ET SUITES ^-RÉGULIÈRES

15. i. Suites M-régulières et suites M-quasi-régulières.

(15.1.1) Soient A un anneau, N un A-module; dans ce qui suit, nous noterons
N[Ti, . . ., TJ, pour abréger, le A-module gradué N®AA[TI, . . ., TJ (T, indéter-
minées), où N est gradué par la graduation triviale et A[T^, . . ., TJ par le degré total.

n

Soient M un A-module, / (i ̂ i^n) des éléments de A, 3 = S f^A l'idéal de A engendrét==i
par les/,, et munissons M de la filtration 3-préadique; on définit alors un homomorphisme
gradué surjectif de A-modules gradués, de degré o,

(i5.i.i.i) 9:(gro(M))[Ti, ...,TJ -^gr.(M)

de la façon suivante : si Çegro(M) est la classe mod. gM d'un élément xeM, au
couple formé de Ç et d'un polynôme P[Ti, ...,TJ homogène de degré k, on fait
correspondre la classe mod. g^M de P(/i, . . .,/JA:; il est immédiat que cette classe
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ne dépend que de Ç et de P, et si S^ est l'ensemble des polynômes homogènes de degré k
dans A[Ti, . . ., TJ, on a ainsi défini une application A-linéaire

9,:gro(M)®^-^gr,(M),

qui est surjective par définition de 3^ M.
Nous dirons dans ce qui suit qu'un élément /eA est non diviseur de ^éro dans un

A-module M si Phomothétie /^ : x->fx de M est injective.
Lemme (15.1.2). — Soient M un A-module, f un élément de A, et munissons M de la

filtration {fA)-préadique, S i / e s t non diviseur de ^éro dans M, P homomorphisme canonique défini
dans (15.1.1) :

( i 5 . i . 2 . i ) 9 : (M//M)[T] -^gr.(M)

est bijectif. La réciproque est vraie si M est séparé pour la topologie (fA)-préadique.
On a ici gr^(M) ==fkM|fk+lM; dire que 9 est injective signifie que pour tout xeM

et tout k, la relation fkxç=fk+lM implique xefM', il est clair qu'il en est bien ainsi si/
est non diviseur de zéro dans M. Inversement, remarquons que Phomothétie /^ : x->fx
définit par passage aux quotients, des homomorphismes gr^(M) —^ gr^^(M), donc un
homomorphisme gradué g de degré i de gr.(M) dans lui-même; et dire que 9 est injectif
exprime encore que g est injectif; Si on suppose la filtration de M séparée, il en résulte
que/j^ est injective (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. i du th. i).

Corollaire (15.1.3). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini.
Pour que f soit non diviseur de ^éro dans M, il faut et il suffit que 9 soit bijectif.

On doit seulement démontrer que la condition est suffisante; pour prouver que/^
est injective, il suffit de montrer que pour tout idéal premier p de A, Phomothétie de
rapport // ==//i eA' = Ap dans le Ap-module Mp = M' est injective (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n04, th. i). Or on a f^M'/f^M^ (/^M/y^M)®^, et il est immédiat
que Phomomorphisme canonique (p':(M7/ /M /)[T]->gr.(M /) est égal à 9®!^; si 9 est
injectif, il en est donc de même de 9' (O^, 1.3.2). On est donc ramené au cas où A est
un anneau noethérien local, dont nous désignerons par m Pidéal maximal. Si /^m,
alors/est inversible et il n'y a rien à démontrer. Si /em, on sait que M est séparé pour
la topologie (/A)-préadique (Oi, 7.3.5), et il suffit donc d'appliquer (15.1.2).

Définition (15.1.4). — Soient A un anneau, M un A-module. On dit qu'un élément /eA
est M-régulier (resp. ^.-quasi-régulier) si f est non diviseur de ^éro dans M (resp. si P homo-
morphisme (15.1.2.1) est bijectif).

Nous venons donc de démontrer que tout élément M-régulier est M-quasi-régulier,
et que la réciproque est vraie si A est noethérien et M un A-module de type fini. Lorsqu'on
ne suppose plus M de type fini, cette réciproque peut être en défaut : par exemple, si A
est un anneau principal qui n'est pas un corps, K son corps des fractions et M le
A-module K/A, on a /M==M pour tout /={=o dans A, donc les deux membres
de (15.1.2.1) sont réduits à o, mais/est alors diviseur de zéro dans M.
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(15.1.5) Supposons maintenant M muni d'une filtration (M^) telle que MQ=M,
et désignons par gr,(M) == ® MJM,,,i le A-module gradué associé. Les notations étantk ̂  0 '
celles de (15.1.1), posons, pour tout Â:>o,

(15.1.5.1) M,=M,+3M,_^+...+y- lMl+yMo.

II est clair que (M^;) est une filtration sur M. Lorsque M^^fi^M, où fi est un idéal de A,
la filtration (M^) n'est autre que la filtration (3+fi)-préadique. Nous noterons gr^(M)
le A-module gradué associé à (M^). Notons encore (gr.(M)®^(A/3))[Ti, . . . ,TJ le
produit tensoriel de A-modules gradués (II, 2 .1 .2 ) (gr.(M)®^(A/3))®A^[^i3 • • • ? TJ.
On définit un homomorphisme gradué surjectif de ^.-modules gradués^ de degré o,

(15.1.5.2) ^:(gr.(M)^(A/3))[Ti,...,TJ->gr:(M)

de la façon suivante : si oceA/3 est la classe d'un élément ûeA, ÇeM^/M^i la classe
d'un élément xeMjç et Pp^, ...,TJ un polynôme homogène de degré A, on fait
correspondre au triplet (a, Ç, P) la classe mod. M^+i de P(/i, .. ̂ f^ax\ on vérifie
encore aussitôt que cet élément ne dépend bien que de Ç, a et P, et cela définit l'homo-
morphisme gradué (15.1.5.2), qui est surjectif en vertu de la définition (15.1.5.1).
On retrouve F homomorphisme (15.1.1.1) en considérant la filtration sur M telle
que MI = o.

Lemme (15 .1 .6) . — On garde les notations de ( 1 5 . 1 . 5 ) et on suppose ^=i, en
posant f^fi- Si f est gr^(M.yrégulier, l9 homomorphisme ( 1 5 . 1 . 5 . 2 ) est bijectif.

Soit Q ;̂ (resp. Q ;̂) le sous-A-module des termes de degré k au premier (resp. second)
membre de (15.1.5.2). Munissons Q^ de la filtration

( 1 5 . 1 . 6 . 1 ) (QJ- S (gr,_,(M)®^(A//A))T
j^k—i

de sorte que (O^o^CL; et (Q^fc+i^0? et P01111 cette filtration, on a
gr,(QJ = (gr,(M)(x),(A//A))Tfc-l.

Munissons Q^ de la filtration formée des ^((0,^),) = (Q^fc)^. Comme ces filtrations sont
finies, il suffit de prouver que les homomorphismes ^ : gr,(Q^) -> gr,(Q^) déduits de ̂
sont injectifs (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 8, cor. i du th. i). Or on a
gr,(Q,)=((M,/M,^)®^(A//A))Tfe-^=(M,/(/M,+M^,))Tfc-^; d'autre part, (Q:,)^
est l'image de

M,+/M,_,+...+/ /C-^-1M^

dans M^/M^^. On est donc ramené à écrire que, pour xeM^ la relation

(15.1.6.2) /'-^M,+/M,_,+...+/^-X+i+M^

implique ^e/M,+M^. Or, le second membre de (15.1.6.2) est contenu dans
M^+M^i, et en vertu de (15.1.5.1), M^ est contenu dans M^^+^'^^'M.
L'hypothèse sur / entraîne que / est non diviseur de zéro dans M/M^ pour tout h
(Bourbaki, loc. cit.). La relation /Â;-^^e/ fc+l-^M+M^l entraîne donc (en raisonnant
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dans M/M^) l'existence d'un yeM tel que x—fyeM.^^, et comme ^eM,, on a
j^eM,, d'où (en raisonnant dans M/M,), ye M,, etfinalement A:(=/M,+M,^. G.Q^F.D.

Définition (15.1.7). — Soit (/)i^,^ ^ ^^ d'éléments de A. OTZ ûf^ qu'elle est
M-régulière si, pour i^i^n, f, est (M/( S f^M))-régulier. On dit que la suite (/) est

l^j^i-l

M.-quasi-régulière si r homomorphisme canonique 9 défini dans ( 1 5 . 1 . 1 . 1 ) est bijectif.
Lorsque M==A, on dit simplement « suite régulière » et « suite quasi-régulière ».
Proposition (15.1.8). — Les notations étant celles de (15.1.5), on suppose que la

suite f/)i^^ est g1'. (M) -régulière. Alors V homomorphisme canonique (15.1.5.2) est bijectif.
La proposition n'est autre que (15.1.6) pour T Z = I ; raisonnons par récurrence

n-i

sur n. Posons 3T == S/A, de sorte que S^S^+^A, et soit

M^M.+S-M^+.-.+r^Mi+r'Mo;

on peut donc écrire

M, = M,' +/M^ + ... +f^-lM[f +/Z^Mo/.

Notons gr^'(M) le A-module gradué associé à la filtration (M^) de M. On peut
écrire, à des isomorphismes canoniques près

(gr.(M)00(A/3))OOAri\, ..., Tn]=-Çgr.{M)®W))[T^ ..., T,_J®(A//,A)®A[TJ

et par suite (15. i .5.2) se factorise en

(15 .1 .8 .1) (gr:/(M)®(A//A))[TJ^gr:(M)

et

((gr.(M)®(A/:T))ri\, ...,T,_J)®(A//,A)®A[TJ^gr:'(M)®(A//,A)®A[TJ

^' étant l'application (15.1.5.2) où l'on remplace n par n—i, 3 par y et gr^(M)
par gr^(M). L'hypothèse de récurrence entraîne que ^/ est bijective et il reste donc à
voir qu'il en est de même de (15.1.8.1). En appliquant (15.1.6), il suffit de montrer
que/, est gr:'( M)-régulier. Mais gr:'(M) s'identifie à (gr.(M)®(A/:D)[Ti, . . ., T,_J;
par hypothèse, l'homothétie de rapport/ dans gr,(M)®(A/3") est bijective; il en est
par suite de même de l'homothétie de rapport/ dans gr^(M), puisque A[Ti, . . ., T^_J
est un A-module libre.

Proposition (15.1.9). — Soient M un A-module, f/)i^^ une suite d'éléments de A.
Si la suite (/.) est ^.-régulière, elle est M.-quasi-régulière. La réciproque est vraie lorsqu'on suppose
en outre que les A-modules M, M//M, . . ., M/( S /-M) sont séparés pour la topologie

n l^y^n—l

^-préadique {où 3= S/A).
i=l

La première assertion résulte de (15.1.8), où l'on prend Mi==o, et par suite
l'homomorphisme (15.1.5.2) se réduit à (15.1.1.1). Inversement, supposons que

n—l

l'homomorphisme 9 de (15.1 .1 .1) soit bijectif. Notons que si on pose 3T== S/A,
i=l

1 1 1
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et si on désigne par gr^(M) le A-module gradué associé à M filtré par la filtration
^'-préadique, 9 se factorise en
( I 5 . I . 9 . I ) (gC(M)®(A//,A))[TJ ^gr.(M)

et en 9'®!, où 9' est l'homomorphisme canonique
(gro'(M))[T\, ...^.J^gr^M).

Comme ces deux homomorphismes sont surjectifs, ils sont bijectifs si 9 est supposé bijectif,
donc 9' est nécessairement injectif, et par suite bijectif puisqu'il est surjectif. On peut
alors raisonner par récurrence sur n (le cas n=ï résultant de (15.1.2)), car sur

n-2

M, M/f^M, . . ., M/( SjCM) la topologie 3"-préadique est plus fine que la topologie
,=i

3-préadique, et par suite est séparée. On voit donc que la suite (^)i ̂ i^n-i est M-régulière.
D'autre part, montrons que l'hypothèse entraîne que si ^eM/3"M est tel que
/^e^+^M/y'M), alors on a ^e^(M/3"M). En effet, si x est un représentant dey,
montrons que l'on a ^^e^^M; notre assertion résultera alors du fait que (15.1.9.1)
est injectif. L'hypothèse entraîne f^xef^+lM+yfMcc^M, d'où, puisque 9 est injectif,
f^xe^M; par récurrence, on obtient ainsi .vegM, d'où finalement f^xe^^-M.
On termine le raisonnement comme dans (15.1.2) : sur M/3"M, la filtration 3-préadique
est identique à la filtration (^A)-préadique, donc est séparée par hypothèse, et on conclut
que l'homothétie de rapporta dans M/,3"M est injective, ce qui achève de montrer
que la suite (^)i^^n est M-régulière.

Corollaire (15. i. 10 ). — Avec les notations <fe ( 15. i. 9), supposons que pour tout A-module N
de type fini, M^N soit séparé pour la topologie ^-préadique. Alors, pour que la suite (^) soit
^.-régulière, il faut et il suffit qu'elle soit M-quasi-régulière.

On notera que l'hypothèse de (15.1.10) entraîne que, si la suite (^)i^^n est
M-régulière, il en est de même de la suite (/^)) pour toute permutation a de
l'intervalle [i, n].

Corollaire (15.1.11). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini,
[fï)i^i<n une suite finie d'éléments contenus dans le radical de A. Alors, pour que la suite (f^)
soit M.-régulière, il faut et il suffit qu'elle soit M.-quasi-régulière.

C'est un cas particulier de (15. i . 10), puisque tout A-module de type fini est alors
séparé pour la topologie g-P^dique (Oj, 7.3.5).

Remarques (15.1.12). — (i) Lorsque A est un anneau local noethérien, M un
A-module de type fini, et lorsque les f^ sont contenus dans l'idéal maximal de A, la
notion de suite M-régulière a été introduite parJ.-P. Serre sous le nom de M-suite [17].

(ii) Même si A est noethérien et M -== A, une suite (/, g) de deux éléments de A
qui est quasi-régulière n'est pas nécessairement régulière. Par exemple, la suite (o, i)
est quasi-régulière, puisqu'alors 3:=/A+.?A=A, donc gr.(A)==o; mais si A + o elle
n'est pas régulière; on notera toutefois que dans ce cas la suite (i, o) est régulière, car i
n'est pas diviseur de o dans A, et comme A/A==o, o n'est pas diviseur de zéro dans
ce module (cf. (15.1.1)).
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(iii) Dans (15.1.6), on ne peut en général remplacer l'hypothèse que / est
gr. (M)-régulier par l'hypothèse qu'il est gr.( M)-quasi-régulier. Pour le voir, reprenons
F exemple (15.1.4) où A est un anneau principal de corps des fractions K + A et
prenons M= K, la filtration (M^ de M étant définie par Mo== M = K, M^ = A, M^== o
pour k^2, d'où gro(M) -K/A, gri(M) =A, gr,(M) =o pour k^2. Si /+o dans A, on a
vu que/n'est pas gr.( M)-régulier, mais comme ona fkgr^M)|fk+lgr^M) =fkA|fk+lA,
il est immédiat que l'homomorphisme (15.1.2.1) (où M est remplacé par gr.(M)) est
injectif, donc/est gr.( M)-quasi-régulier. Mais avec les notations de (15.1.6), on a
alors M^=K pour tout k^o, donc gr^(M)==o, tandis que le premier membre
de (15.1.5.2) n'est pas réduit à o.

Proposition (15.1.13) . — Soient A un anneau, M, N deux A-modules, (/)i^^, une
suite d'éléments de A. Si la suite (/) est M-régulière et si N est un A-module plat, alors la^suite (/)
est M® ̂ -régulière. La réciproque est vraie si N est un A-module fidèlement plat.

i-l

En effet (sans hypothèse sur N), (M®^N)/( S /(M®^N)) est isomorphe à
i-l 1 = 1

(M/( S /,M))(x)^N; il suffit alors d'appliquer (Oi, 6. i . i) et (Oi, 6.4. i) à l'homothétie
?==l i-l

de rapport/ dans M/( S/-M).
? = = i

Corollaire ( 1 5 . 1 . 1 4 ) . — Soient A un anneau, M un A-module, (/)i^-<^ une suite finie
d'éléments de A. Soient p : A—^B un homomorphisme d'anneaux, M'== M/^==M®^B,/^=p(/)
pour î^i^n. Si B est un A-module plat et si la suite f/) est M-régulière, alors la suite (/ '̂) est
M'-régulière; la réciproque est vraie si B est un A-module fidèlement plat.

i-l i-l

En effet, M7( S/;M7) s'identifie à (M/( S /.M))(^B, et l'homothétie de rapport//
?=i i-i ?= i

dans le B-module M7( 2 /'M') à l'homothétie de rapport / dans le A-module
i-i i-1

(M/( S/,M))®JS; l'assertion résulte donc de (15.1.13).
?= i
Proposition (15.1.15). — Soient A un anneau, B une A-algèbre commutative, (/)i<,<^

z^ suite finie d'éléments de B, M un ^-module. Supposons que la suite (/) soit M-régulière et que
i—l

chacun des A-modules M/( S fyM.) {i^i^n) soit plat. Alors, pour tout homomorphisme d'anneaux
j==l

p :A->A, si l'on pose B'=B®^A', M'^M^A' ^ //=/®! (i^'^), ^ ^^ f/;) ^
t-1

M'-régulière et les A-modules M7( S/y'M') {i^i^n) sont plats.

Considérons la suite (exacte par hypothèse)

o -> M -t M ̂  M//M -> o

(la flèche M->M étant l'homothétie de rapport/ dans M). L'hypothèse que M//M
est A-plat entraîne que la suite

o -> M®^A ̂  M®^A' -^ (M//M)®^A' -> o

713
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est exacte (Oj, 6. i .2). Cela montre que Phomothétie de rapport// dans M' est injective.
i i

Posons ensuite, pour I^TZ—I, M,=M/( S^-M), M^=M7( S ^M') ; on a M,'==M^A',
j = l j = l

^iifi +1 ̂  =:= M^ ^, M^ // ̂  ^ M^ == M^ ̂  ; il suffit de remplacer dans le raisonnement précé-
dent M et/i par M, et /^ pour conclure que Phomothétie de rapport //^ dans M',
est injective, en raison de la platitude de MJf^^M^ La dernière assertion résulte
de (Oi, 6.2.1).

Proposition (15.1.16). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, k le corps résiduel
de A, 9 : A-^B un homomorphisme local, M un ̂ -module de type fini. Soit (/)i^^ une suite
d'éléments de l'idéal maximal de B, et pour tout i, soit g^ l'image de / dans B®^/;. Les conditions
suivantes sont équivalentes : ^

a) La suite (/) est ^.-régulière et les quotients M^=M/( S/M) sont des A-modules
plats pour i^i^n. ?-

b) La suite (/) est îA-régulière et le A-module M^ est plat.

c) Le A-module M est plat et la suite (&)i^^ est (M® ̂ k) -régulière.
d) Le A-module M est plat, et pour tout homomorphisme d'anneaux p :A->A', si on

pose B'^B^A', M^M^A',//^/®! (i^i^n), la suite (//) est M'-régulière.
Il est clair que a) entraîne b) ; pour montrer que b) entraîne d ) , il suffit, en vertu

de (15.1.15), de montrer que b) entraîne que les M^ sont des A-modules plats
pour o^i^n—i (en posant M()=M). Comme M^ _^ = MJ/. ̂  M^, on est ramené,
par récurrence descendante, à prouver que si h est un élément de l'idéal maximal de B
tel que l'homothétie de rapport h dans M soit injective et que M/AM soit un A-module
plat, alors M est un A-module plat; mais cela n'est autre que (Om, 10.2.7). Il est clair
que c ) est le cas particulier de d ) obtenu en prenant A' == k. Reste donc à prouver
que c ) entraîne a ) . Comme M est un A-module plat et un B-module de type fini, il
résulte de c ) et de (Om, 10.2.4) que Phomothétie de rapport f^ dans M est injective
et que son conoyau M//iM==Mi est un A-module plat. Raisonnons par récurrence
sur i et supposons démontré que M^ est un A-module plat; comme Phomothétie de
rapport g^^ dans M^O^À: est injective par hypothèse, il résulte encore de (Om, 10.2.4)
que Phomothétie de rapport /^ dans M^ est injective et que MJ/_^M^== M^^ est un
A-module plat, ce qui achève la démonstration. On notera que la démonstration du fait
que c ) entraîne a) n'utilise pas le fait que les / appartiennent à l'idéal maximal de B.

Corollaire ( 1 5 . 1 . 1 7 ) . — Les hypothèses sur A et B étant celles de ( 1 5 . 1 . 1 6 ) , soient M
un ^-module de type fini, plat sur A, R un sous-Q-module de M tel que N=M/R soit un A-module
plat. Soit (fi)^^i^n une smte d'éléments de l'idéal maximal de B ayant les propriétés suivantes :

(i) /McR pour i^i^n.
(ii) Si g^ est l'image de f^ dans B®^, la suite (&)i^^ est (M® ̂ -régulière.
(iii) La somme des sous- (B®^Â;) -modules ^(M®^A) de M®^Â; est l'image canonique

de R®^Â: dans M®^Â: (égale au noyau de l'homomorphisme canonique M€)^Â:->N®^).
u

Alors la suite (/) est ^.-régulière et l'on a R= S/M.
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Comme N est un A-module plat, il résulte de l'exactitude de la suite
o^R->M-^N->o que la suite o-—R®^k^M®^k^N®^k-^o est exacte ( O i , 6 . i . 2 ) ;
on a donc R®^==S^(M®^). Gomme M est un B-module de type fini et que B est

i

noethérien, R est aussi un B-module de type fini, d'où R = SjÇM en vertu du lemme
de Nakayama, les f^ appartenant à l'idéal maximal de B.

Lemme ( 15 .1 .18 ) . — Soient A un anneau, M un A-module muni d'une filtration séparée
et exhaustive (M^)^o et soit feA un élément gr,(M) -régulier. Alors :

(i) f est M.-régulier.
(ii) Pour tout k, on a M^n/M ==/M^, et l'image canonique M^ de M^ dans M' = M//M

est donc canoniquement isomorphe à MJfM.^.
(iii) La suite

o^M,^//M,^->M,//M,->gr,(M)//.gr,(M)^o

est exacte, et si l'on munit M' de la filtration quotient (M^), gr,(M') est donc canoniquement
isomorphe à gr,(M)/y\gr,(M).

L'assertion (i) résulte de l'hypothèse sur / et de Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 8, cor. i du th. i. Comme gr.(M/M^) est facteur direct de gr.(M),yest gr.(M/M^)
régulier pour tout k, donc (M/M^)-régulier par (i), ce qui établit (ii). Pour prouver (iii),
il suffit de voir que l'application M^^.i//M^^^->MJ/M^ est injective : or, si xeM^^,^
est tel que xefM.^, il résulte de (ii) que xefM^^^, ce qui achève de prouver le lemme.

Proposition (15. i. 19 ). — Soient A un anneau, M un A-module muni d'une filtration (M^>o
telle que MQ==M, C/^)i<^<^ une suite gr,(M) -régulière d'éléments de A. Supposons en outre que
pour o^i^n—i, la jïltration quotient de (M ;̂) sur M/( S ĵ .M) soit séparée. Alors la suite (^)

js^i

est ^A-régulière, et si l'on pose M'==M/( S ̂ M) et que l'on munit M' de la jïltration quotient
i^n

de (M^), gr.(M') est canoniquement isomorphe à gr.(M)/( S j^gr.(M)).
i^n

Pour n == i, la proposition résulte du lemme (15.1.18). Raisonnons par récurrence
sur n, en posant N = M/f S f^M.) et en désignant par (N^;) la filtration quotient de (M^;)

'is^n-l

sur N, qui est séparée par hypothèse; en outre gr.(N) est isomorphe à

gr.(M)/( S /,gr.(M)).
i^n—l

Par hypothèse^ est donc gr.(N) -régulier, et il résulte donc du lemme (15. i . 18) appliqué
à N que^ est N-régulier et gr^M") isomorphe à gr,(N)/^gr,(N), ce qui démontre la
proposition.

La proposition (15.1.19) s'appliquera en particulier pour les filtrations vérifiant
l'une ou l'autre hypothèse suivante :

i° La filtration (M^) est finie et séparée (puisque cela entraîne M^==o pour k assez
grand) ;

2° A est un anneau noethérien, 3 un idéal contenu dans le radical de A, M un A-module
de type fini et (MJ la filtration ^-préadique (Oj, 7.3.5).
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Corollaire (15.1.20). — Soient A un anneau, M un A-module, (/)i^,^ une suite
M-régulière d'éléments de A. Alors, quels que soient les entiers v,^ i, la suite (/J1) est M-régulière
et M/( S /J'M) a ̂  ^/^ ^ composition dont les quotients sont isomorphes à Ml( S f.M'»

i^n r "i^n^ '

Raisonnons par récurrence sur n\ pour n==î les assertions sont immédiates
puisque /^M/y^M est isomorphe à M//M, l'homothétie de rapport/dans M étant
injective par hypothèse. Posons alors N = M/( Z; f^M) ; par l'hypothèse de récurrence,

i^n—l

N admet une filtration/m'é? (N^) pour laquelle les gr^(N) sont isomorphes à M/( S /M) ;
i^.n—1

par hypothèse/ est donc gr.(N) -régulier; il résulte par suite de (15.1.19) que/, est
N-régulier. Appliquant le cas n == i démontré au début, on en conclut que /^n est
N-régulier et que N//^N admet une suite de composition dont les quotients sont
isomorphes à N//N; mais pour la filtration de N//N quotient de la filtration (N^),
g^N/AN) est isomorphe à g^(N)//gr^(N) par (15.1.19) pourtour, donc à M/( 2 /M),
ce qui prouve le corollaire. ^n

Proposition (15.1.21). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, 9 : A-^B un
homomorphisme local, M un ^-module de type fini, (/)i^^ une suite A-régulière formée
d'éléments de l'idéal maximal de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) M est un A-module plat.
b) Si 3 est l'idéal S; /A, M/gM est un A^-module plat et la suite (/) est M-régulière.

i^,n

Le fait que a) entraîne b) résulte de (15.1.13) et de (uni, 10.2.2). Inversement,
si la suite (/) est M-régulière, elle est M-quasi-régulière (15.1.9), donc l'homomor-
phisme (15.1.1.1) est bijectif. Mais comme la suite C/)i^^ est aussi supposée
A-régulière, elle est A-quasi-régulière ( 15. i . 9), et l'homomorphisme canonique (15.1 .1 .1)
correspondant (A/3)[Ti, .... TJ-^gr.(A) est bijectif. On en conclut que l'homomor-
phisme canonique (Om, 10.1.1.2)

gro(M)®^gr.(A)->gr.(M)

est bijectif. La conclusion résulte alors de (Ojn, 10.2.2), les/ étant dans l'idéal maximal
de A et l'homomorphisme 9 étant local.

15 . 2. Suites y-régulières.

(15.2.1) Soient X un espace annelé, y un ^x-Module, / ( i^^yz) une suite de
sections de 0^ au-dessus de X, / l'Idéal de 0^ engendré par les / (image de 0^ par
Y homomorphisme ^-^x défini canoniquement par les / (0;, 5. i . i )) . Les sous-^-
Modules / ^ y définissent sur y une filtration, et on pose encore gr^(^) ̂ ^J^/^4-1^';
si \ est l'ensemble des polynômes homogènes de degré total k dans l'an-
neau Z[Ti, . . ., TJ, S^ peut être considéré comme un faisceau simple sur X, et on
définit comme dans (15.1.1) un homomorphisme canonique

(^•a.i.i) 9^groW®zS^gr,(^)
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de la façon suivante : pour tout ouvert U de X (ou d'une base de la topologie de X),
on considère Phomomorphisme (15.1.1.1)

9,,u : gro(r(U, ̂ ))00^ -> gr,(r(U, ^-))

défini par les n sections /|Uer(U,fi^ le F (U, ^-module F(U, ^r) étant filtré
par les sous-modules (F(U, ̂ ^(U, ̂ ). Le ^-Module gr^) étant associé au pré-
faisceau U->gr^r(U,J^)) pour tout A, les 9^ y définissent un homomorphisme de
^x-Modules (15.2.1.1). En vertu des propriétés d'exactitude des limites inductives de
modules et de leur commutation aux produits tensoriels, il résulte de ce qui précède
que pour tout xeX, F homomorphisme (9^ des fibres des deux membres de (15.2. i . i)
au point x s'identifie à l'homomorphisme de (15.1.1)

(^.i.a) groOT®zS, -^ gr.OT

défini par la suite ((/)Ji^^ d'éléments de ^.
(15.2.2) Les notations étant celles de (15.2. i), nous dirons que la suite (/)i^^

est ^-régulière si, en désignant par f^ le sous-(^-Module de y image de l'endo-
i-l

morphisme de y défini par/., l'endomorphisme de ^7( S/^) défini par/, est injectij
pour i^i^n; nous dirons que la suite (/) est ^-quasi-régulière si les homomor-
phismes (15.2. i . i) sont injectifs. Il résulte de ces définitions et des remarques de (15.2. i)
que pour que la suite (/) soit ^"-régulière (resp. ^-quasi-régulière), il faut et il suffit
que, pour tout xeX, la suite ((/,)ji^^^ soit ^-régulière (resp. ^-quasi-régulière). Toute
suite ^-régulière est donc ^-quasi-régulière (15.1.9); la réciproque est vraie si y
est un ^"Module de type fini, si les (9^ sont des anneaux noethériens pour tout ;ceX et
si en outre les {f^ appartiennent au radical de ^ pour tout xeX. (15.1.11).

Si X=Spec(A) est un schéma affine, et ^=M, il résulte de (I, i .3) que pour
que la suite (/,) soit ^-régulière (resp. ^-quasi-régulière) il faut et il suffit qu'elle soit
M-régulière (resp. M-quasi-régulière).

Lorsque y= 0^, on supprimera la mention de y dans les définitions précédentes.
1Î

Remarque (15.2.3).— Lorsque X=Spec(A) et 3= S/A, la suite (^.) est quasi-
régulière pour tout A-module M dans tout ouvert U ne rencontrant pas V(3), car en tout
point xeV, on a ^=0^ et les deux membres de (15.2 .1 .2) sont nuls. La notion de

y^/
suite M-régulière n'a donc d'intérêt qu'au voisinage des points de V(3).

Proposition (15.2.4). — Soient X un espace annelé, y un O^-Module cohérent, x un point
de x? (fi)i^i^n une suite d'éléments de F(X, fi^)- Si la suite ((/Di^,^ est ^-régulière,
il existe un voisinage ouvert U de x tel que la suite (/|U)i^^ soit ( '̂|U) -régulière.

i-l "' "'

En effet, pour ï^i^n, le C}^-Mod\i[e .̂  S^.^) est cohérent (Oi, 5.3.4), donc

il en est de même du noyau de l'endomorphisme de ce (P^-Module défini par/ (Oj, 5.3.4) $
comme la fibre au point x de ce noyau est nulle, il en est de même de sa restriction à
un voisinage de x (Oj, 5.2.2).
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Proposition (15.2.5). — Soit u==(^,Q) : X->Y un morphisme plat d'espaces annelés
(Oi,6.7.i); soient y un 0^-Module, ^S^u^}^ C/Di^^n une sulte d'éléments de
r(Y, éy, (&)î , /â^^^/^^mû^&=6(/,)er(Y,^(^^ ^x)- Silasuite (^
est y-régulière^ la suite (g^) est ^-régulière. La réciproque est vraie si u est un morphisme fidèlement
plat (Oi,6.7.8).

Soient x un point de ^K.,jy=u{x)==^{x) ; on a

^ = CW®^ ̂  et (^ = WÂW) ;

comme par hypothèse 6Î:^(^)->^ fait de ^ un ^{Oy) -module plat, et que le
foncteur ^ est exact, la première assertion résulte de l'assertion correspondante
de (15. i . 14) ; il en est de même de la seconde, compte tenu de ce que l'hypothèse que u
est fidèlement plat signifie que ^ est surjectifet que 6J fait de (9^ un ^{(Oy) -module fidèle-
ment plat.

§ 16. DIMENSION ET PROFONDEUR
DANS LES ANNEAUX LOCAUX NOETHÉRIENS

16 . i. Dimension d'un anneau»

(16.1.1) On appelle dimension (ou dimension de Krull) d'un anneau A et on note
dim A la dimension (combinatoire) de son spectre Spec(A) (14.2.1); comme les parties
fermées irréductibles de Spec(A) sont les V(p), où p est un idéal premier de A
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 4, n° 3, cor. i de la prop. 14), il revient au même
de dire que dim (A) est la borne supérieure des longueurs des chaînes (14.1.1)

p o C p i C . . . C p ^

d'idéaux premiers de A. Si A 4= o, on a dim A^ o. Un anneau artinien 4= o (en particulier
un corps) est de dimension o (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7) ; un
anneau de Dedekind qui n'est pas un corps (en particulier Z ou un anneau A[T] de
polynômes à une indéterminée sur un corps k) est de dimension i (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. VII, § 2). Un anneau noethérien n'est pas nécessairement de dimension finie [30].

Si (pj est la famille des idéaux premiers minimaux de A, on a (14. i .2. i)

(16. i . i. i ) dim (A) == sup(dim(A/pJ ).
a

(16.1.2) Pour tout idéal a de A, les idéaux premiers de A/a correspondent
biunivoquement aux idéaux premiers de A contenant a, donc

(16. i. 2. i ) dim(A/a) ̂  dim(A).

Si en outre a n'est contenu dans aucun idéal premier minimal p^ de A, toute chaîne
d'idéaux premiers de A contenant a peut être complétée par un des p^, donc on a

(16.1.2.2) i +dim(A/a)^dim(A).
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(16.1.3) Si S est une partie multiplicative de A, les idéaux premiers de S~lA
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A ne rencontrant pas S, donc
on a
(16.1.3.1) din^S-^A^din^A).

Pour tout idéal premier p de A, on a, par définition (14.2.1)
(16.1.3.2) dim(Ap)=codim(V(p), Spec(A)).

Ce nombre est encore appelé hauteur de l'idéal premier p et noté ht(p). Plus généralement,
pour tout idéal a de A, on appelle hauteur de a le nombre
(16.1.3.3) ht(a)=codim(V(a),Spec(A)).

Si (p^) est la famille des idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent a,
on a donc (14.2. i)

(16.1.3.4) ht(a)=inf(ht(p,)).A
On a évidemment

(16.1.3.5) dim(A)=sup(dim(AJ)
m

où m parcourt l'ensemble des idéaux maximaux de A.
(16.1.4) Pour tout idéal premier p de A, on a (14 .2 .2 .2)

(i6.1.4. i) dim(Ap) +dim(A/p)^dim A.

On dit que A est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéquidimensionnel)
lorsque Spec(A) est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéqui-
dimensionnel). Lorsque A est noethérien et biéquidimensionnel, les deux membres
de (16.1.4.1) sont égaux pour tout idéal premier de A (14.3.5).

Pour tout idéal a de A, les idéaux premiers de A/a correspondent biunivoquement
aux idéaux premiers de A contenant a, donc, si A est caténaire, il en est de même de A/a.
De même, pour toute partie multiplicative S de A, les idéaux premiers de S~1A corres-
pondent biunivoquement aux idéaux premiers de A ne rencontrant pas S, donc si A est
caténaire, il en est de même de S^A.

En outre, comme les idéaux premiers de A contenus dans un idéal premier p
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de Ap, pour que A soit caténaire,
il faut et il suffit que Ap le soit pour tout p. Dire que A est caténaire signifie donc
((14.3.2) et (16.1.3.2)) que pour tout couple d'idéaux premiers p, q de A tels
que qCp, on a
(16.1.4.2) dim(A,) +dim(Ap/qAp) =dim(Ap).

Si A est biéquidimensionnel, il en est de même de Ap pour tout idéal premier p
de A.

Proposition (16.1.5). — Soit p : A->B un homomorphisme d9 anneaux faisant de B une
A'algèbre entière. Alors on a dim(B)^dim(A) ; si de plus p est injectif, on a dim(B)=dim(A).
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Si n est le noyau de p, p(A) est isomorphe à A/n, donc dim p(A)^dim(A)
par (16.1.2.1) , et comme B est entier sur p(A), on peut se borner à démontrer la
seconde assertion lorsque AcB. Si p o C p i C . - . C p ^ est une chaîne d'idéaux premiers
de B, les p^nA sont alors des idéaux premiers distincts dans A (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 2, n° i, cor. i de la prop. i), donc forment une chaîne d'idéaux premiers.
Inversement, pour toute chaîne poCpiC. . . Cp^ d'idéaux premiers de A, on sait qu'il
existe pour chaque i un idéal premier p '̂ de B tel que p^'nA==p^ et que p^'cp^
pour o^i^m—i (loc. cit., cor. 2 du th. i). D'où la conclusion.

Proposition (16.1.6). — Soient B un anneau intègre, A un sous-anneau local de B, m son
idéal maximal. Supposons que A soit intégralement clos et que B soit entier sur A; alors, pour tout
idéal maximal n de B, on a dim(B )̂ ==dim(A).

La première partie du raisonnement de (16.1.5) montre que dim(BJ^dim(A).
Inversement, considérons une chaîne d'idéaux premiers poCpiC. . . Cp^;=în de A; on
sait que nnA==m (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° i, prop. i) et en vertu des
hypothèses faites, on peut appliquer le second théorème de Cohen-Seidenberg (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § 2, n° 4, th. 3), qui prouve l'existence d'une chaîne d'idéaux
premiers p o C p ^ C . . . Cp^==n de B telle que p^nA=p^ pour tout î; on en déduit
aussitôt dim(BJ^dim(A), d'où la proposition.

(16.1.7) Soit M un A-module; on appelle dimension de M et on note dim^(M)
ou dim(M) la dimension de Panneau A/Ann(M) (isomorphe à Panneau des homo-
théties A^ de M). On a donc dimÇM^) =dim(M) pour tout Â:>O. Si M est de type fini,
les idéaux premiers de A contenant Ann(M) sont exactement ceux qui appartiennent
à Supp(M) (Oj, 1.7.4) et ce dernier est fermé dans Spec(A), donc on a alors
(16.1.7.1) dim(M)==dim(Supp(M))^dim(A).

Si M, N sont deux A-modules tels que N C M, on a
(16.1.7.2) dim(N)^dim(M), dim(M/N)^dim(M).

Si S est une partie multiplicative de A et si M est de type fini, on a
(16.1.7.3) dims-^S-'M^dim^M).

En effet, on a An^S^M^^S^An^M) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2,
no 4) et S-^A/S^AnnÇM^S-^A/An^M)).

Par ailleurs, toute chaîne maximale d'idéaux premiers contenant Ann(M) se
termine par un idéal maximal m, donc sa longueur est égale à celle de la chaîne des
idéaux premiers correspondants de A^ (qui contiennent Ann(M^) = (Ann(M))^) ; de
cette remarque et de (16.1.7.3), on tire
(16.1.7.4) dimA(M)=sup(dimA (MJ)

m

où m parcourt l'ensemble des idéaux maximaux de A.
On dit que M est caténaire (resp. équidimensionnel, équicodimensionnel, biéquidimensionnel)

lorsque A/Ann(M) l'est.
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Proposition (16.1.8). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, p un idéal'
premier de A. On a alors

(16.1 .8 .1) dirn^ (M^+dim^M/pM^dim^M).

On a Ann(Mp) = (Ann(M))p, donc les idéaux premiers de Ay contenant Ann(Mp)
correspondent biunivoquement aux idéaux premiers de A contenant Ann(M) et contenus
dans p. D'autre part, si Ann(M)==n, V(Ann(M/pM))==V(p+n) (Oi, 1.7.5), donc les
idéaux premiers de A contenant Ann(M/pM) contiennent p+n; d'où la conclusion.

Cette dernière remarque montre en outre que l'on a

(16.1.8.2) dimA/p(M/pM)==dim^(M/pM).

Proposition (16.1.9). — Soient A un anneau noethérien, p : A->B un homomorphisme
d'anneaux, M un B-module tel que M^pj soit un A-module de type fini. Alors on a

(16.1.9.1) dim^(M^)==dimB(M).

En effet, l'anneau B^ des homothéties du B-module M s'identifie à un sous-
anneau de C=End^(M[pj), et G est un A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, n° i, lemme 2), donc il en est de même de B^; d'ailleurs l'anneau A^
des homothéties du A-module Mr i est un sous-anneau de Bj^, image canonique de A
dans C, donc Bj^ est fini sur A^; la conclusion résulte donc de (16. i .5).

(16.1.10) Soit A un anneau noethérien; si M est un A-module de longueur finie,
on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7 et cor. i de la prop. 7)
que Supp(M) est un espace fini discret, donc dim(M)=o si M 4=0; réciproquement,
si M est un A-module de type fini tel que dim(M) == o, tout point de Supp(M) est fermé,
autrement dit est un idéal maximal de A, donc (loc. cit., prop. 7) M est de longueur finie.

16 . 2. Dimension d'un anneau semi-local noethérien (1).

(16.2.1) Soient A un anneau semi-local noethérien, r son radical; rappelons qu'un
idéal de définition q de A est un idéal tel que qCr et que q contienne une puissance de r;
il revient au même de dire que les seuls idéaux premiers contenant q sont maximaux,
ou que A/q est un anneau artinien. Soit M un A-module de type fini; pour tout

n—l

entier n>o, M^M est un A-module de longueur finie, égale à S long(gr^(M)), oùgr.(M)
i=0

est le (A/q)-module gradué associé à M muni de la filtration q-préadique. On sait qu'il
existe un polynôme Q^{n) à coefficients rationnels tel que long(gr^(M)) ==Q,(^) pour n
assez grand (III, 2.5.4) ; on en déduit aussitôt qu'il existe un polynôme Pq(M, n) en n, à
coefficients rationnels, tel que long(M/qnM) == Pq(M, n) pour n asse^ grand', il est clair que
ce polynôme est unique et que son coefficient dominant est > o si M 4= o ; on dit que
c'est le polynôme de Hilbert-Samuel de M pour la filtration q-préadique.

(1) Ce numéro reproduit l'exposé donné par Serre dans un cours au Collège de France en 1958.
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Lemme (16.12.2.1). — Soit (MJ une filtration (\-bonne de M (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, n° i ) ; alors long(M/MJ est égal, pour n grand, à un polynôme en n dont le
degré et le coefficient dominant sont les mêmes que ceux de Pq(M, n}.

En effets il existe n^ tel que M^^=qM^ pour H^HQ, d'où les inclusions
cfl+noM.CM.^^^^qnM.^Cc\nM.CM.^ pour n grand, ce qui entraîne

P,(M, n+n,)^ long(M/M^J^ P,(M, n)^ long(M/MJ

et par suite la conclusion.
Si q' est un second idéal de définition, on a q'Dq^ pour un entier m, donc

P., (M, yz) ^ Pq(M, mn) ; par suite le degré de Pq(M, ri} ne dépend pas de l'idéal de définition q
considéré; on le note ûf(M).

Lemme (16.2.2.2) . — Soit o -> M' —^ M -> M" -> o une suite exacte de A-modules de
type fini. Alors le polynôme Pq(M, n) —P^(M', n) —P^M", n) a un degré ^ d(M') — i ̂ rf(M)—-i.

En effet, la filtration des M^^M'nc^M' est q-bonne (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, n° i, prop. i ) ; comme longÇM^M) =long(M'7qnM / /) +long(M7M;)
le lemme résulte aussitôt de (16 .2 .2 .1) appliqué à M'.

Théorème (16.2.3) (Krull-Ghevalley-Samuel). — Soient A un anneau semi-local
noethérien, r son radical, M=j=o un A-module de type fini, d(M) le degré du polynôme de Hilbert-
Samuel de M [pour un idéal de définition quelconque de A) ; soit d'autre part J-(M) la borne inférieure
des entiers n tels qu'il existe des éléments x^, . . ., x^ de r pour lesquels M/(^M+ . . . +^M)
soit de longueur finie. Alors on a

rf(M)=J(M)=dim(M).

Lemme (16.2.3.1). — Pour tout xev, soit yM. le sous-module de M. formé des éléments
annulés par x. Alors :

(i) On a J(M)^(M/^M)+I.
(ii) Soient p^ les idéaux premiers appartenant à Supp(M) et tels que

dim(A/p,) ==dim(M) (i^z '^m).

Si xfp^ pour tout i, on a dim(M/^M)^dim(M)—i.
(iii) Si q est un idéal de définition de A, le polynôme

P^M,n)-P,{MlxM,n)

est de degré ^ ûf(M) — i.
L'assertion (i) est triviale, car si (^)i^^ est tel que pour le module

N==M/.dM, N/(A:iN+ . . . +^N) soit de longueur finie, il suffit d'observer que ce
module est isomorphe à M/(dV[+^M+ . . . +x^M).

Pour prouver (ii), on remarque que, si a est Pannulateur de M, les idéaux premiers
qui contiennent Fannulateur de M/^M sont ceux qui contiennent û+Ax (Oi, i .7.5);
aucun des p, ne peut donc contenir a+Ax et par définition de dim(M) (16. i .7) toute
chaîne d'idéaux premiers contenant a+Ax a donc une longueur ^dim(M)—i.
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Enfin, pour démontrer (ni), on note que l'on a deux suites exactes

o -> JM -> M 4- xM -> o, o -> A:M -> M -> MfxM -> o

et l'assertion découle aussitôt du lemme (16.2 .2 .2) .
La démonstration de (16.2.3) se fait en trois étapes :
(16.2.3.2) On a dim(M)^rf(M).
Raisonnons par récurrence sur rf(M), le cas ûf (M)==o étant trivial. Supposons donc

rf(M)^i , et soit poeSupp(M) tel que dim(A/po) =dim(M). Cela entraîne que po est un
élément minimal de Supp(M), donc il est associé à M (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § i,
n° 4, th. 2) et M contient par suite un sous-module N isomorphe à A/pç (loc. cit., § i,
n° i ) ; comme rf(M)^ûf(N) par (16.2.2.2) , on est ramené à prouver que dim(N)^rf(N).
Soit donc PocPlc • ' ' ^n une chaîne d'idéaux premiers distincts dans A, et montrons que
TZ^rf(N). C'est évident si n==o. Sinon, il existe xep-^nï tel que A^po, car la relation
Pô3?!01* entraînerait pgDr puisque po ne contient pas p^, donc p^ serait maximal, ce qui
est absurde. On a p,eSupp(N/^N), pour î> i, donc n— i ^ dim(N/A;N) (16.1.7). Comme
yN =o en vertu du choix de x, on a Û?(N/A:N) ̂  û f (N)—i par (16.2.3. i, (iii)). L'hypo-
thèse de récurrence implique alors â?(N/;cN) = dim(N/A;N) > n — i, donc n — i ̂  rf(N) — i.

(16.2.3.3) On a ûf(M)^j(M).
Soit en effet (^)i^i^^ une famille d'éléments de r telle que, si l'on pose

a=^iA+ • • • +^n^5 M/aM soit de longueur finie. Les idéaux associés à M/aM sont
alors maximaux (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 7) et comme ce sont les
seuls idéaux premiers contenant q == a + (rnAnn(M)), A/q est artinien (loc. cit., prop. 9)
et q est un idéal de définition de A. Mais on a q^M/q^^M = a^M/cf^M, et si M est
engendré par r éléments ^, amM|am+lM est un (A/q)-module engendré par les images

canoniques des x^x^...x^^ où 2^==m, donc par r( » éléments ; sa longueur

est par suite ^ar^ ^ j , où a est une constante, et on en déduit aussitôt que le

degré de P?(M, n) est ^n\ d'où rf(M)^(M).
(16.2.3.4) On a ^(M)^dim(M).
Notons d'abord que n == dim(M) est fini par (16.2.3.2) . Raisonnons par récurrence

sur n'y la proposition est évidente pour n==o, puisque M est alors de longueur
finie (16. i. 10). Supposons n^ i, et soient p, (i^z'^m) les idéaux premiers de Supp(M)
tels que dim(A/p,) =n\ la définition des p, montre que ce sont des éléments minimaux
de Supp(M), donc en nombre fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § i, n° 4, th. 2).
Comme n^ï, les p^ ne sont pas maximaux, et il existe donc xeï tel que x^p^ pour
tout i (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i, n° i, prop. 2). En vertu de (16.2.3.1),
on a J-(M)O(M/^M) + i et dim(M)^dim(M/A;M) + i ; l'hypothèse de récurrence
entraîne que ^(M/^M)^dim(M/A;M), d'où la conclusion.

Corollaire (16.2.4). — Sous les hypothèses de (16.2.3), on a

(16.2.4.1) dim^(M) ==dim^(M).
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En effet, M/^M et M/rM sont isomorphes, donc rf(M)==rf(M).

Corollaire (16.2.5). — La dimension d'un anneau semi-local noethérien A est finie et égale
au nombre minimum d'éléments du radical de A engendrant un idéal de définition.

C'est l'égalité ^(M)==dim(M) pour M=A.

En particulier :

Corollaire (16.2.6). — Soient A un anneau local noethérien^ m son idéal maximale
Â:==A/m son corps résiduel; on a

(16.2.6.1) dim(A)^rg,(m/m2).

En effet, on sait que si les x^ï^i^n} sont des éléments de m dont les classes mod. ni2

forment une base du A-espace vectoriel m/m2, les ^ engendrent m (Bourbaki, Alg, comm.,

chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 4).

Proposition (16.2.7). — Soient k un corps, B une k-algèbre graduée de type fini à degrés positifs engendrée par ses éléments
homogènes de degré i et telle que BQ=Â;; soient E un ^-module gradué de type fini, de sorte (III, 2.5.4) que, pour n
assez grand, rg^(E^) ==r(n) est de la forme <D(n)—<D(n—i), où 0 est un polynôme en n de degré à. Alors il existe
dans B une famille (^)i ̂ ^d de d éléments homogènes de degrés $? i tels que E/(S^E) soit de rang fini sur k.

i
Soit q l'idéal maximal @ B-, de B, et, pour tout n, soit E» le sous-B-module @ Ei. de E. Tout

n^l n ' n h^n+1 h

élément de B—q détermine une homothétie injective dans le B-module artinien E /E , , et cette homothétie est
donc bijective (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 2, n° 2, lemme 3), ce qui entraîne que (E/Ey;)q s'identifie
à E/E^ ; comme le corps résiduel de Bq est k, on déduit de l'hypothèse que longg ( (E/E^L) est un polynôme
en n de degré d. D'autre part, comme E est un B-module de type fini et que B est engendré par ses éléments
homogènes de degré i, la filtration (E^) sur E est q-bonne (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § i, n" 3, lemme i),
donc la filtration ((E^)q) sur Eq est qBq-bonne. Puisque Bq est un anneau local noethérien, on conclut de (16.2.3)
et de (16.2.2.1) que l'on a dim(Eq)==û?. Raisonnons alors par récurrence sur d, le lemme étant évident
si d==o. Supposons d^ i, et observons que les idéaux premiers minimaux p^ ( i ^ î ' ^ r ) dans Ass(E) sont
gradués (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 3, n° i, prop. i), et que q est distinct de la réunion des p -̂ puisque d ̂  i ;
il y a donc un élément homogène t-^çq n'appartenant à aucun des p^ (Bourbaki, Aig. comm., chap. III, § i, n° 4,
prop. 8). Comme les idéaux premiers (P^q sont les éléments minimaux de Ass(Eq) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § i, n° 2, prop. 5), on a dim(Eq/^Eq) = d-—i (16.3.4). Il suffit alors d'appliquer l'hypothèse de
récurrence au B-module gradué E/^E pour obtenir la conclusion.

16 .3. Systèmes de paramètres dans un anneau local noethérien.

Proposition (16.3.1). — Soient A un anneau noethérien, p un idéal premier de A, n un

entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ht(p)=dim(Ap)^7z;

b) // existe n éléments x^ de A {i^i^n) tels que p soit minimal dans l'ensemble des idéaux

premiers contenant U idéal a engendré par les x^ (autrement dit V(p) est une composante irréductible

de V(û)).

La condition b) entraîne que aAp est un idéal de définition de Ap, d'où a) en vertu

de (16.2.5). Inversement, si a) est vérifiée, il existe un idéal de définition 5 de Ap engendré

par n éléments xjs, avec se A—p. En vertu de la correspondance biunivoque entre

idéaux premiers de Ap et idéaux premiers de A contenus dans p, l'idéal a de A engendré

par les x^ vérifie b ) .
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Pour n == 15 on obtient le cas particulier :
Corollaire (16.3.2) (« Hauptidealsatz »). — Pour qu'un idéal premier dans un anneau

noethérien soit de hauteur ^i , il faut et il suffit qu'il soit minimal dans l'ensemble des idéaux
premiers contenant un idéal principal convenable.

Corollaire (16.3.3) (Artin-Tate). — Soit A un anneau intègre noethérien. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) A est un anneau semi-local de dimension ^ i.
b) // existe /4= o dans A tel que A. soit un corps.
La condition a) équivaut à dire que A n'a qu'un nombre fini d'idéaux premiers

m, 4=0, et que ces idéaux sont tous maximaux (o étant un idéal premier). Gomme le
produit des m, n'est pas nul, puisque A est intègre, un élément /4= o de ce produit
appartient à tous les m,, donc (o) est le seul idéal premier de l'anneau intègre A^,
autrement dit A^ est un corps. (On notera que cette partie de la démonstration n'utilise
pas le fait que A est noethérien.) Prouvons maintenant que b) entraîne a ) , l'hypo-
thèse b) signifie que tout idéal premier p 4=0 de A contient/. Soient p, (î^i^n) les
idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent / (qui sont en nombre fini
puisque A//A est noethérien) ; il suffit de prouver que les p, sont des idéaux maximaux,
car alors tout idéal premier 4=0 contient nécessairement un des p,, donc lui est égal.
Supposons donc qu'il existe un idéal maximal m contenant un des p, et distinct des p,;
m n'est donc pas contenu dans la réunion des p, (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i,
n° i, prop. 2), autrement dit il existe gem n'appartenant à aucun des p,. Soit q un
des idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent g , il résulte du « Haupt-
idealsatz» (16.3.2) que q est de hauteur i, donc 4=0; il contient par suite/, donc aussi
un des p,, et comme geq et que g n'appartient à aucun des p,, q est distinct des p,; il serait
donc de hauteur ^2, ce qui est contradictoire.

Proposition (16.3.4). — Soient A un anneau semi-local noethérien, r son radical, M un
A-module de type fini, p, les éléments de Supp(M) tels que dim(A/p,) ==dim(M). Alors les p,
sont des éléments minimaux de Ass(M), et l'on a dim(M/p,M) ===dim(M). Pour tout xex, on a
(16.3.4.1) dim(M/A:M)^dim(M)—i.

En outre, pour que les deux membres de (16.3.4.1) soient égaux, il faut et il suffit que x
n'appartienne à aucun des p^.

La première assertion est immédiate, car les p, sont par définition des éléments
minimaux de Supp(M) (16. i .6), et ces derniers sont aussi éléments minimaux de Ass(M)
(Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § i, n° 4, th. 2). En outre, Supp(M/p,M) est l'ensemble
des idéaux premiers contenant p, (Oi, 1.7.5), donc dim(M/p,M) = dim(A/pJ = dim(M).

Posons N==M/A:M. Si^, . . ..^ sont des éléments de r tels que N/(^N+ . .. +^N)
soit de longueur finie, cela signifie que M/(A:M+^M+ . . . +^M) est de longueur
finie, d'où l'inégalité (16.3.4.1) en vertu de (16.2.3).

Le fait que les deux membres de (16.3.4.1) soient égaux lorsque x n'appar-
tient à aucun des p, résulte de (16.3.4.1) et de (16.2.3.1) . Inversement, si
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dim(M/^M) ==dim(M)—i, aucun des p, ne peut appartenir à Supp(M/dM), et les
idéaux premiers de ce support sont ceux qui contiennent Ann(M) +A^; comme les p .̂
contiennent Ann(M), ils ne peuvent contenir x.

Corollaire (16.3.5). — Avec les notations de (16.3.4), pour tout idéal dCp^, on a
dim(M/aM) =dim(M) et si l'on pose N==M/aM, la relation dim(M/;cM) =dim(M)—i
entraîne dim(N/^N) = dim(N) — i.

En effet, Supp(N) est l'ensemble des idéaux premiers contenant a+Ann(M),
donc p, appartient à Supp(N) et comme dim(N)^dim(M) ==dim(A/p,), on a
dim(A/p^) =dim(N) ; en outre les idéaux premiers qeSupp(N) tels que dim(A/q) ==dim(N)
sont certains des py; si x n'appartient à aucun des py, on a donc dim(N/;cN) ==dim(N) — i
en vertu de (16.3.4).

Définition (16.3.6). — Soient A un anneau semi-local noethérien, r son radical, M un
^.-module de type fini, et posons 7î==dim(M). On appelle système de paramètres pour M tout
système (^)i^^ de n éléments de r tel que M/(A:iM+ . . • +^M) soit de longueur finie.

On a vu (16.2.3) qu'il existe toujours de tels systèmes. ^
On a vu au cours de la démonstration de (16.2.3.3) que si 3= S ̂ A est tel

que M/3M soit de longueur finie, q==3+Ann(M) est un idéal de définition de A, et
réciproquement, s'il en est ainsi, M/^M est un module de type fini sur l'anneau arti-
nien A/q, donc est de longueur finie. Il revient donc au même de dire que (^)i^^
est un système de paramètres pour M ou pour A/Ann(M) (ou encore que leurs images
dans A/Ann(M) forment un système de paramètres pour cet anneau). Si (^)i^^ est
un système de paramètres pour M, il en est de même de (^) pour tout entier A ^ i ,
car on peut se borner, en vertu de ce qui précède, au cas où M = A, et si 3 est un idéal

n

de définition de A, l'idéal S x^A contient 3 ,̂ donc est aussi un idéal de définition.
i==l

Proposition (16.3.7). — Soient A un anneau semi-local noethérien, r son radical, x-^y . . ., x^
des éléments de r, M un A-module de type fini.

On a alors

(16.3.7.1) dim(M/(^M+.. . +^M))^dim(M)—A:.

En outre, pour que les deux membres de ( 1 6 . 3 . 7 . 1 ) soient égaux, il faut et il suffit qu'il
existe des éléments ^ (A+i^î^n==dim(M)) de r tels que (^)i^,^ soit un système de
paramètres pour M.

L'inégalité (16.3.7.1) résulte de (16.3.4.1) par récurrence sur A. Si les deux
membres de ( 16.3.7. i ) sont égaux, et si ^ +1 ? • • • ? ^n est un système de paramètres pour
M/(^M+.. .+^M), il est clair que M/(^M+ ... +^M+^.^M+ .. . +x^M)
est de longueur finie, donc (^)i^^ est un système de paramètres pour M; récipro-
quement, s'il existe des ^ (A+ ïf^i^n) ayant cette propriété et si l'on pose
N==M/(^M+ . . . +^M), il est clair que N/(^^N+ .. . +^nN) est de longueur
finie, donc dim(N)^7z—k, et les deux membres sont égaux en vertu de (16.3.7.1).
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Proposition (16.3.8). — Soient A un anneau semi-local noethérien, X=Spec(A) son
spectre, a un idéal de A distinct de A tel que codim(V(a), X) ==r>o. // existe alors
r éléments x^ . . . ,^, de a, faisant partie d'un système de paramètres de A, tels que

codim(V(a), V(A^+ ... +A^)) ==o.

Soient p,(i^^m) les idéaux premiers minimaux de Panneau A,q . ( i^^7z)
les idéaux premiers minimaux parmi ceux qui contiennent a; on a (14.2.1)
codim(V(a),X)=inf(codim(V(q,),X))=inf(dim(A,)) (16.1.3.2). L'hypothèse r>o
entraîne que a n'est contenu dans aucun des p,; par suite il existe xea qui n'appar-
tient à aucun des p^ (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i, n° i, prop. 2). On a
comme ci-dessus codim(V(û), V(A^)) -inf(dim((A/A^.^)) =inf(dim(A,./A,^)) ; mais
comme xfï n'est contenu dans aucun des idéaux premiers minimaux de A on a
dim(A^A^)=dim(AJ—i (16.3.4), d'où codim(V(a), V(A^)) = r — i . Pour la
même raison, on a dim(A/A^) =dim(A)—i. Raisonnons maintenant par récur-
rence sur r; si r>i, il existe r—i éléments x[ (2^7-) de A'^A/AA:, faisant partie
d'un système de paramètres de cet anneau, appartenant à a/A^ et tels que
codim(V(a/A^),V(A'^+...+A^;))=o. Soit (^),+^^, un système d'éléments
de A'tel que (^^^s soit un système de paramètres de A'; pour tout î tel que 2^i^s,
soit x, un élément de la classe x\ dans A, avec x,eû pour 2^'^r$ il est immédiat que
AI(AX + Ax^ + . . . + A^) est de longueur finie, et comme dim(A) == s, on voit que x^=x
et les ̂  d'indices î> 2 répondent aux conditions de l'énoncé.

Proposition (16.3.9). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m U idéal maximal
de A, k son corps résiduel, y : A->B un homomorphisme local.

(i) On a

(16.3.9.1) dim(B)^dim(A)+dim(B®^).

(ii) Soient M=j=o un A-module de type fini, N + o un ^-module de type fini. On a

(16.3.9.2) d imB(M®^N)^dimA(M)+dimB^fc(N®^).

Soient m la dimension de A, (s,)^,^ un système de paramètres de A (16.3.6),
de sorte que si a==S^A, A/a est un A-module de longueur finie. Alors l'anneau A/a

est artinien, donc l'idéal maximal m/a de cet anneau est niipotent; l'idéal înB/aB
de B/aB, image de (m/a)®^ est ^^ lui aussi niipotent, et par suite on a
dim(B/aB) ==dim(B/înB) (les spectres de ces deux anneaux ayant même espace sous-
jacent). D'autre part .B/aB = B/(^B + . . . +^B), et les images des s, dans B appartiennent
à l'idéal maximal de B. Par suite (16.3.7), on a

dim (B) ^ m + dim (B ®^ k)

ce qui n'est autre que (16.3.9.1).
Pour prouver (16.3.9.2), notons que si r (resp. $) est l'annulateur de M (resp. N)
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dans A (resp. B), on a dim^(M) = dim(A/r), dîn^N) = dim(B/s) par définition (16.1.7);
d'autre part, Supp(M^N) est un sous-ensemble fermé de Spec(B) qui s'iden-
tifie (1,9.1.13) à Supp(M)Xgpee(A)Supp(N)=Spec((B/5)®^(A/r))==Spec(B/(5+rB)).
Gomme N®^ est un B-module de type fini, on a dirn^ fc(N®^) =dimg(N®AÂ;)
(16.1.9), et Supp(N®A^) est égal à Spec(B/($+mB)) par le même raisonnement
que ci-dessus. Appliquant (16.3.9.1) à A/r et à B/(s+rB) il vient

dim(B/($ + rB)) ^dim(A/r) +dim(B/(s +mB))

ce qui n'est autre que (16.3.9.2).
Corollaire (16.3.10). — Sous les hypothèses de (16.3.9), si mB est un idéal de définition

de B, on a dim(B)^dim(A); si de plus A est intègre et dim(A) =dim(B), 9 est injectif.
La première assertion résulte de (16.3.9) puisque alors dim(B/mB) ==o. On peut

d'ailleurs remplacer A par 9 (A), donc dim(B) ^dim((p(A))$ si a==Ker(<p) 4=0, et si A
est intègre, on a dim(<p(A)) ==dim(A/û)<dim(A) (16.1.2.2), donc on ne peut alors
avoir dim(A) ==dim(B) que si a==o.

16.4. Profondeur et coprofondeur (1).

Proposition (16.4.1). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini. Alors toute suite M-réguliere (^)i^,^,. (15.1.7) formée d'éléments de
m, fait partie d'un système de paramètres pour M.

Raisonnons par récurrence sur r; considérons le A-module

N=M/(^M+. . .+^_iM);

par hypothèse x^ . . . ,^_i font partie d'un système de paramètres pour M, donc
dim(N) == dim(M) — (r— i ) (16.3.7). Comme par hypothèse l'homothétie de rapport Xy
dans N est injective, Xy n'appartient à aucun des idéaux premiers associés à N,
donc (16.3.4) on a dim(N/^N)==dim(N)—i, ce qui s'écrit aussi

dim(M/(^M+ . . . +^M))=dim(M)—r;

la conclusion résulte donc de (16.3.7).
Pour un A-module M 4=0, une suite M-régulière d'éléments de m a donc

au plus dim(M) éléments.
Lemme (16.4.2). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, A:==A/m

son corps résiduel, M un A-module. Pour qu'une suite M-régulière (^)i^^ d'éléments de m
soit maximale, il faut et il suffit que l'on ait Hom^(Â:, M/(^M+. . .+^M))=t=o.

Dire que (^) est maximale signifie que, pour aucun xem, l'homothétie de
rapport x dans N=M/(A;iM+. . . +^M) n'est injective, ou encore que m est contenu
dans la réunion des idéaux premiers associés à N (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § i,
n° i, cor. 2 de la prop. 2), donc égal à un de ces derniers, puisque c'est un idéal

(1) Dans la 3e partie du chap. III, nous développons la notion de profondeur du point de vue cohomo-
logique et dans un cadre plus général.
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maximal (Bourbaki, Alg. comm., chap. Il, § i, n° i, prop. 2) ; autrement dit, il y a un
élément ^eN dont l'annulateur est m, et par suite le sous-module A^, de N est isomorphe
à Alm==k, d'où le lemme.

Lemme (16.4.3). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k=Afm
son corps résiduel, M un A-module, (^)i<i<n une suite ^A-régulière ^éléments de m. Alors
les A-modules îîom^k, M/(^M+ • • • +^n^)) et Ext^(Â:, M) sont isomorphes, et pour n^ i,
ils sont aussi isomorphes à Ext^"^, M/^M).

Raisonnons par récurrence sur n, la proposition étant évidente pour n==o.
Posons N=M/^M; la suite {x^^i^n est N-régulière, donc

Hom^k, M/(^M+ ... +^M)) -Hom^A, N/(^N+ . .. +^N))

est isomorphe à ExtJ^""1^, N) en vertu de l'hypothèse de récurrence. Considérons alors
la suite exacte o -> M -4- M -> M/^M==N —^ o; on en déduit la suite exacte des Ext

(16.4.3.1) Ext^-\k, M) -> Ext^-\k, N) -> Ext^k, M) ̂  Ext^^, M).

En vertu de l'hypothèse de récurrence, Ext^"1^, M) est isomorphe à
Hom^A, M/(^M+.. .+^-iM)),

qui est nul, puisque (^)i^^n-i n'est pas une suite M-régulière maximale (16.4.2).
D'autre part, comme ^em, l'homothétie de rapport x-^ dans le A-module Hom^(A, T)
est nulle pour tout A-module T, donc il en est de même de l'homothétie de rapport x-^
dans tout A-module Ext^(A;, T) ; les assertions du lemme découlent donc aussitôt de la
suite exacte (16.4.3.1).

Corollaire (16.4.4). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, Â:==A/m
son corps résiduel, M un A-module de type fini =h o. Toutes les suites M-régulières maximales
d'éléments de -m ont le même nombre d'éléments, qui est le plus petit entier n tel que Ext^Çk, M) =4= o.

Définition (16.4.5). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M. un
A-module de type fini. On appelle profondeur de M, et l'on note prof^M ou prof(M) la borne
supérieure du nombre d''éléments d^une suite M.-régulière formée d'éléments de m.

On a donc prof(M)===+°° si et seulement si M==o, et, par (16.4.1)
( i6 .4 .5 .1) prof(M)^dim(M) si M+o.

On a évidemment prof^MP) = prof (M) pour tout k>o.
Proposition (16.4.6). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal,

M un A-module de type fini.
(i) Pour que proi(M)=o, il faut et il suffit que meAss(M) (ou encore qu'il existe

un sous-module de M isomorphe au corps résiduel A==A/m de A).
(ii) Pour tout élément ^[.-régulier x appartenant à m, on a

(16.4.6.1) prof(M^M) •== prof (M) — i.

(iii) Si M+o, on a
(16.4.6.2) prof (M) < inf dim(A/p)^dim(M).
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34 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

(iv) On a pro4(M) =prof^(M).
(i) Dire que prof(M)==o signifie qu'il n'existe aucun xem tel que l'homothétie

de rapport x dans M soit injective, autrement dit que tout xem appartient à un idéal
premier associé à M (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § i, n° i, cor. 2 de la prop. 2);
mais m ne peut être réunion des idéaux premiers associés à M que s'il est égal à l'un
d'eux (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i, n° i, prop. 2).

(ii) Si (^)i^^ est une suite (M/^M)-régulière formée d'éléments de m, la suite
formée de x et des x^ est M-régulière, et il résulte de la définition qu'elle est maximale
lorsque la suite (^)^,^ est une suite (M/^M)-régulière maximale; d'où la conclusion.

(iii) Raisonnons par récurrence sur ^==prof(M), l'assertion étant évidente pour
n=o. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (16.4.6.3). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini,
teA un élément ^[.-régulier. Alors, pour tout peAss(M), tout idéal premier minimal parmi ceux
qui contiennent p-{-At est associé à M/^M.

On sait qu'il existe une suite exacte

o—^Mf-^M->Mff->o

telle que Ass(M') ={p}, Ass(M / /)=Ass(M)—{p} (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV,
§ i, n° i, prop. 4); comme t est M-régulier, il est aussi M'-régulier et M/'-régulier
(loc. cit., § i, n° i, cor. 2 de la prop. 2). On en déduit que la suite

o-^Mt|tMt->M^tM->M.lt|tMff->Q

est exacte (15. i . i8). Par suite, on a Ass(M7^M') cAss(M/^M). Mais les idéaux premiers
de A contenant p sont les points de Supp(M') (loc. cit., § i, n° 3, prop. 7), donc les
idéaux premiers contenant p -{-At sont les points du support de JVT/^M' = JVTO^A/^A)
(Oi, 1.7.5); un élément minimal de l'ensemble de ces idéaux premiers appartient
donc à Ass(M7^M') (Bourbaki, loc. cit., § i, n° 3, cor. i de la prop. 7), et a fortiori
à Ass(M^M).

Ce lemme étant établi, revenons à la démonstration de (iii). Soit xem un
élément M-régulier, de sorte que prof(M/^M)=^—i par (ii) ; pour tout peAss(M),
il résulte du lemme qu'il y a un idéal p' associé à M/^M et contenant p+^A; mais
comme x est M-régulier, on a x ^ p , d'où p '+p et par suite din^A/p^diir^A/p)—i.
Or l'hypothèse de récurrence montre que n—i^din^A/p'); on en conclut que
^dim(A/p) pour tout peAss(M).

(iv) On peut se borner au cas où M+o. Rappelons que M=M®^A à un iso-
morphisme canonique près (Oj ,7 .3 .3 ) ; comme A est un A-module plat, on a des
isomorphismes canoniques Ext^(Â;, M)®^A r^ Ext^(A:, M®^A) puisque k==k®^A à un
isomorphisme canonique près (Om, 12.3.5). L'assertion (iv) résulte donc de (16.4.4)
et du fait que A est un A-module fidèlement plat (Oj, 7.3.5).

(16.4.6.4) On notera que si p est un idéal premier de A, on peut avoir aussi
bien prof^ (Mp)<pro4(M) que pro4 (My)>pro4(M) ; pour un exemple du premier cas,
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§ 16 PRÉLIMINAIRES 35

il suffit de prendre pour A un anneau local intègre de dimension ^ i ; on a prof(A) ̂  i
mais prof(K) == o pour le corps des fractions K de A. Pour un exemple du second cas,
considérons un anneau local noethérien intègre AQ de dimension ^ 2, d'idéal maximal îîto
et soit k==Ao/^\o son corps résiduel; soit A==Ao©3 l'extension triviale de Ag par le
Aç-module k (18.2.3), l'idéal 3 étant Ag-isomorphe à k (de sorte que la multiplication
dans A est donnée par (x, ̂ ) (^/, ^ /) == (xx\ x^ + ̂ ) ). Il est clair que 3 est 1e nilradical de
A et A/3 est isomorphe à \, de sorte que tout idéal premier p de A est de la forme po®3?
où po est un idéal premier de Ao; en particulier m==mo®3 est l'unique idéal maximal
de A. Comme tout élément de m^ annule 3, on a prof(A) = prof(A^) == o ; au contraire,
si p^4=mo, les éléments de 3 sont annulés par ceux de rrio—pp, donc Ap est canoni-
quement isomorphe à (A^, et comme AQ est intègre, prof(Ap) =prof{Ao)^ i si po+o.

Corollaire (16.4.7). — Pour qu^un anneau local noethérien réduit A soit de profondeur o,
il faut et il suffit que A soit un corps.

En effet, comme l'intersection des idéaux premiers minimaux de A est o, A n'a
pas d'idéaux premiers associés immergés; en vertu de (16.4.6, (i)), si prof (A) = o, l'idéal
maximal m de A est aussi idéal premier minimal, donc est le seul idéal premier de A,
et comme A est réduit, m = o.

Proposition (16.4.8). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, p : A->B un
homomorphisme local, M un là-module tel que M(̂  soit un A-module de type fini. Alors on a

(16.4.8.1) pro4(M^)=profB(M).

On peut se borner au cas M 4=0; supposons que prof^(M^pj) = n. Si (^)i^^n
est une suite (Mrpi) -régulière maximale formée d'éléments de l'idéal maximal de A,
les p(^) constituent une suite M-régulière formée d'éléments de l'idéal maximal
de B, et on a donc, en posant N = M/(p(A:i)M + . . . + p(A:JM), profB(N) = profg(M) —n
(16.4.6, (ii)); de même N^==M^/(^M^ + . . .+^M^) et pro4(N^)=o; oues t
ainsi ramené à démontrer la proposition lorsque n==o. Soit k le corps résiduel de A;
comme k est un quotient de A, le A-module P = Hom^(A;, M^j) est un sous-module
de Hom^(A, M^) = M^ et l'hypothèse entraîne que P+o (16.4.6, ( i)) ; en outre,
P est un A-module de type fini (puisque M^ est un A-module de type fini), donc
un A-espace vectoriel de type fini, étant annulé par l'idéal maximal de A, et finalement
un A-module de longueur finie. D'autre part, P est aussi un sous-module du ï-module M, et
puisqu'il est de longueur finie en tant que A-module, il l'est a fortiori en tant que B-module.
Comme il est =f= o, il contient un sous-B-module simple, c'est-à-dire isomorphe au corps
résiduel de B; on conclut alors de (16.4.6, (i)) que l'on a bien prof^M) =o.

Définition (16.4.9). — Soient A un anneau local noethérien M un A-module de type fini.
Si M 4=0, on appelle coprofondeur de M et on note copro4(M) ou coprof(M), rentier fini
dim^(M)—pro4(M)^o (16.4.5.1). Si M=o, on pose coprof(M) == o.

On a copro^M^) = coprof(M) pour tout Â:>o.
Proposition (16.4.10). — Soient A un anneau local noethérien^ M un A-module de

type fini.
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36 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

(i) Pour tout élément M-régulier x appartenant à l'idéal maximal de A, on a
coprof(M/;vM) ==coprof(M).

(ii) On a coprof^(M) ==coprof^(]Vl).
En effet, (i) résulte de (16.3.4) et (16.4.6, (ii)), et (ii) de (16.2.4) et

(16.4.6, (iv)).
Nous montrerons plus tard (IV, 6.11.5) que pour tout idéal premier p de A, on

a copro4 (My)^copro4(M).
Proposition (16.4.11). — Sous les hypothèses de (16.4.8), on a

(16.4.11.1) copro4(M^) ^coprof^M).

Cela résulte de (16.1.9) et (16.4.8).

16 . 5. Modules de Cohen-Macaulay.

Définition (16.5.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dit qu'un A-module de
type fini M est un module de Cohen-Macaulay si coprof(M) = o, autrement dit si M == o ou
si M =4= o et dim(M) = prof(M). On dit que A est un anneau de Cohen-Macaulay si le A-module A
est un module de Cohen-Macaulay.

Un A-module de longueur finie est un module de Cohen-Macaulay puisqu'il est-
de dimension o (16.1.10). Un anneau local réduit A de dimension i est un anneau de
Cohen-Macaulay, car alors son idéal maximal m ne peut être associé à A (Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, prop. 10), donc prof(A) == i en vertu de (16.4.63 (i)).
Si A est un anneau local intègre et intégralement clos de dimension ̂  2, on a prof (A) ̂  2 : en effet,
si x^r o est un élément de m, on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § i, n° 4, prop. 8)
que les idéaux premiers associés à A/A:A sont de hauteur i, donc distincts de m, et leur
réunion est par suite distincte de m (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i, n° i, prop. 2);
il existe donc des suites {x, y ) qui sont A-régulières et formées d'éléments de m, d'où notre
assertion. On en conclut qu'un anneau local intégralement clos de dimension 2 est un anneau
de Cohen-Macaulay.

Proposition (16.5.2). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini. Pour que M soit un module de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que M soit un A-module
de Cohen-Macaulay.

Cela résulte aussitôt de (16.4.10, (ii)).
Proposition (16.5.3). — Sous les hypothèses de (16.4.8), pour que M soit un ^-module

de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que Mr i soit un A-module de Cohen-Macaulay.
Cela résulte de (16.4.11).
Proposition (16.5.4). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type

fini 4=0. Si M est un A-module de Cohen-Macaulay, on a dim(A/p) =dim(M) pour tout
idéal premier peAss(M); en particulier aucun idéal premier associé à M n^est immergé.

Cela résulte aussitôt des inégalités (16.4.6.2).
On peut encore dire que M (ou Supp(M)) est équidimensionnel (16.1.7).
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Proposition (16.5.5). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, M un
A-module de type fini =+= o, x un élément de m. Supposons que M soit un module de Cohen-Macaulay ;
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) x est îA-régulier,
b) dim(M/A<M)=dim(M)—I;
c) x ^appartient à aucun élément minimal de Supp(M).
En outre, M/^M est alors un modulede Cohen-Macaulay.
On a vu (16.5.4) que tous les éléments p de Ass(M) sont minimaux dans Supp(M)

et que dim(A/p) ==dim(M) ; l'équivalence de a) et c) résulte donc de Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § i, n° i, cor. 2 de la prop. 2; l'équivalence de b) et c) résulte
de (16.3.4). Le fait que M/A: M soit un module de Cohen-Macaulay résulte enfin
de (16.4.10, (i)).

Corollaire (16.5.6). — Sous les hypothèses de (16.5.5), soit (^)i^^y une suite d^ éléments
de m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La suite (^) est ^A-régulière.
b) On a dim(M/(A:lM+...+^M))=d im(M)— r•
c) Les x^ font partie d'un système de paramètres de M.
En outre, lorsque ces conditions sont satisfaites, N = M/^M + • • • -{-XyM) est un module

de Cohen-Macaulay, donc, pour tout idéal peAss(N), on a dim(A/p) ==dim(M)—r.
On sait déjà que b) et c ) sont équivalentes (16.3.6) et que a) entraîne c ) (16.4. i)

sans hypothèse sur M. Pour voir que c ) implique a) et prouver la dernière assertion de
l'énoncé, raisonnons par récurrence sur r, l'assertion étant triviale pour r=o. Puisque x-^
fait partie d'un système de paramètres, dim(M/A:iM) = dim(M) — i (16.3.6), donc x-^ est
M-régulier et M/^M est un module de Cohen-Macaulay par (16.5.5). Comme la
suite CvJa^i^r fait partie d'un système de paramètres pour P==M/A:iM, l'hypothèse de
récurrence montre que (^Jg^^r est une smte P-régulière et que P/(^P + • • • + Xy'P) == N
est un module de Cohen-Macaulay; en outre (^)i^^^ est M-régulière.

Remarque (16.5.7). — II résulte de (16.5.6) qu'il y a identité entre les systèmes
de paramètres pour M et les suites M^-régulières maximales d'éléments de m lorsque M est un
module de Cohen-Macaulay. Inversement, il résulte de (16.4.1) que si un A-module
de type fini non nul est tel qu'il y ait une suite M-régulière qui soit un système de paramètres
pour M, alors M est un module de Cohen-Macaulay. La dernière propriété énoncée
dans (16.5.6) caractérise aussi les modules de Gohen-Macaulay :

Proposition (16.5.8). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini. On suppose que pour toute suite (^)î ^,. aboiements de A faisant partie d^un système de
paramètres pour M, et tout idéal premier p associé à N=M/(^M+• • • 4-^^)5 on alt

dim(A/p) ==dim(N). Alors M est un module de Cohen-Macaulay.
Soit (j^)i^^ un système de paramètres pour M; il suffit de montrer que la suite (j^)

est M-régulière. Raisonnons par récurrence sur %==dim(M), la proposition étant triviale
pour n = o. Par hypothèse (appliquée avec r == o) les idéaux premiers py associés à M
sont tous tels que dim(A/p^) == dim(M) ; commet fait partie d'un système de paramètres
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38 A . G R O T H E N D I E G K Chap. o

pour M, il résulte de (16.3.7) et (16.3.4) que ̂  n'appartient à aucun des p^., donc
est M-régulier. Si on pose P==M/^M, (^Jg^^n est un système de paramètres pour P,
et il est immédiat que P vérifie l'hypothèse de l'énoncé; appliquant l'hypothèse de
récurrence, on voit donc que (j^^^n est une suite P-régulière, ce qui démontre la
proposition.

Proposition (16.5.9). — Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type
fini; on suppose que M soit un module de Cohen- Macaulay. Soit peSupp(M), et posons
r=dim(M)—dim(M/pM). Alors il existe une suite M-régulière (^)^<,<^ formée d'éléments de p;
pour toute suite ayant ces propriétés^ on a

dim(M/(;CiM+. . . +^M)) -dimÇM/pM) =dim(A/p),

et p est un élément minimal de Ass(M/(^M+ . . . +^M)).
Prouvons d'abord l'existence des x^ il n'y a rien à démontrer pour r=o.

Pour r>o, procédons par récurrence sur r. Comme pour tout idéal premier q, associé
à M on a dim(A/q,)=dim(M) (16.5.4), l'hypothèse dim(M/pM)<dim(M) entraîne
que p ne peut être contenu dans un des q,, ces derniers étant les idéaux premiers
minimaux parmi ceux qui contiennent Ann(M) (16 .1 .2 .2 et 16.1.7); on en conclut
que p n'est pas non plus contenu dans la réunion des q^ (Bourbaki, Alg. comm., chap. II,
§ i, n° i, prop. 2), et par suite il existe un ^ep qui est M-régulier (Bourbaki, Alg. comm.y
chap. IV, § i, n° i, cor. 2 de la prop. 2). On déduit donc de (16.5.5) que N==M/A:iM
est un module de Cohen-Macaulay, de dimension dim(M)—i; comme ^ep, on a
d'ailleurs N/pN==M/pM, d'où dim(N)—dim(N/pN)==r—i; on peut par suite appli-
quer à N l'hypothèse de récurrence, et si (^^z^r est une sulte N-régulière formée
d'éléments de p, il est clair que (^)i^,^,. est une suite M-régulière formée d'éléments
de p. Si on pose P==M/(^iM+. . .+^M), on a P/pP==M/pM puisque les ^ sont
dans p, et dim(P) =dim(P/pP) par (16.5.6); mais comme P est un module de Cohen-
Macaulay, on a aussi dim(P) =dim(A/p') pour tout p'eAss(P) (16.5.4). Comme
peSupp(P) (Oi, 1.7.5), p contient un des idéaux p/eAss(P) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § i,n°4,th. 2),et comme dim(P)=dim(P/pP)^dim(A/p)<dim(A/p')=dim(P),
on a nécessairement p==p ' (16.1.2.2) , ce qui achève la démonstration.

Corollaire (16.5.10). — Sous les mêmes hypothèses que dans (16.5.9) :
(i) Mp est un Ay-module de Cohen-Macaulay.
(ii) On a

(16.5.10.1) dim(M) ==dim^(M/pM) +dim^ (My).

Avec les notations de (16.5.9)3 soient x[ les images canoniques des ^ dans
Ap ( i^z^ r ) ; comme les x[ appartiennent à l'idéal maximal de Ap et forment une suite
Mp-régulière par platitude (15. i . 14)3 on a

prof^ (M^r==dim(M)—dim(M/pM)^dim^ (My)

(en vertu de (16.1.8.1)). Mais compte tenu de (16.4.5.1), les trois termes de cette
inégalité sont nécessairement égaux, d'où le corollaire.
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Corollaire (16.5.11). — Soit A un anneau local noethérien; supposons qu'il existe un
A-module de type fini M de support Spec(A), qui soit un module de Cohen-Macaulay. Alors,
pour tout idéal premier p de A on a
(16.5.11.1) dim(A) =dim(A/p) +dim(Ap).

En effet, Supp(M/pM) =Spec(A/p) (Oi , i . 7 .5 ) et Supp(My) ==Spec(Ap) ; la
relation (16.5.11.1) est donc un cas particulier de (16.5.10.1).

Corollaire (16.5.12) . — Tout anneau quotient d^un anneau local noethérien A vérifiant
les conditions de ( 1 6 . 5 . 1 1 ) (en particulier tout anneau quotient d'un anneau local de Cohen-
Macaulay) est caténaire.

Il suffit évidemment de prouver que A lui-même est caténaire c'est-à-dire que, pour
deux idéaux premiers pCq de A, on a (16.1.4.2)

dim(A^) =dim(Ap) +dim(A^/pA^).

Or, en vertu de (16.5.10, (i)) Aq vérifie les mêmes hypothèses que A, et la relation
précédente n'est donc autre que (16.5.11.1) appliquée à A^ et à l'idéal premier pA^ de A^.

(16.5.13) Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini. On dit
que M est un A-module de Cohen-Macaulay si, pour tout idéal premier p de A, My, est
un Ap-module de Gohen-Macaulay; en vertu de (16.5.10) cette définition coïncide
avec (16.5.1) lorsque A est local. On dit que A est un anneau de Cohen-Macaulay si tous
les A? le sont. Il est clair que si M (resp. A) est un A-module de Cohen-Macaulay (resp. un
anneau de Cohen-Macaulay), S ~1 M est un S "^A-module de Cohen Macaulay (resp. S ~1A
est un anneau de Cohen-Macaulay) pour toute partie multiplicative S de A.

§ 17. ANNEAUX RÉGULIERS

17.1. Définition des anneaux réguliers.

Proposition ( 1 7 . 1 . 1 ) . — Soient A un anneau local noethérien de dimension n, m son idéal
maximal, Â:==A/m son corps résiduel. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) U homomorphisme canonique surjectif de k-modules gradués ( 1 5 . 1 . 1 . 1 )

cp-.S^m/m^gr^A)

(où le second membre est le k-module gradué associé à A muni de la filtration m-préadique) est
bijectif.

b) On a rg^(m/m2) =TZ.
c) U idéal m admet un système de générateurs de n éléments.
d) U idéal m admet un système de générateurs qui est une suite A-régulière.
En vertu du lemme de Nakayama, rg^(m/m2) est le plus petit nombre d'éléments

d'un système de générateurs de m, donc b) et c ) sont équivalentes. D'autre part,
si (^)i^^^ est un système de générateurs de m dont les classes ^ mod. m2 forment
une base du ^-espace vectoriel m/m2, S" (m/m2) est isomorphe à l'anneau de poly-
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nomes k[T-^, . . ., TJ ; compte tenu de ce que tout A-module de type fini est séparé pour
la filtration m-préadique (O^ 7.3.5)3 il résulte de (15.1.9) que les conditions a) et d )
sont équivalentes; en outre, comme toute suite A-régulière d'éléments de m a au plus
n éléments (16.4.1), on voit que d) entraîne c ) . Reste à prouver que c ) entraîne a ) .
Posons pour abréger S==S'(m/m2)=Â;[Tl, .... TJ, G=gr^(A), et considérons la suite

y
exacte o —>• 3 -> S —> G -->• o, où le noyau 3 de 9 est donc un idéal gradué de S. Pour
tout entier s>o, on a donc

(17.1.x.i) ('^^^(S^lor^G^+long^).

Supposons 34=0, de sorte qu'il existe un élément homogène ue^ de degré A>o;
3g contient uSy_j^ pour s^h, et comme u 4=0 et que S est intègre, uSg_^ est isomorphe

à Sg_^ comme A-espace vectoriel; on aurait donc long(3g)^ long(Sg_J == ( ( ,
d'où pour s^-h,
i \ i fr^\^^s~^n—^ (s—h-\-n—1\(17.1 .1 .2) long(G^ ̂  )-( ^ ).

Or, le second membre de (17.1.1.2) est un polynôme en s de degré ^:n—2; mais
on a Gg^în^m^1, et pour s assez grand, long(Gg) est un polynôme en s de degré exac-
tement égal à n—i dont le coefficient dominant est >o (16.2.1), ce qui contredit
l'inégalité (17.1.1.2). C.Q.F.D.

Définition (17 .1 .2) . — On dit qu'un anneau local noethérien qui vérifie les conditions
équivalentes de ( 1 7 . 1 . 1 ) est régulier.

Corollaire (17 .1 .3) . — Un anneau local régulier est intègre, intégralement clos, et un
anneau de Cohen-Macaulay.

La dernière assertion résulte de (17.1.1, d } ) ' , d'autre part, si A est régulier,
gr^(A) est intègre et complètement intégralement clos, étant isomorphe à k[T^y . . . . TJ ;
on en conclut que A possède aussi ces deux propriétés (Bourbaki, Alg, comm.y chap. III,
§ 2, n° 3, cor. de la prop. i et chap. V, § i, n° 5, prop. 15).

Exemples (17.1.4). — (i) Un anneau local régulier de dimension o, étant intègre
par (17.1.3)5 est nécessairement un corps, et réciproquement.

(ii) Pour qu'un anneau local noethérien de dimension i soit régulier, il faut et il
suffit qu'il soit un anneau de valuation discrète : en effet, dire qu'un anneau local noethérien
de dimension i est régulier signifie que son idéal maximal est principal et la conclusion
résulte de Bourbaki, Alg. comm.y chap. VI, § 3, n° 6, prop. 9.

(iii) Soit k un corps; l'anneau de séries formelles A=Â;[[Ti, . . ., TJ] est \xn anneau
régulier de dimension n ; en effet, il est clair que les T, ( i ̂  i^. n) engendrent l'idéal maximal m
de A et forment une suite A-régulière, car A/(TiA+. . . +T,A) est isomorphe
à A[[T^,...,TJ].

Proposition (17.1.5). — Pour qu^un anneau local noethérien A soit régulier, il faut et il

suffit que son complété A le soit.
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En effet, l'idéal maximal de À est mÂ et on sait que mh|mh+l et (mÂ^mÂ)724-1

sont des ^-espaces vectoriels isomorphes; la condition a) de (17 .1 .1 ) est donc la même
pour A et A.

Définition (17.1.6). — Étant donné un anneau local noethérien A, d!'idéal maximal m, on
appelle système régulier de paramètres de A un système de paramètres pour A (16.3.5) qui
engendre m.

L'existence d'un tel système équivaut au fait que A est régulier (i 7. i . i) ; si (^)i^^
est un système régulier de paramètres, c'est un système minimal de générateurs de m,
dont les classes mod. m2 forment une base de m/m2 sur k', en vertu de (17.1.1, a}) et
de (15.1.9), (^) est une suite A-régulière maximale (d'où la terminologie).

On prendra garde toutefois que, dans un anneau régulier, un système de paramètres
pour A qui est aussi une suite A-régulière n'est pas nécessairement un système régulier de
paramètres, comme le montre l'exemple des puissances À-ièmes d'un système régulier de
paramètres (15. i . 20).

Proposition (17. i. 7). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k === A/m
son corps résiduel, (^)i^^r une suite d9 éléments de m, 3 l'idéal x-^A-}- . . . 4-^.A. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) A est régulier et les x^ font partie d'un système régulier de paramètres de A.
a') A est régulier et les classes x^ des x^ mod. m2 sont linéairement indépendantes sur k.
b) Les x^font partie d'un système de paramètres pour A et A/3 ^t un anneau régulier.
En outre, lorsque ces conditions sont vérifiées, 3 est un idéal premier.
La dernière assertion résulte trivialement du fait que A/3, étant régulier, est

intègre (17.1.3). Posons ^==dim(A). L'équivalence de a) et a ' ) est immédiate; en effet,
les classes mod. m2 des éléments d'un système régulier de paramètres forment une base
de m/m2 par rapport à k, et réciproquement, si les x^ ( i^i^r) sont linéairement indé-
pendants sur A:, on peut trouver n—r éléments ^em {r+î^i^n) tels que les ^ {i^i^n)
forment une base de m/m2, donc (^)i^^^ est un système régulier de paramètres. Pour
voir que a) entraîne b ) , remarquons que puisque les x^ font partie d'un système de
paramètres de A, on a dim(A/3)==7î—r (16.3.6); soit n==m/3 l'idéal maximal
de A/3. On a une suite exacte

(17.1.7.1) o-^(m2+3)/m2->m/m2-^n/n2->o

puisque n2=(m2+3)/3; l'hypothèse a) entraîne que rg^((m2+3)/în2) ==^ donc

rgfc(n/n2)=y^—r==dim(A/3)5 ce qui prouve b) en vertu de (17.1.1, b ) ) .
Inversement, pour prouver que b) entraîne a ) , notons que le fait que les ^

font partie d'un système de paramètres entraîne que dim(A/3)=^—r (16.3.6);
l'hypothèse que A/3 est régulier implique d'autre part rg^(n/n2) =n—r (17 .1 .1) ;
par ailleurs on a évidemment rg^m2^^)/^2)^ donc on tire de f ^ 1 ? - 1 - ? - 1 ) q^
I%(m/m2)^ r+(^—r)=n; donc A est régulier en vertu de (16.2.6) et (17.1.1). En
outre la relation rg^(m/m2) == n entraîne alors rg^((m2+3)/m2):=::r5 et P^ sulte ^es ^i
sont linéairement indépendants sur A. C.Q.F.D.
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Corollaire (17.1.8). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, t un
élément de m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) AftA est régulier et t est non diviseur de ^éro dans A.
b) A est régulier et ^m2.
C'est le cas particulier r== i de (17.1.7) (compte tenu de ce qu'un élément de m

non diviseur de o fait partie d'un système de paramètres (16.4.1)).
Corollaire (17 .1 .9 ) . — Soient A un anneau local régulier; m son idéal maximale 3 un

idéal de A contenu dans m. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) U anneau A/3 sst régulier.
b) 3 est engendré par une suite (^)i^^y faisant partie d'un système régulier de paramètres

de A.
On a déjà vu (17.1.7) que b) entraîne a ) . Inversement, supposons que A/3 soit

régulier (ce qui entraîne que 3 est premier) et soient n==dim(A), n—r=dim(A/3);
avec les notations de (17.1.7), la suite exacte (17.1 .7 .1) donne ^((m^SO/lTl2) =r,
donc il existe une suite (^)i^^^ d'éléments de 3 faisant partie d'un système régulier
de paramètres de A. Posons 3 /==AtlA+ • • • +XyA; il résulte de (17.1.7) que 3' est

un idéal premier de A et que A/3' est régulier et de dimension n—r; mais comme
A/3= (A^^/O/S') et T^6 3/3' est premier dans l'anneau intègre A^7? les dimensions
de A/3 et de A/3' ne peuvent être égales que si 3==3' (16.1.2.2).

17. a. Rappels sur la dimension projective et la dimension injective des
modules.

(17.2.1) Soient A un anneau, M un A-module. Rappelons (M, VI, 2) qu'on
appelle dimension projective (resp. dimension injective) de M et que l'on note dim. proj(M)
ou dim. proj^(M) (resp. dim. inj(M) ou dim. inj^(M)) le plus petit n (entier ou égal
à +00) tel qu'il existe une résolution projective gauche (resp. une résolution injective
droite) de M qui soit de longueur n. Il revient au même (loc. cit.) de dire que n est le plus
petit nombre tel que pour tout A-module N, on ait Ext^(M, N) == o (resp. Ext^(N, M) = o)
pour tout i>n, ou seulement pour i=n-\-i. Pour tout/acteur direct M' de M, on a donc
dim. pro^M^dim. proj(M) puisque Ext^M7, N) est facteur direct de ExtJ^M, N) ;
de même dim. inj(]VT)^dim. inj(M). Une condition équivalente à dim. proj(M) ==n
(resp. dim. inj(M) ==n) est que n est le plus petit nombre tel que, pour toute suite exacte

o-^R->P,_ i^ . . . ->Po^M-^o

(resp. o -» M -> Q^Q -> . . . —^ Q^_i -> G -> o), où tous les P^ pour o^i<n sont projectifs
(resp. tous les Q^ pour o^i<n sont injectifs), alors R est projectif (resp. G est injectif).

Remarques (17.2.2). — (i) Dire que M est un A-module projectif (resp. injectif)
équivaut donc à dire que dim. proj(M) =o (resp. dim. inj(M) ==o).

(ii) Soit T un fondeur covariant additif de la catégorie des A-modules dans une
catégorie abélienne. Il résulte aussitôt des définitions de (17 .2 .1 ) et de celle des
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foncteurs dérivés que si dim. proj(M)^ (resp. dim. inj(M)^), on a LiT{M)=o
(resp. R'T(M) =o) j&^r tout i>n.

(iii) Si on suppose A noethérien et M de type fini, la dernière interprétation de la
dimension projective donnée dans (17.2.1) montre que si dim. proj(M) ==n, M admet
une résolution gauche de longueur n formée de modules projectifs de type fini. Si de plus A
est un anneau local noethérien, M admet une résolution de longueur n par des modules
libres de type fini, un A-module projectifde type fini étant alors libre (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5).

Lemme (17.2.3). — Soient A un anneau, M un A-module. Pour que dim. inj(M)^72,
il faut et il suffit que pour tout A-module monogène N, on ait Ext^^N, M) =o.

Avec les notations de (17.2 .1) , il s'agit de prouver que G est injectif; pour tout
A-module N, Ext^ \~N, M) est isomorphe à Extl(N, C) (M, V, 7), donc on a Extl(N, G) == o
pour tout A-module N de la forme A/3, où g est un idéal quelconque de A. La suite
exacte des Ext montre alors que l'homomorphisme canonique Hom(A, G) -> Hom(3, G)
est surjectif pour tout idéal 3 de A, ce qui implique que G est un A-module injectif
(M, I, 3.2).

Lemme (17.2.4). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini. Pour
que dim. proj(M)^, il faut et il suffit que pour tout A-module monogène N, on ait
Ext^M.ISO^o.

On sait en effet (M, VI, 2.5) que la condition dim. proj(M)^7i est équivalente
à Ext^^M, N) ==o pour tout A-module N de type fini, pour voir que la condition de
l'énoncé est aussi suffisante, on raisonne par récurrence sur le nombre de générateurs m
de N : il y a un sous-module Ni de N engendré par m — i éléments et tel que N3 = N/Ni
soit monogène; de la suite exacte o -> Ni -> N -> N2 --> o, on déduit alors la suite exacte
Ext^M, Ni) -> Ext^^M, N) -> Ext^M, N3) et l'hypothèse de récurrence montre
que la condition de l'énoncé entraîne bien Ext^^M, N) =o.

Corollaire (17.2.5). — Soient A un anneau noethérien, M un A-module. On a

(17 .2 .5 .1) dim. inj^(M) ==sup(dim. in j . (MJ)
m m

et si M est de type fini

(17.2.5.2) dim. proj^(M) ==sup(dim. proj^(MJ)

où m parcourt l'ensemble des idéaux premiers (ou l'ensemble des idéaux maximaux) de A.
En effet, si N est un A-module de type fini (donc de présentation finie), on a,

pour toute partie multiplicative S de A et pour tout i^o

S-^Ext^N, M) ^ExtI-^S^N, S-^M)

par platitude, en considérant une résolution libre de M et en utilisant le fait que la
relation précédente est vraie pour i=o (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2,
no 7, prop. 19). En particulier ExtiJAJ^A^, MJ = (Extl(A/3, M))^ pour tout idéal
premier m et tout idéal 3 de A; si l'on tient compte de (17.2.3) et de ce que tout
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idéal de A^ est de la forme 3A^ pour un idéal convenable 3 de A, on déduit la
formule (17.2.5.1) de ce qui précède et de Bourbaki, Alg. comm.y chap. II, § 3, n° 3, th. i.
On procède de même pour (17 .2 .5 .2) en utilisant cette fois (17.2.4) et en échangeant
les rôles de M et de N.

Pour les anneaux noethériens et les modules de type fini, l'étude de la dimension
projective ou de la dimension injective est donc ramenée par (17.2.5) au cas des
anneaux locaux. On a alors le

Lemme (17.2.6). — Soient A un anneau local noethérien, k son corps résiduel., M un
A-module de type fini. Pour que dim. proj (M) ̂ , il est nécessaire que Toif(M, k) ==o pour
Î>TZ, et il suffit que Tor^^(M, k) ==o.

La nécessité est un cas particulier de la remarque (17 .2 .2 (ii)), appliquée au fonc-
teur covariant M->^®^M. Pour prouver que la condition est suffisante, il s'agit,
avec les notations de (17.2.1), d'établir que R est projectif lorsque les P^ sont supposés
de type fini; or TOI^.^M.À;) est isomorphe à Tor^(R, k) (M, V, 7); et on sait que,
puisque R est de type fini, la condition Tor^(R, k) == o entraîne que R est libre (Bourbaki,
Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5).

Corollaire (17.2.7). — Sous les hypothèses de (17.2.6) , soit x un élément M^-régulier
de A appartenant à l) idéal maximal de A; alors on a

(17.2.7. i ) dim. proj (M/^M) == dim. proj (M) + i.

En effet, de la suite exacte o -^ M -^ M -> M/^M -> o définie par la multiplication
par x dans M, on déduit la suite exacte des Tor :

Toif(M, k) ̂  Tor^(M, k) -> Toif(M/^M, k) -> Tor^(M, k) ^ Tor^(M, k)

pour tout i^ï. Or, pour tout A-module N, l'homothétie de rapport x dans M®^N
provient aussi bien de l'homothétie de rapport x dans M que de l'homothétie de rapport x
dans N; on en conclut aussitôt, puisque l'homothétie de rapport x dans k est nulle par
définition, que, pour tout i, l'homomorphisme Toif(M, k) -x> Toif(M, k) est nul; autre-
ment dit, on a la suite exacte

o -> Tor^M, k) ̂  TolKM/^M, k) -> Tor^(M, k) -> o.

Si dim.proj(M)==n, ona Tor^(M, k) + o et Tor^_i(M, k) ̂ Toi^^M, k) =o en vertu
de (17.2.6). Il résulte donc de ce qui précède que l'on a Tor^_i(M/A:M, k) =h o et
Toi^+2(M/^M, A)=o, donc dim. proj (M/^M) ==n+ i par (17.2.6).

Proposition (17.2.8) (M. Ausiander). — Soit A un anneau. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Tout A-module est de dimension projective ^n.
a') Tout A-module de type fini est de dimension projective < n.
b) Tout A-module est de dimension injective ^n.
c) Pour tout couple de A-modules M, N on a Ext^^M, N) ==o.
c') Pour tout couple de A-modules M, N tel que M soit de type fini (ou seulement

monogène), on a Ext^^M, N) ==o.
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Cela résulte aussitôt de (17.2.1) et (17.2.3).
Le plus petit nombre n (entier ou + oo) pour lequel les conditions équivalentes

de (17.2.8) sont satisfaites est appelé dimension cohomologique globale (ou simplement
dimension cohomologique) de A et noté dim. coh(A).

Proposition (17.2.9). — Soit A un anneau noethérien. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) dim. coh(A)^7z.
b) Tout A-module de type fini est de dimension injective ^ n,
c) Pour tout couple de A-modules de type fini. M, N, on a Ext^^M, N)==o.
Cela résulte aussitôt de la définition et de (17.2.4).
Corollaire (17.2.10). — Si A est un anneau noethérien, on a

(17.2.10.1) dim. coh(A) ==sup(dim. coh(AJ)
m

où m parcourt le spectre de A {ou l'ensemble des idéaux maximaux de A).
Cela résulte de (17.2.9) et (17.2.5).
Proposition (17.2.11). — Soient A un anneau local noethérien, k son corps résiduel. Pour

que dim.coh(A)^, il est nécessaire que Torf (k, k) == o, pour i>n, et il suffit que
^^+^^==0.

Compte tenu de (17.2.6), il suffit de prouver que les relations dim. coh(A)^
et dim.proj^A;)^ sont équivalentes. Il est clair que la première entraîne la seconde
par définition. Inversement, si dim. proj\(Â;) < n, on a Toif(M, k) = o pour i>n et
pour tout A-module M en vertu de (17.2.2, (ii)) ; donc dim. proj(M)^, ce qui prouve
la proposition en vertu de (17.2.8).

Corollaire (17.2.12). — Soit A un anneau noethérien. Pour que l'on ait dim. coh(A)^,
il est nécessaire que, pour tout idéal maximal m de A, on ait Toifî^A/m, A/m) =o pour i>n,
et il suffit que ces relations soient vérifiées pour i == n + i.

Cela résulte aussitôt de (17.2.11) et (17.2.10).
Proposition (17.2.13). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, 9 : A->B un

homomorphisme local faisant de B un A-module plat. Alors on a

(17.2.13.1) dim.coh(A)^dim.coh(B).

Supposons que dim. coh(B) =72 soit finie; il suffit de prouver que pour tout
couple (M, N) de A-modules de type fini, on a Tor^M, N) =o pour i>n (17.2.11).
Comme B est un A-module fidèlement plat (0^, 6.6.2), il revient au même (Oj, 6.4. i)
de montrer que l'on a

(17.2.13.2) Torf(M,N)^B=o.

Or, si L. == ÇLj) est une résolution droite de M par des A-modules libres, il
résulte de ce que B est un A-module plat que L.®^B== (L.®^B) est une réso-
lution droite du B-module M®^B par des B-modules libres; en outre, on a
(L^B)®B(N®AB)=(L/^N)®AB, d'où on conclut aussitôt que le premier membre
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de (17 .2 .13 .2) est égal à Toif(M®^B, N®^B) ; l'hypothèse sur B entraîne que
ce B-module est nul pour i>n (17 .2 .25 (ii))? d'où la conclusion.

(17.2.14) Soient (X, <?x) un espace annelé, y un ^"Module; on appelle dimension
projective (resp. injectivé) ponctuelle de y et on note dim. proj (e^) (resp. dim. inj (J^) ) le nombre
sup(dim. proj(<^)) (resp. sup(dim. m^e^;))). On appelle dimension cohomologique ponctuelle
xçx xex
ûfeXetonnotedim.coh(X) le nombre sup(dim. coh(^)). Il résulte de (17.2.5) et (17.2.10)

xex
que lorsque A est un anneau noethérien, M un A-module de type fini et X == Spec(A), on a

/^/ /^
dim. proj (M) ==dim. proj (M) 3 dim. inj (M) =dim. inj (M) et dim. coh(X) ==dim. coh(A).
On appelle dimension projective (resp. injectivé) de 3^ en un point xeVL la dimension projective
(resp. injectivé) de ̂ , dimension cohomologique de X en un point x la dimension cohomo-
logique de ^.

Proposition (17.2.15). — Soient X, Y deux espaces annelés en anneaux locaux noethériens,
f: X->Y un morphisme plat. Si dim. coh(X)^7z, alors Y est de dimension cohomologique ^n
en tout point de /(X).

Cela résulte aussitôt de (17.2.13).

17.3. Théorie cohomologique des anneaux réguliers»

Théorème (17.3.1) (Hilbert-Serre). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que A
soit de dimension cohomologique finie, il faut et il suffit que A soit régulier; on a alors

(17.3. i . i ) dim. coh(A) == dim(A).

Supposons A régulier ; soient m son idéal maximal, x = (^)i^i^^ un système régulier
de paramètres de A (17.1.6); considérons le complexe de l'algèbre extérieure K.(x)
(III, i . i. i), qui est formé de A-modules libres, avec K^(x) =o pour i>n; comme {x^)
est une suite régulière, on a H,(K.(x))=o pour i>o (III, 1.1.4 et 1.1.3.3) et
Ho(K.(x)) ==A/(^A+ . . . +^A) =A/m =k\ les K,(x) forment par suite une résolution
libre de k de longueur n. Or, le fait que les ̂  appartiennent à m entraîne aussitôt que dans le
complexe K.(x, k) == K.(x)®^Â;, l'opérateur bord est nul en toutes dimensions, si bien que

i
l'on a, par définition, Tor^(A;, k) =A(Â:n) ; l'égalité (17.3.1.1) résulte donc aussitôt de
(17.2.11) (ce résultat est essentiellement le « théorème des syzygies » de Hilbert).

Montrons maintenant que si A est un anneau local noethérien, m son idéal
maximal, et si dim. proj^(m) est finie, alors A est régulier, ce qui achèvera de
démontrer (17.3.1). Nous procéderons par récurrence sur ^==rg^(m/m2). Pour n=o,
on a m=o et l'assertion est triviale.

Lemme (17.3.1.2) (Nagata). — Si tout élément de m—m2 est diviseur de ^éro dans A,
il existe c^o dans A tel que cm=o {autrement dit on a meAss(A)).

On peut se borner au cas où m=t=o, donc m4=în2. L'hypothèse entraîne que
m—m2 est contenu dans la réunion des idéaux p, de Ass(A) (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § i, n° i, cor. 3 de la prop. 2); donc m est contenu dans la réunion de m2
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et des p,, donc dans l'un des p, puisque m4: m2 (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i,
n° i, prop. 2); m étant maximal, cela prouve le lemme.

Lemme (17.3.1.3). — Si aem—m2, m/Aa est isomorphe à un facteur direct de m/am.
Il existe un système minimal de générateurs de m contenant a (dont les images

dans m/m2 forment une base de ce A-espace vectoriel) ; soit 5 l'idéal engendré par les
éléments de ce système autres que a. Comme la relation xaeb entraîne xem (en
considérant l'image de xa dans m/m2), on a bn Aa Cam d'où un homomorphisme
b/(bnAa)-^m/mn déduit de l'injection b->m par passage aux quotients, et qui est
injectif. En outre, b+Aû==m, et l'homomorphisme composé

m/A^= (b 4- Aa) IAa ̂  b / (bnAû) -> m/am -> m/Au

est l'identité; d'où le lemme.
Lemme (17.3.1.4). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, E un

A-module de type fini et de dimension projective finie. Si aem est A-régulier et ̂ -régulier, alors E/aE
est un {AfaAymodule de dimension projective finie, au plus égale à dim. projJE).

Raisonnons par récurrence sur A=dim. proj^(E), le cas h=o étant trivial
puisque alors E est un A-module projectif, donc E/aE un (A/aA)-module projectif. Il
existe une suite exacte

o — N — L ^ E — o

où L est libre et dim. proj^(N) = A — i (17.2 .2 , (iii)), N étant de type fini. En outre,
la suite

o —N/dNT ->L/aL ^E/ûE -.0

est exacte (15. i . 18). Comme a est A-régulier, il est aussi N-régulier puisque L est libre;
l'hypothèse de récurrence entraîne que N/aN est un (A/aA)-module de dimension projec-
tive ^h—i, et comme L/ûL est un (A/ûA) -module libre, E/aE est un (A/ûA)-module de
dimension projective ^ h.

Examinons maintenant deux cas :
I. — Supposons d'abord que tout élément de m—m2 soit diviseur de zéro dans A,

auquel cas (17 .3 .1 .2 ) il existe c^o dans A tel que nn=o. Montrons alors que m=o.
S'il n'en était pas ainsi, notons d'abord que m ne pourrait être un A-module projectif,
car il serait libre (Bourbaki, Alg, comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), ce qui
contredit la relation cm=o. On aurait donc n=dim. coh(A)^ i. Comme meAss(A),
il existerait une suite exacte de A-homomorphismes

O->Â:->A-^E->O.

Mais cela est absurde, car en vertu de la relation n^ i, la suite exacte des Tor donnerait
lasuite exacte o ->Tor^,(E, k) -^Tor^k, k) —o; orona Tor^(E, k]=o (17 .2 .2 , (ii))
et Tor^Çk, k) =t= o (17.2 .11) et nous avons abouti à une contradiction.

II- — On peut donc se borner au cas où il existe aem—m2 qui est un élément
A-régulier, et par suite aussi m-régulier. Considérons l'anneau A'==A/aA et son idéal

143



48 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

maximal m'=în/âA; 11 est clair que rg^mVm'2) ==n— i. En vertu de (17.3.1.4),
m/ûm est un A'-module de dimension projective finie, donc il en est de même de m' = m/ûA,
qui en est un facteur direct (17.3.1.3 et 17.2.1) . L'hypothèse de récurrence entraîne
par suite que A=AjaA est régulier, ce qui prouve par (17.1.8) que A est régulier.

Corollaire (17.3.2). — Si A est un anneau local régulier, Ap est régulier pour tout idéal
premier p de A.

En effet, on a vu (17.2.10) que dim. coh(Ap)^dim. coh(A), donc la conclusion
résulte aussitôt de (17.3.1).

Proposition (17.3.3). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, p : A—»-B un
homomorphisme local, m (resp. n) V idéal maximal de A (resp. B), k==Afm (resp. k' ==B/n) le
corps résiduel de A (resp. B). On a donc un homomorphisme canonique de k'-espaces vectoriels

(17.3.3.1) ^ : (m/m^^'-^n/n2.

(i) Si B est régulier et si B est un A-module plat, A est régulier.
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) B est régulier et l9 homomorphisme ^ ( 1 7 . 3 . 3 . 1 ) est injectif.
b) A et B sont réguliers, et pour un système régulier de paramètres (^)i^^^ de A, les cp(^.)

font partie d^un système régulier de paramètres de B (auquel cas cette propriété a lieu pour
tout système régulier de paramètres de A).

c) B et B®^A; sont réguliers, et B est un A-module plat.
d) A et B®^; sont réguliers, et B est un A-module plat.
e) A et B®^Â: sont réguliers, et Von a

(17.3.3.2) dim(B) =dim(A) +dim(B®^).

(i) On a dim.coh(A) ^dim.coh(B) par (17.2.13), donc il suffit d'appliquer
(17.3.1).

(ii) Lorsque A est supposé régulier et que (^) est un système régulier de paramètres
de A, dire que B est un A-module plat équivaut, en vertu de (15.1.21) à dire que la suite
des j^=<p(^) est B-régulière (puisque B®^A: est un ^-module plat). D'autre part,
comme dim(A)==m, et que la suite (j^) engendre l'idéal mB, la relation (17.3.3.2),
qui s'écrit aussi dim(B/mB) =dim(B)—m, équivaut à dire que la suite C^)i^^ fait
partie d'un système de paramètres de B (16.3.7). On voit donc que les conditions h),
d) et e) équivalent respectivement aux suivantes :

V ) A et B sont réguliers et (j^)i<i<^ fait partie d'un système régulier de paramètres
de B. m ^

d 1 ) A est régulier, B/( S j^B) est régulier et la suite (j^) est B-régulière.i'==i=1
m

e ' ) A est régulier, B/( S j^B) est régulier et la suite (j^.) fait partie d'un système
de paramètres de B.

Or, b ' ) et e ' ) sont équivalentes en vertu de (17.1.7) , et comme d ' ' ) entraîne e ' )
(16.4.1) et est entraînée par V ) (17.1.7), elle leur est équivalente. La conjonction
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de b) et d ) implique trivialement c } , et en vertu de (i), c ) entraîne d)\ on a donc
prouvé l'équivalence de b), c ) , d) et e ) . En outre, il est clair que b) entraîne a ) ,
les classes des ^ dans m/m2 formant alors une base de ce A-espace vectoriel et
les classes des y^ dans n/n2 un système libre de ce ^'-espace vectoriel. Reste donc
à prouver que a) entraîne e). Posons V==m/m2, W==n/n2; il est immédiat que l'on
a ^(V®^') ̂ r^+mB^n2. On a d'une part, en vertu de (16.3.9)

(i7.3-3-3) dim(B)^dim(A)+dim(B®^);

en second lieu, d'après (16.2.6), on a

(17.3.3.4) dim(A)^rg,,(V®^).

Enfin, dans l'anneau local B®^A == B/mB, n' == n/mB est l'idéal maximal, k' le corps
résiduel et n'/n'2 est isomorphe à n/Q^+mB) ^W/^VOO^); on a donc, d'après (16.2.6)

(17.3.3.5) dim(B®^)^rg,,W-rg,4(V®^).

Enfin, puisque B est supposé régulier, on a dim(B) ==rg^W (17. i . i) ; on conclut
donc de ( I 7 - 3 - 3 - 3 ) ? (^-S-S^) et ( ^ -S -S -ô ) q^ ron a

rg^W^dim(A) +dim(B®^) ̂ rg^W+rg^V®,/;') -rg^(V®^)

et dire que les deux termes extrêmes de cette inégalité sont égaux signifie que ^ est injectif.
La condition a) entraîne donc nécessairement que dans chacune des relations (i 7.3.3 • 3)5
(17.3.3.4) et (17.3.3.5)3 les deux membres sont égaux; or, Fégalité dans (17.3.3.4)
(resp. (i7.3.3.5)) signifie que A (resp. B®^Â;) est régulier (17.1.1); on a donc bien
prouvé que a) entraîne e ) .

Proposition (17.3.4). — Soient A un anneau local régulier de dimension n, m son idéal
maximal. Pour tout A-module non nul de type fini M, on a

(17.3.4.1) prof(M) + dim. proj (M) == n.

Raisonnons par récurrence sur m==prof(M). Si m=o, on sait (16.4.6, (i))
qu'il existe un sous-A-module N de M isomorphe à A=A/m; appliquant la suite exacte
des Tor à la suite exacte o ->• N -> M -> M/N -> o, on obtient une suite exacte

Tor^(M/N, k) -> Toi^N, k) -> Toi-^M, /;),

et l'hypothèse que A est régulier entraîne Tor^_ i (M/N, k) == o ( (17 .3 .1 .1 )^ (17 .2 .6 ) ) ,
donc TOI^(Â:, k) est isomorphe à un sous-A-module de Toi^(M, k) ; appliquant de
nouveau (17.3.1.1) et (17.2.6), on voit que Toi^(M, k) 4= o, donc dim. proj (M) ̂ n
(17.2.6); mais comme dim. proj(M)^n par (17.3. i. i), on a bien dim. proj (M) ==72.
Supposons maintenant TTZ>O, et soit x un élément M-régulier appartenant à m; on
sait alors (i6.4.6,(i)) que l'on a prof(M/A:M) ==:m—i, et d'autre part (17.2.7)
dim. proj(M/^M) ==dim. proj(M) + i ? l'hypothèse de récurrence prouve aussitôt la
relation (17.3.4. i).
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Corollaire (17.3.5). — (i) Soit A un anneau local régulier de dimension n; pour qu'un
A-module M + o de type fini soit libre, il faut et il suffit que M soit un A-module de Cohen-
Macaulqy de dimension n,

(ii) Soient A un anneau local régulier, B un anneau local, p : A—^B un homomorphisme
local faisant de B un A-module de type fini. Pour que B soit un A-module libre, il faut et il suffit
que B soit un anneau de Cohen-Macaulqy et que p soit injectif (ou, ce qui revient au
même (16.1.5), que dim(B) ==dim(A)).

(i) Gela résulte de (17.3.4.1) et du fait que pour un A-module de type fini,
il revient au même de dire que ce module est projectif ou libre (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5) ; les A-modules libres de type fini M sont donc
caractérisés par la relation dim. proj(M) =o (17.2.2, (i)).

(ii) Dire que B est un anneau de Gohen-Macaulay équivaut à dire que B est
un A-module de Cohen-Macaulay (16.5.3)3 donc il suffit d'appliquer (i), puisque
dim B=dim A (16. i .5).

(17.3.6) On dit qu'un anneau noethérien A est régulier si pour tout idéal premier p
de A, l'anneau local Ap est régulier; lorsque A lui-même est un anneau local, il résulte
de (17.3.2) que cette définition est équivalente à celle de (17.1 .2) . Pour que A soit
régulier, il suffit, en vertu de ( 17 .3 .2)3 que A^ soit régulier pour tout idéal maximal m de A.
En outre, il résulte aussitôt de cette définition que pour toute partie multiplicative S de
A, S^A est régulier.

Proposition (17.3.7). — Si A est un anneau noethérien régulier, tout anneau de polynômes
A[TI, .... TJ est régulier.

Il suffit évidemment de prouver que l'anneau de polynômes B =A[T] est régulier;
comme B est un A-module libre, pour tout idéal premier q de B, B^ est un Ap-module
plat, où p = q n A (Oi ,6 .3 . i ) ; il suffit donc, en vertu de (17.1 .10)3 de prouver que
B^/pB^ est régulier3 et comme cet anneau est un anneau local en un idéal premier
de Ay[T]/pAp[T] ==Â[T] (où k est le corps résiduel Ap/pAp), il suffit de prouver que
C==A;[T] est régulier; or3 C étant principal les anneaux locaux en les idéaux premiers
de C sont des anneaux de valuation discrète ou un corps (pour l'idéal (o)), donc régu-
liers (17.1.4), ce qui achève la démonstration.

Corollaire (17.3.8). — Si A est un anneau régulier, tout anneau de séries formelles
A[[Ti, . . ., TJ] est régulier.

Soit 3 l'idéal engendré par les T^ dans l'anneau de polynômes A[T\, .... TJ;
comme ce dernier est régulier par (17 .3 .7 )5 et que A[[T\, ...,TJ] est le complété
de A[TI, ...,TJ pour la topologie 3-préadique (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 12, Exemple 1), la conclusion résulte du

Lemme (17.3.8.1). — Soient A un anneau régulier, 3 un idéal de A, A le séparé complété
de A pour la topologie ^-préadique. Alors A est régulier.

Il suffit en effet (17.3.6) de voir que pour tout idéal maximal n de A, l'anneau
local A^ est régulier; on sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 4, prop. 8) que n
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est de la forme mA, où m est un idéal maximal de A contenante, et que l'homomorphisme
canonique A->A donne un homomorphisme injectif A^->A^, tel que la topologie
nA^-préadique de A^ induise sur A^ la topologie îîîA^-préadique, et que A^ soit dense

^s /S

dans A^ pour la topologie nA^-préadique ; par suite les complétés des anneaux locaux
noethériens A^ et A^ sont canoniquement isomorphes. Or, par hypothèse A^ est régulier,
donc il en est de même de son complété (17.1.5) et comme le complété de A^ est régulier,
il en est de même de A^ par (17.1.5).

Corollaire (17.3.9). — Soit A un anneau noethérien, quotient d^un anneau noethérien
régulier B. Si G est une A-algèbre de type fini, tout anneau de fractions S^C de G est quotient
d'un anneau régulier.

En effet, G est quotient d'un anneau de polynômes A[Ti, . . ., TJ ; comme A == B/3?
où 3 est un idéal de B, on a A[Ti, .... TJ =B[T\, .... TJ/3B[Ti, . . ., TJ; en vertu
de (17.3.7), on peut donc se borner au cas où G est quotient d'un anneau régulier B';
mais si S' est l'image réciproque de S dans B', S' est une partie multiplicative de B'
et G est un anneau quotient de S'^B', si bien que finalement tout revient à voir que
lorsque G est régulier, il en est de même de S-1 G, ce qu'on a vu en (17.3.6).

L'importance des quotients d'anneaux réguliers tient entre autres à la propriété
précédente et au fait que ce sont des anneaux caténaires (16.5.12).

Tous les anneaux importants dans les applications à la Géométrie algébrique
sont des quotients d'anneaux réguliers.

§ 18. COMPLÉMENTS SUR LES EXTENSIONS D^ALGÈBRES

Ce paragraphe rassemble un certain nombre de constructions fonctorielles sur les
anneaux, qui seront utilisées de façon répétée aux §§ 19 et 20; il ne contient aucun
résultat non trivial.

18. i. Images réciproques d'anneaux augmentés.

(18. i. i ) Étant donné un anneau A (non nécessairement commutatif), la catégorie
des A-anneaux a pour objets les couples (B, p) formés d'un anneau B et d'un homo-
morphisme d'anneaux p : A->B, pour morphismes (dits aussi A-homomorphismes) les
homomorphismes d'anneaux u : B-^C tels que, si p : A-^B et (T : A->C sont les
homomorphismes (dits structuraux) définissant la structure de A-anneau sur B et G respec-
tivement, le diagramme

B -^ G
(iB.i.i.i) \ /

A

soit commutatif. Le noyau 3 de u est un idéal bilatère qui est un A-bimodule (pour p).
Si f:A'->A est un homomorphisme d'anneaux, pour tout A-anneau (B, p),

(B, po/) est un A'-anneau, et si u : B-^C est un A-homomorphisme du A-anneau (B, p)
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dans le A-anneau (G, cr), c'est aussi un A'-homomorphisme du A'-anneau (B, po/) dans
le A'-anneau (G, aof) ; on définit ainsi un foncteur canonique de la catégorie des A-anneaux
dans celle des A'-anneaux.

(18.1.2) Soient B, E, F trois A-anneaux, /: E^B, g : F-^B deux A-homo-
morphismes. Rappelons que l'on appelle produit fibre de E et F sur B (pour
les A-homomorphismes / et g) et que l'on note E XgF le sous-anneau G de l'anneau
produit Ex F, formé des couples (x, y} tels que f[x) =g{y)\ les restrictions j&i : G-^E,
^2 : G->F des projections pr^ et pr^ à G sont encore appelées les projections canoniques ;
la structure de A-anneau de G est définie par l'homomorphisme a-^(p(oc), a(a))
(où p : A-—E et a : A->F sont les homomorphismes structuraux), qui applique effec-
tivement A dans G en vertu de (18.1.1). La propriété caractéristique de EXgF est
que, pour tout couple de A-homomorphismes u : C—^E, v : G-^F tels que fou=gov,
il existe un A-homomorphisme et un seul w : G->G tel que u==p-^ow, v=p^ow. On peut
encore dire que EXgF est limite projective du système projectif formé de B, E, F et
des A-homomorphismes/, g, dans la catégorie des A-anneaux (O^, 8.1.9).

(18.1.3) Soit 3 l'idéal bilatère de E, noyau de/; il est immédiat que le noyau 3'
de p^ : G->F est l'idéal formé des éléments (x, o) où xe^', la restriction ^ : 3'->3 dej^i
est donc un isomorphisme d'anneau sans élément unité, et aussi un isomorphisme de
A-bimodules. De même, si ^ est le noyau de g, le noyau K de p^ : G->E est l'idéal des
éléments (o,j^) où jyeK, et la restriction ^ : ̂ '-^ de p^ est un isomorphisme (au
même sens). Enfin, il est clair que le noyau du A-homomorphisme <? ==/oA == <?°A de
E XpE dans B est 3 x ft = S'®^', de sorte que l'on a le diagramme commutatif

0 0 0

\ [ „ l
3'®^ -^ ^ ^> ft

( 18 .1 .3 .1 ) [ \ 4 p-l
o — — 3 ' —> G —> F

11 ̂  ^i^ l "
0-^3 —^ E — B

Les définitions et résultats de (18.1.2) et (18.1.3) s'étendent aussitôt au produit
fibre d'nne famille quelconque (E^)^çj de A-anneaux défini par une famille de A-homo-
morphismes /^ : E^—^B. Nous laissons la formulation de ces résultats au lecteur.

(18. i .4) Conformément à la terminologie de (M, VIII), nous appellerons A-anneau
augmenté sur B un A-anneau E muni d'un A-homomorphisme surjectif (dit augmentation
de E), /: E->B; le noyau 3 de/est appelé Vidéal d'augmentation. On dit que le A-anneau
augmenté E est trivial s'il existe un A-homomorphisme de A-anneaux s : B->E qui est inverse
à droite de l'augmentation /: E->B (autrement dit /o^=ig). La suite exacte de
A-bimodules

o — ^ 3 - > E - » B - > o
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est alors scindée; autrement dit, on peut identifier le A-bimodule E à Bx3, et la multi-
plication dans E est alors donnée par

(^)(è',^)=(^',^'+^/+^/),
3 étant considéré comme B-bimodule au moyen de s : B->E.

(18.1.5) Avec les notations de (18.1.2), supposons que le A-homomorphisme f
soit surjectif, autrement dit fasse de E un A-anneau augmenté sur B. Alors il est clair que
p^ : G->F est aussi surjectif, autrement dit définit sur G une structure de A-anneau
augmenté sur F, que l'on appelle V image réciproque par g : F->B de l'anneau augmenté E.

Proposition (18 .1 .6 ) . — Pour que l'image réciproque G=EXgF par g : F—^B du
A-anneau augmenté E soit un A-anneau augmenté triviale il faut et il suffit qu^il existe un A-homo-
morphisme u : F—^E rendant commutatif le diagramme

F
u/' ^

E -y> B

La condition est évidemment nécessaire, en prenant u==p-^os, où s : F—G est
un A-homomorphisme inverse à droite de p^ Inversement, s'il existe un A-homomor-
phisme u vérifiant la condition de l'énoncé, l'existence de l'inverse à droite s de p^ résulte
de la propriété universelle du produit fibre (18. i .2) appliquée aux A-homomorphismes
u : F—E et IF : F->F.

Ce résultat entraîne en particulier que si E est un anneau augmenté trivial, il en
est de même de toutes ses images réciproques.

(18. i .7) Reprenons la situation décrite en (18.1.2) et (18. i . 3) ; on a évidemment
sur S{ une structure de G-bimodule, provenant de sa structure de F-bimodule et de
rhomomorphisme d'anneaux p^ : G— F. Comme î'a est bijectif on a en outre une
injection Q=joi^i : S{->G, qui est un homomorphisme de G-bimodules. Nous allons voir
inversement que, lorsqu'on suppose en outre que y et g sont surjectifs, autrement dit que E
et F sont des A-anneaux augmentés sur B, la donnée d'un tel homomorphisme 6 permet
de reconstituer l'anneau augmenté E (sur B) à partir de l'anneau augmenté G (sur F).

De façon précise, donnons-nous un A-anneau F augmenté sur B et un A-anneau G
augmenté sur F, les idéaux d'augmentation étant notés K et 3' respectivement :

K

y \
(18.1.7.1) o —— y —— G -^ F —> o

\9

B\
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L'homomorphisme h définit sur tous les idéaux de F (et en particulier sur K) une structure
de G-bimodule. Soit 6 : A—-G un homomorphisme de G-bimodules rendant commutatif
le diagramme (18.1.7.1); cela implique que 6 est injectif et que S'nOÇ^^o;
comme 6(5^) est un idéal bilatère de G, et que h(Q[S{)) =5^, F homomorphisme composé

goh : G->B se factorise en G -> G/6(^) -> B, où f est surjectif; en outre l'image 3
de 3'dans E=G/6(^) est le noyau de / (celui de goh étant 3'®e(^)), et la restriction
à 3' de F homomorphisme canonique q : G—^E est inj écrive. On peut donc former
le produit fibre G'^EXgF, et comme les deux A-homomorphismes q : G->E et h : G->F
sont tels que ^q^g0^ ils définissent un unique A-homomorphisme u : G'—^G par la
propriété universelle de G' (18.1.2); nous allons voir que u est bijectif. Il suffit de le
prouver lorsque u est considéré comme homomorphisme de A-bimodules; mais on
notera alors que u est compatible avec les filtrations finies sur G' et G formées respec-
tivement par G' et ^"^^^(G'-^F), et par G et 3'? en outre, on a vu (i 8. i .3) que
gTQU : F—^F est l'identité et que gr^u : S"—^ est bijectif, donc u lui-même est bijectif
(Bourbaki, Alg. comm.y chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. i).

18.2. Extensions d'un anneau par un bimodule.

(18.2.1) Soient E un A-anneau augmenté sur B, /:E->B F augmentation,
3 == Ker(/) Fidéal d'augmentation. Si l'on a 32 == o, 3 est non seulement un E-bimodule
mais aussi un S-bimodule puisque B est isomorphe à E/3; de façon précise, tout éeB est
de la forme f{x) avec xeE, et si ^, ^ sont dans 3 on a [x + ̂ }^ = x^ (resp. ^(x +^)== ̂ x)
de sorte que la valeur de x^ (resp. ^ x ) ne dépend pas de l'élément ^e/"1^), et peut
s'écrire b^' (resp. ^ ' b ) ce qui définit la structure de B-bimodule considérée. Inversement,
si 3 est muni d'une structure de B-bimodule telle que x^==f{x)^ et ^x=^f{x) pour
xeE et ^'e3, il est clair que 32:==0•

(18.2.2) On appelle A-extension d'un A-anneau B par un K-bimodule L une suite
exacte d'homomorphismes de A-bimodules

o - > L — ^ E - > B - > o

où E est un A-anneau, / un A-homomorphisme d'anneaux et l'on a, pour xeE
et <s;eL,

j{fW =^), jWW) =J^
d'où résulte (18.2.1) que j(L) est un idéal bilatère de carré nul de E. Par abus de
langage on dira aussi que E est une extension de B par L. On dit que deux A-extensions E,
E' de B par L sont A-équivalentes s'il existe un isomorphisme de A-anneaux u : E^ÏE'
(dit aussi A-équivalence de A-extensions) rendant commutatif le diagramme

/ E \
(18.2.2.1) o->L "^ B->o

E'
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(18.2.3) On dit qu'une A-extension E de B par un B-bimodule L est A-triviale
si E est un A-anneau augmenté (sur B) trivial (18.1.4). On définit sur le A-bimodule
produit BxL une structure de A-anneau en posant (x, s ) ( ^ t ) = (^, xt+sy), comme
on le vérifie aussitôt, et il est immédiat que les applications canoniques j : L->BxL
et /: B x L — B définissent une A-extension de B par L qui est A-triviale, l'application
canonique g : B->BxL étant un A-homomorphisme inverse à droite de/. On dit que
cette extension est Y extension triviale type de B par L et on la note Dp(L) ; il est immédiat
que toute A-extension A-triviale de B par L est A-équivalente à D^L).

On notera que toute extension du A-anneau A lui-même par un A-bimodule est
nécessairement A-triviale.

(18.2.4) Étant données deux A-extensions L -'> E -i B, L' -^ E' -/» B', unmorphisme
de la première dans la seconde est par définition un triplet d'homomorphismes
de A-bimodules (u, v, w) tel que le diagramme

o —> L —> E -/-. B —> o
(18.2.4.1) ^ J

o —> L' —> E' —> B' —> o
i' f

soit commutatif, u et v étant des A-homomorphismes Panneaux et w étant tel que
w{b^)=v(b)w{^ et w^b)=w^)v(b) pour ^eL et èeB (en d'autres termes, le
couple {v, w) constitue un di-homomorphisme du B-bimodule L dans le B'-bimodule L') ;
il est clair que si (u ' , y', w ' ) est un morphisme de L'-^E^B' dans une A-extension
L//->E'/-.B", (u'QU, v ' o v , w'ow) est encore un morphisme, ce qui justifie la terminologie.

La considération des deux carrés commutatifs du diagramme (18.2.4.1) va nous
conduire à deux opérations sur les extensions de A-anneaux.

(18.2.5) En premier lieu, considérons une A-extension E' de B' par L'

o -> L' -^ E' -^ B' -> o

et un A-homomorphisme d'anneaux v : B—B', et soit F^E'Xp'B V image réciproque
par v du A-anneau augmenté E' (18. i .5), de sorte que l'on a un diagramme commutatif

o — > L o — > F -^B -^o

o —> L' —> E' —> B' —> oi ' r
dont les lignes sont exactes, p^ et p^ étant les homomorphismes canoniques; on a
vu (18. i .3) que i est bijectif et il résulte aussi de la définition (18. i .2) que L^==o, de
sorte que l'on peut considérer que F est une A-extension de B par L', que l'on appelle
image réciproque par v de l'extension E' de B' par I/ (L/ étant naturellement considéré
comme B-bimodule au moyen de l'homomorphisme d'anneaux v). Le caractère fbnc-
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toriel du produit fibre vis-à-vis de chacun des facteurs montre en outre que si l'on a un
morphisme de deux extensions de B'

o —> L[ —> E[ —> B' —> o

o —^ H —> E; —> B' —> o

on en déduit un morphisme image réciproque par v

o -> L[ -> E^XB'B -> B -> o

h ^XB'IB | ? IB
y y y

o -> H -> E^XB'B -> B -^ o

En particulier, si E^ et Eg sont des A-extensions A-équivalentes de B' par L/, leurs images
réciproques par v sont des A-extensions A-équivalentes de B par L\

La définition du produit fibre montre que lorsque l'on a un morphisme (18.2.4. i)
de A-extensions, il se factorise à travers l'image réciproque de E' par y$ de façon précise,
il existe un A-homomorphisme unique UQ : E-^F ==E'XB'B rendant commutatif le
diagramme

o —> L -^ E -^ B —> o

W» KO IB
Y Y Y

o — ^ L g —> F ^>B —> o

iî[ Î'J | »
Y Y Y

o —> L' —> E' —> B' —> o
7" /'

où ^o est la restriction de UQ à L et P^OUQ==U, iowQ=w.
(18.2.6) Étudions en particulier les images réciproques d'extensions par des

A-homomorphismes surjectifs. Considérons un A-homomorphisme surjectif v : B—^B', une
A-extension F de B par un B-bimodule L, et l'idéal bilatère S{ de B, noyau de v (qui peut
être considéré comme F-bimodule au moyen de l'augmentation F —B) ; on a vu ( 18. i . 7)
que tout homomorphisme de F-bimodules 6 : ̂ ->F rendant commutatif le diagramme

^y i/ ^
F —> B

détermine une extension E' de B'==B/^ par L dont l'image réciproque par •o : B->B'
est équivalente à F, et que toute A-extension E' de B' par L ayant cette dernière propriété
s'obtient ainsi (à une A-équivalence près). En outre, pour que deux homomorphismes O^, 6g
de F-bimodules de K dans F donnent deux A-extensions A-équivalentes de B par L, il faut
et il suffit qu'il existe une A-équivalence u de la A-extension F sur elle-même telle que
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Q^=uoQ^ cela résulte aussitôt de ce qu'on a vu dans (18.2.5) et de la définition de la
bijection canonique de F sur le produit fibre E'Xp'B (18.1.7).

( 18.2.7) Considérons maintenant le carré de gauche de (18.2.4. i), et rappelons
d'abord la notion de somme amalgamée dans la catégorie des A-bimodules : étant donnés
trois A-bimodules X, Y, Z et deux A-homomorphismes /: X->Y, g : X—Z, la somme
amalgamée Y®xZ est limite inductive du système inductif formé par X, Y, Z et les
A-homomorphismes/, g dans la catégorie des A-bimodules (Om, 8. i. n). On définit
ce A-bimodule comme quotient du produit YxZ par le sous-A-bimodule M image
de X par l'homomorphisme x^>Çf{x), —g{x)). Sa propriété caractéristique est que,
pour tout couple d'homomorphismes de A-bimodules u : Y->T, v : Z-^T tels que
uof==vog, il existe un homomorphisme et un seul w : Y®xZ->T tel que u==woj\ et
u==woj^ où ji:Y-»Y®xZ et j\:Z-^Y@^Z sont les applications canoniques.

(18.2.8) Considérons maintenant une A-extension E de B par un B-bimodule L :

o - > L - > " E — > - B - » o

et soit d'autre part w : L ->L' un homomorphisme de fî-bimodules. Soit H le A-bimodule
somme amalgamée E^L'; montrons comment on peut munir ce A-bimodule d'une
structure de A-anneau et définir une A-extension

o->I/—H->B-.o.

Notons pour cela que L' est muni d'une structure de E-bimodule au moyen de
l'homomorphisme d'augmentation E->B; on peut donc former la A-extension triviale
type G=DE(I/) (18.2.3). Considérons alors l'application 6 : Z->(j(^), —w(^)) de L
dans G; c'est un homomorphisme de G-bimodules (L étant considéré comme G-bimodule
au moyen de l'homomorphisme canonique p : G -»E). En effet, pour {x, ̂ ) eG et ^eL,
on a U^).—^)^^f)=(j{^x,J\^^—w{^x)s, orj(^)^=/(j(^)^=o par définition
de la structure de E-bimodule sur I/, et J\^)x==j{^f{x)) et w^)x==w^f{x))', on vérifie
de même que 6 est un homomorphisme de G-module à gauche. On peut alors appliquer
au diagramme commutatif

r\

o —> L' —> G —> E —> op ,
f

le résultat de (18.1.7). Comme H=G/6(L) par définition, notre assertion est une
conséquence immédiate de (18.1.7).

153
8



58 A. G R O T H E N D I E C K Chap. o

On dit que la A-extension H de B par L/ est déduite de E au moyen de V homomorphisme
w : L->L/. Le caractère fonctoriel de la somme amalgamée en chacun des sommandes
montre en outre que si l'on a un morphisme d'extensions

L E, B.

^ 4y y

> L ->• Eg Bo

on en déduit canoniquement un morphisme d'extensions
o -> L' -> Ei®iL' -> Bi ->

^l? ^L'^ 4

o -> L' -> Eo®TL' -> Bo -̂E îL'

En particulier, si E^ et Eg sont des A-extensions A-équivalentes de B par L, les extensions
de B par L' qu'on en déduit au moyen de w sont A-équivalentes.

Lorsque l'on a un morphisme (18.2.4.1) de A-extensions, il se factorise à travers
la A-extension H de B par L' déduite de E au moyen de l'homomorphisme w : L^L'
(L' étant considéré comme B-bimodule au moyen de l'homomorphisme y :B->B' ) :
en effet, la définition de la somme amalgamée montre qu'il existe un A-homomorphisme
unique U Q ' . Ï Î ^ Î L ' de A-bimodules, rendant commutatif le diagramme

o - . L - ^ E - ^ B - ^ o

^1 [h d1"y y y
o - > L n — ^ H - > B - > o

0 h /o

^i i"0 [v
o -> L7 -> E' -> B' -> of /'

avec U=UQOJ^, W==JQOWQ^ ji etj'2 étant les homomorphismes canoniques; on vérifie immé-
diatement que UQ est aussi un homomorphisme d'anneaux.

Notons enfin les propriétés fonctorielles relatives aux extensions triviales :
Proposition (18.2.9). — Soient B, B' deux A'anneaux, L un 'S-bimodule, L' un

B'-bimodule, v : B—^B' un A-homomorphisme d'anneaux, w : L-^L' un homomorphisme de
A-bimodules tel que (y, w) soit un di-homomorphisme de bimodules. Alors, il existe un A-homomorphisme
unique d'anneaux u : D^L) -^DB'(L') rendant commutatif les diagrammes

D^(L) ^ DB,(L') Dp(L) ^ D^(L')
t

B ———> B' L
v

où les flèches verticales sont les injections canoniques.
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En effet, u ne peut être que l'application (x, s)->(v(x), w(s)) et il reste à vérifier
que c'est un A-homomorphisme d'anneaux, ce qui résulte trivialement de la défini-
tion (18.2.3). On notera que u rend aussi commutatif le diagramme

D^(L) ^ D^(L')

B ——> B'
v

où cette fois les flèches verticales sont les augmentations.
Proposition (18.2.10). — Soient B un A-anneau, L un K-bimodule, E une A-extension

de B par L. On définit une application bijective de l'ensemble G des homomorphismes de ^-anneaux
de B dans E (autrement dit, l'ensemble des A-homomorphismes inverses à droite de
l'augmentation E->B) sur r ensemble G' des A-équivalences de Dg(L) sur E en faisant corres-
pondre à tout g(=G la A-équivalence g ' : (x, s)->g(x)+s', l'application réciproque/ait corres-
pondre à tout g ' e G ' le B-homomorphisme x-^g'Çx, o).

Ceci résulte aussitôt des définitions.

18.3. Le groupe des classes de A-extensions.

(18.3.1) Considérons un A-anneau B et un B-bimodule L fixés; alors la
relation « E et E' sont A-équivalentes» entre A-extensions E, E' de B par L est une relation
d'équivalence, et pour cette relation on peut parler de V ensemble des classes de A-extensions
A-équivalentes de B par L. Il suffit pour le voir de remarquer que si, pour tout ^eB,
^ est un élément de E dont l'image dans B est x, tout -seE s'écrit d'une manière et
d'une seule sous la forme c^+t, où teL, et l'on peut écrire ^+y==c,+^+y(A:,^),
^y^Vy+^^^jy), où <p(.v,jQ et ^{x,y) sont des éléments de L, les applications <p et ^
de B x B dans L devant vérifier des conditions exprimant que E est un A-anneau, qu'il
est inutile d'écrire ici. Toute A-extension de B par L est donc A-équivalente à une
A-extension dont BxL est l'ensemble sous-jacent, d'où on tire aussitôt notre conclusion.

(18.3.2) Le A-anneau B étant fixé, désignons provisoirement par T(L) l'ensemble
des classes de A-extensions de B par L. Pour tout B-homomorphisme w : L->I/ de
B-bimodules, on définit canoniquement une application T(w) : T(L) -> T(L') en faisant
correspondre à la classe d'une A-extension E de B par L la classe de la A-extension EQ^L'
déduite de w, en vertu de (18.2.8). Si w' : L'—^L" est un second homomorphisme
de B-bimodules, on a en outre
(18 .3 .2 .1 ) T(wfow)==T(wf)oT(w).

En effet, on sait qu'il existe un isomorphisme canonique de A-bimodules

E^L-^ (E^L^.L-
en vertu des propriétés générales de limites inductives (cf. par exemple (I, 3.3.9)),
et il est immédiat de vérifier que c'est bien une A-équivalence de A-extensions, d'où
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la relation (18.3.2. i). Si Cg désigne la catégorie des B-bimodules, on voit qu'on a ainsi
défini un foncteur covariant T : C^->-Ens.

(18.3.3) Considérons maintenant une famille (LJ^çi de B-bimodules et leur
produit L==I lLa; les projections pr^ : L->L^ définissent des applications

T(prJ:T(L)-^T(LJ,

d'où une application canonique

(18.3.3.1) nT(prJ :T(L)^ IIT(LJ.
a ael

Nous allons voir que cette application est bijective. En effet, pour tout ael, soit E^
une A-extension de B par L^, et soit F le produit fibre des E^ sur B (18. i . 3) ; il est immédiat
que F est une A-extension de B par L = Tl L^ et que si l'on remplace chaque E^ par

aei
une A-extension A-équivalente E^, le produit fibre F' des E^ sur B est A-équivalente
à F. On a ainsi défini une application II T(LJ —> T(L) et il est clair que cette application

a£l
est réciproque de (18.3.3.1), d'où notre assertion. On identifiera canoniquement T(L)
à II T(LJ par l'application (18.3.3.1). On vérifie en outre immédiatement que

aei
si (L^)^çi est une seconde famille de B-bimodules et, pour chaque a, w^ : L^->L^ un
homomorphisme de B-bimodules, alors, en posant w==Tlw^ : L -> L'= II L^, T(w)

a ael
s'identifie à 11 T(wJ quand on fait l'identification piécédente.

aei
(18.3.4) Cela étant, pour un B-bimodule L, l'addition est un homomorphisme

s : L X L->-L de Ti'bimodules, et il en est de même de la symétrie t : L->L de la loi additive
de L. On en déduit une loi de composition

T(J) :T(L)xT(L) ^T(L)

dans T(L) en vertu de (18.3.3)5 et cette loi est une loi de groupe commutatif dont T{t)
est la symétrie, comme il résulte de la définition d'un objet en groupes au moyen de
diagrammes commutatifs (Oju ,8 .2 .5 et 8.2.6). Nous désignerons par Exan^(B, L) le
groupe commutatif ainsi défini et nous dirons que c'est le groupe des classes de A-extensions
de B par L.

(18.3.5) Désignons par K la catégorie dont les objets sont les triplets (A, B, L)
où A est un anneau, B un A-anneau et L un B-bimodule ; les morphismes de cette catégorie
sont les triplets (u, y, w} où u : A'->A et v : B'-^B sont deux homomorphismes d'anneaux
rendant commutatif le carré de gauche du diagramme

A —> B L
t t 1M \ V \W

1 1 y

A' —> B' I/

où les flèches horizontales sont les homomorphismes structuraux; enfin w : L—>L/ est
un homomorphisme de groupes commutatifs tel que l'on ait w(v(b')^) == b'w[^) et
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u>W))=w(z)b' quels que soient zeL et 6'eB' (en d'autres termes, w est un homomor-
phisme de B'-bimodules lorsqu'on munit L de la structure de B'-bimodule définie par v).
La composition des morphismes est définie par (u', v ' , w')o(u, v, w) = (uou', vov', w'ow),
qui se justifie aussitôt. Nous nous proposons de montrer que
(»8.3.5.i) (A, B, L) -> Exan^B, L)

est unfoncteur covariant de la catégorie K dans la catégorie Ab des groupes commutatifs. Il
s'agit donc pour tout triplet (u, v, w) comme ci-dessus, de définir un homomorphisme de
groupes commutatifs

(w, v, w)^ : Exan^(B, L) -> Exan^(B', L').

En vertu de la définition des morphismes dans K, on peut écrire
{tl, 0, W) = (l^,, IB,, W)o(l^,, v, ljo(y, Ig, l̂ )

où, dans le premier facteur, L est muni de sa structure de B'-bimodule définie par v;
nous définirons donc d'abord (u, v, w\ lorsque deux des homomorphismes u, v, w sont
réduits à l'identité.

(18.3.6) Nous prendrons d'abord pour (i^, I B > w). l'application
(18.3.6.1) ^ : Exan^B, L) -^ Exan^B, L')

notée T(w) dans (18.3.2); il est immédiat de vérifier que c'est un homomorphisme
de groupes, cette propriété s'exprimant par la commutativité de diagrammes, trans-
formés par T de diagrammes analogues pour L et L'.

L'application (i^, y, ij^ est l'application
(18.3.6.2) v* : Exan^B, L) -> Exan^(B', L)

définie de la façon suivante : si E est une A-extension de B par L, on a vu que E XpB'
est une A-extension de B' par L (18.2.5) et que si l'on remplace E par une A-extension
A-équivalente E', E'XBB' est A-équivalente à Ex^'; l'image par y* de la classe de E
est la classe de EXnB'. On vérifie aussitôt que si w : L-^L' est un homomorphisme
de îî-bimodules, le diagramme

ExanA(B,L) -^*> Exan^(B', L)

(18.3.6.3)

ExanA(B,L') —^ Exan^(B', L')

est commutatif, L et L' étant considérés comme B'-bimodules au moyen de v dans la
colonne de droite. Remplaçant L et L'respectivement par L X L et L, et w par l'addition s
dans L, on en conclut que v* est bien un homomorphisme de groupes.
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Enfin, l'application (u, ig, i^ est l'application

(18.3.6.4) u : Exan^B, L) -> Exan^(B, L)

qui s'obtient en faisant correspondre à une A-extension E de B par L l'anneau E considéré
comme A'-anneau au moyen de u (18.1.1), qui est évidemment une A'-extension de B
par L, B étant aussi considéré comme A'-anneau au moyen de u'y il est clair qu'une
A-équivalence est aussi une A'-équivalence, d'où l'application (18.3.6.4)5 qui, pour
tout homomorphisme w : L->L' de B-bimodules, rend encore commutatifle diagramme

Exan^B, L) Exan^fB, L)

(18.3.6.5)

Exan^B, L') Exan^(B, L/)

d'où l'on conclut comme ci-dessus que u* est un homomorphisme de groupes.
Cela étant, on pose (u, y, w\=- (i^, ig', w)^{î^, y, î^)^(u, ig, IJ, et l'on vérifie

facilement, en raison de la commutativité des diagrammes (18.3.6.3) et (18.3.6.5),
que l'on a (uou'^ v o v ' y w'ow) == (u\ y', w'^oÇu, y, w) , ce qui achève de prouver que
(18.3.4.1) est un foncteur.

L'existence de l'homomorphisme de groupes (18.3.6.1) montre en particulier
que si E est une A-extension triviale de B par L, l'extension EQ^L' de B par L/ définie
dans (18.2.8) est aussi triviale, ce que l'on vérifie d'ailleurs sans peine de façon directe.

D'autre part, pour tout élément ^ du centre Z de B, l'homothétie h^ :y->y^=y
est un endomorphisme du B-bimodule L, donc (AJ^ est un endomorphisme du groupe
commutatif Exan^JB, L), et par fonctorialité, ces endomorphismes définissent sur
Exan^(B, L) une structure canonique de ï-module.

(18.3.7) Soient A, A' deux anneaux, u : A'->A un homomorphisme, B un
A-anneau et L un B-bimodule. Le noyau de l'homomorphisme de groupes

u '. Exan^(B, L) -> Exan^fB, L)

est formé par définition des classes de A-extensions de B par L qui sont A'-triviales quand
on les considère comme A'-extensions au moyen de u. On désigne ce noyau par la
notation Exan^,(B, L) quand cela ne prête pas à confusion.

Si A est un anneau, et si on a un diagramme commutatif de A-homomorphismes
de A-anneaux

B' --> B

(18.3.7.1)

A' A
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on en déduit canoniquement des homomorphismes

(18.3.7.2) Exan^(B, L) -> Exan^(B, L) — Exan^(B', L)

qui proviennent de la commutativité du diagramme

ExanA(B,L) -> Exan^fB, L) -> Exan^fB', L)

Exan^(B, L) Exan^(B, L) -> Exan^B', L)

où les flèches sont déduites de celles de (18.3.7.1) par fonctorialité.
Proposition (18.3.8). — Soient B un anneau, 3 un idéal bilatère de B, C ==B/3 Vanneau

quotient; 3/32 es^ alors canoniquement muni d'une structure de G-bimodule. Pour tout C-bimodule L,
soit Homç(3/32, L) le groupe additif des homomorphismes de C-bimodules de 3/32 dans L.
On définit alors un isomorphisme canonique de groupes commutatifs

(18 .3 .8 .1 ) 73:, : Homc(3/32, L) ̂  Exan^C, L)

en faisant correspondre à tout G-homomorphisme w : 3/32 —> L (qui est a fortiori un B-homo-
morphisme) la classe de l'extension (B/^2)®^^!. déduite de l'extension B/32 de G par 3/32

au moyen de w; l'isomorphisme réciproque fait correspondre à la classe d'une ^-extension E de G

par L P homom.orphisme w tel que le composé 3 —^ 3/32 —^ L soit la restriction à 3 de Vhomo-
morphisme structural B->E.

Soit F==B/32, qui est une B-extension de G par 3/32. Pour toute B-extension
o — L - > E — ^ G - ^ o d e C par L, l'homomorphisme structural y : B — > E est tel que le
composé B-^E->C soit l'homomorphisme canonique B-^B/3==C. Comme l'image
de 3 parj&o/est nulle,y(3) est contenu dans le noyau dep, c'est-à-dire j(L), et comme j(L)
est de carré nul, on a /(32) ̂ o; donc/se factorise en B -> B^^F -^ E, et si w est
la restriction de u à 3/32? on a un diagramme commutatif

3/32 F G

o — > L — > E —> G —> o
j p

autrement dit (u, iç, w) est un morphisme d'extensions (18.2.4). On en déduit un
morphisme d'extensions

o —> L —> E' —> C —> o

1L ?y

> L E

î\ le
y
C
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E'^FS^^L (18.2.8); il s'agit de prouver que u' est une 'S-équivalence, ce qui
établira que T^ est bijectif. En vertu de la construction faite dans (18.2.8)5 tout revient
à prouver (compte tenu de (18.1.7)) que l'image réciproque G de l'extension E de C
par l'homomorphisme canonique g : F->C est ï'-triviale3 ce qui est évident puisque g
se factorise en F->E-^C (18.1.6).

OU

Il reste à voir que T]^ est un homomorphisme de groupes, or, pour tout B-homo-
morphisme h : L—^L', il est immédiat que le diagramme

^L

Homc(3/32, L) Exang(C, L)

Hom(l, h)

Homc(3/32, L') -^ Exan^C, L'
fÏL'

est commutatif. Il suffit d'appliquer cette remarque à l'homomorphisme LxL-^L
définissant l'addition pour conclure.

18 .4. Extensions (Talgèbres.

(18.4.1) Soit A un anneau commutatif. La catégorie des A-algèbres est alors une
sous-catégorie pleine de celle des A-anneaux, caractérisée par le fait que les homo-
morphismes structuraux p : A->-B sont centraux.

Si B est une A-algèbre, L un B-bimodule, il est immédiat que la A-extension
triviale type Dg(L) est une A-algèbre. De même, dans la construction de (18.2.5)
(resp. de (18.2.8)), si B, B' et E' (resp. B et E) sont des A-algèbres, il en est de même
de E'XB'B (resp. de ES^L/). Enfin, il est clair que si B est une A-algèbre et E une
A-extension de B par un B-bimodule L qui est une A-algèbre, toute A-extension de B
par L, A-équivalente à E, est aussi une A-algèbre. On déduit alors aussitôt de la défini-
tion (18.3.4) que les classes de A-extensions équivalentes de B par L qui sont des
A-algèbres forment un sous-groupe, noté Exal^(B, L), de Exan^(B, L). Soit K' la sous-
catégorie pleine de la catégorie K définie dans (18.3.5), dont les objets (A, B, L) sont
tels que A soit commutatif et B une A-algèbre. Alors ce qui précède montre que

(A, B, L) ̂  Exal^B, L)

est un fondeur couariant de K' dans Ab. Les résultats de (18.3.7) sont inchangés lorsqu'on
remplace partout Exan par Exal.

(18.4.2) Supposons toujours l'anneau A commutatif. Les remarques de (18.4.1)
restent valables lorsque l'on remplace « algèbre » par « algèbre commutative » et
« bimodule » par « module ». Si B est une A-algèbre commutative et L un B-module,
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les classes de A-extensions équivalentes de B par L qui sont des A-algèbres commutatives
(ou, ce qui revient au même, des A-anneaux commutatifs) forment un sous-groupe de
Exal^(B, L), noté Exalcom^(B, L). Si K" est la sous-catégorie pleine de K' formée des
triplets (A, B, L) où A et B sont commutatifs et L un B-module,

(A, B, L) -> Exalcom^(B, L)

est encore un fondeur covariant de K" dans Ab. On peut aussi dans (18.3.7) remplacer
partout Exan par Exalcom. Enfin, si dans (18.3.8)5 on suppose que B soit un anneau
commutatif et que L soit un C-module, le même raisonnement donne un isomorphisme
canonique
(18.4.2.1) Homç(3/32, L) ̂  Exalcom^G, L)

où le premier membre est le groupe des homomorphismes de C-module.
(18.4.3) Soit A un anneau commutatif. Un cas important d'extensions de

A-algèbres est formé des A-algèbres E, extensions d'une A-algèbre B par un B-bimodule L
telles que E, en tant que A-module, soit une extension triviale du A-module B par
le A-module L; autrement dit, la suite exacte de A-modules o->E—L->B—>o est scindée.
On dit alors que E est une extension de Hochschild de B par L. Ce sera toujours le cas
lorsque B est un A-module projectif, et en particulier lorsque A est un corps commutatif.
En tant que A-module, on peut identifier E à BxL, la multiplication dans E étant
donnée par (x, s) [y, t) == {xy, xt-\-sy-\-f{x,y)) avec f(x^y)e'L. Si l'on écrit que cette
multiplication définit sur BxL une structure de A-algèbre, on trouve (M, XIV, 2)
que f doit être une application A-bilinéaire de BxB dans L, telle que

(18.4.3.1) f{^€)+f^^=xf(^€)+f^y€)

autrement dit, y est un 2-cocycle sur B à valeurs dans L, au sens de Hochschild; pour que
l'extension E soit A-triviale, il faut et il suffit que l'on ait

(18.4.3.2) /(^J;)=^(J;)—^(^+^b;

où g est une application A-linéaire de B dans L, autrement dit f doit être un 2-cobord
au sens de Hochschild, On en déduit aussitôt que les classes d'extensions de Hochschild
de B par L forment un sous-groupe de Exal^(B, L), isomorphe au groupe de cohomologie
de Hochschild Hi(B, L).

Si B est une A-algèbre commutative, et L un B-module, les extensions de Hochschild
commutatives de B par L correspondent aux 2-cocycles symétriques, c'est-à-dire tels que
y(j^ x) =f(^x,y). Les classes d'extensions de Hochschild commutatives de B par L forment
donc un sous-groupe de Exalcom^(B, L), isomorphe au sous-groupe de HJ[(B, L) image
du groupe des 2-cocycles symétriques, que nous noterons Hj[(B, L)8.

(18.4.4) Bornons-nous au cas où A et B sont commutatifs et L un B-module,
et rappelons dans ce cas la définition équivalente des groupes de Hochschild
H^(B, L) (M, IX, 6). On considère un complexe P.^ (PJn^o ^e B-modules,
où P^B^'^^Be^B®.. .®^B (72 4-1 fois), la structure de B-module étant définie
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par x(y^®.. .®y^) === {xy^)®y^ . . .®^+,; la dérivation, de degré — i , <:P^P^,
est définie par

<(^®^0. . .®^i) ==(^2)®^®. . .®^+i—A?i®(^3)®...®^_^+. . . +

(-l)^-^®^®. . .®^_i®(^n+l) +(-1)^+^1)®^ . •^n

qui est bien B-linéaire puisque B est commutatif.
Un 2-cocycle de ce complexe à valeurs dans L est une application B-linéaire h de

B®BOOB dans L telle que h{d^{x^jy®^®t)) ==o; mais comme h{x®y®^) ==xh{î®jy®^),
le cocycle h est déterminé par l'application A-bilinéaire (jy, €)^f(jy, ^)===A(i®^®^)
de B x B dans L, et en écrivant la condition précédente pour A, on retrouve pour f
la condition (18.4.3.1). De même, un 2-cobord sera une application de la forme
x^jy^^'^h^d^x^jy®^)), où A':B®^B->L est linéaire, et ici encore h' est déter-
miné par l'application B-linéaire g \y->h\î®y} de B dans L; on obtient alors
h^d^î^x^jy}) ==xg(jy)—g(xy)-\-yg{x)^ ce qui redonne (18.4.3.2). On procède de même
pour tout i, et l'on voit ainsi que l'on a

(18.4.4.1) HI(B, L) -H^Hom^P, L)).

(18.4.5) Sous les conditions de (18.4.4), on peut interpréter de la même façon
le groupe H^(B, L)5 (18.4.3). Pour cela, modifions le complexe P. en degré 3, en consi-
dérant un nouveau complexe

P: : P3 1 P,^. P,;

nous prendrons P^ === Pg® (B®^B®^B), d^ coïncidant avec ûfg sur Pg, et étant donné
dans B®^B®JB par

d^x®jy®^) ==^®j^®^—x®^®jy.

La relation d^==o résulte de la commutativité de B. Avec les notations intro-
duites ci-dessus, un 2-cocycle de P^ correspond maintenant à une application
A-bilinéaire y : B x B — » - L qui est symétrique et vérifie (18.4.3.1); par suite, on a
HKB.^^H^Hom^Pl.L)).

(18.4.6) Dans le cas particulier où l'on considère un corps commutatif A, une extension
K de k, on a Ext^(M, L) === o quels que soient les K-espaces vectoriels L, M, et par suite
(M, VI, 3.3 a)), on a un isomorphisme canonique
(18.4.6.1) H^K, L) ^ HomK(H,(P), L)

et de même
(18.4.6.2) H^(K, L)8 ̂  HoniK(H,(P:), L).

18.5. Cas des anneaux topologiques»

(18.5.1) Soient A, B deux anneaux topologiques dont la topologie est linéaire,
p : A-»B un homomorphisme continu, L un B-bimodule topologique, et supposons qu'il
existe un idéal bilatère ouvert S^Q de B tel que ^o. L = L. ̂ o== o, de sorte que L peut être
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considéré comme un (B/^)-bimodule pour tout idéal ouvert ^c^o. Soient alors KcKo
un idéal bilatère ouvert de B, 3 un idéal bilatère ouvert de A tel que p(3) c^, de sorte
que B/^ peut être considéré comme un (A/3)-anneau discret. La remarque précédente
prouve que le groupe Exan^(B/^, L) est défini; en outre, si ^'c^, 3'c3 sont deux
idéaux bilatères ouverts de A et B respectivement tels que p (3') C ̂ /, on a par (18.3.5.1)
un homomorphisme canonique

(18.5.1.1) Exan^(B/^, L) -> Exan^(B/^', L).

L'ensemble des couples d'idéaux ouverts (3,^) tels que p(3)c^C^o est évi-
demment ordonné filtrant à droite pour la relation « 3^3' et ^3^' » et les appli-
cations (i 8.5.1.1) définissent un système inductif de groupes additifs ayant cet ensemble
pour ensemble d'indices. On pose, par abus de notation (car il ne s'agit plus d'un groupe
en correspondance biunivoque naturelle avec un ensemble d'extensions)

(18.5.1.2) Exantop^B, L) =lim Exan^(B/^, L).

Dire que le second membre de (18.5.1.2) est nul signifie donc que, pour tout
couple d'idéaux ouverts 3cA, ^cB tels que p(3)c^C^o et toute (A/3)-extension E
de B/^ par L, il existe deux idéaux ouverts 3'c3,^'C^ tels que p(3')c^' et que
l'image réciproque par l'homomorphisme B/^'—B/5Ï de E soit triviale,

Nous laissons au lecteur la définition analogue des limites inductives Exaltop^(B, L),
Exalcotop^B, L) à partir de Exal^(B/^, L) et de Exalcom^(B/^, L) pour le cas
où A est commutatif et B une A-algèbre (resp. une A-algèbre commutative) topologique.

(18.5.^2) Si l'on a un diagramme commutatif d'homomorphismes continus
d'anneaux

B' —> B

î î
A' -^ A

on en déduit canoniquement deux homomorphismes de groupes additifs

Exantop^(B, L) -> Exantop^(B, L) -^ Exantop^(B', L)

par passage à la limite inductive à partir de (18.3.5.1).
En vertu de l'exactitude du foncteur lim dans la catégorie des groupes commutatifs,

le noyau de l'homomorphisme

Exantop^(B, L)->Exantop^ (B, L)

est la limite inductive des noyaux des homomorphismes

Exan^(B/^, L) -. Exan^,(B/^, L)

où on a pris pour 3' l'image réciproque de 3; on note ce noyau Exantop^(B, L). On
définit de même Exaltop^'(B, L) et Exalcotop^, (B, L). Enfin, si on a un homomorphisme
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continu de B-bimodules L-^L', on en déduit canoniquement un homomorphisme de
groupes additifs

Exantop^(B, L) -> Exantop^(B, L/)

par passage à la limite inductive à partir de (18.3.6.1).
(^^.s) Étant donnés un anneau topologique G et deux C-bimodules topo-

logiques M, N, on note Hom. contç(M, N) le groupe additif des C-homomorphismes
continus de M dans N.

Lemme (18.5.3. i ). — Soient G un anneau topologique, E, L deux C-bimodules topologiques;
on suppose que les topologies sont linéaires, que L est discret et annulé par un idéal bilatère ouvert
de G. Alors on a un isomorphisme canonique
(18.5.3.2) lim Hom^(E/V, L) ̂  Hom. contç(E, L)

où dans le premier membre la limite inductive est prise suivant l9 ensemble ordonné filtrant des
couples (À, V) tels que S{ soit un idéal bilatère ouvert de G, V un sous-C-bimodule ouvert de E,
tels que ^.L==L.^=o, ̂ .EcV, E.^CV.

Comme CIK et E/V sont discrets, on a des homomorphismes canoniques
WK y : Hom^(E/V, L) -> Hom. contç(E, L) formant un système inductif, d'où un homo-
morphisme (18.5.3.2) par passage à la limite inductive. Comme F homomorphisme
E/V'—^E/V est surjectifpour V'CV, il résulte aussitôt de la définition que l'homomor-
phisme Hom^fE/V, L) -> Hom^E/V, L) (avec ^.L==L.^==o, ^.EcV, E.^CV)
est injectif, et il en est évidemment de même de F homomorphisme

Hom^(E/V, L) -> Hom^(E/V, L)

pour ^'C^; on en conclut que F homomorphisme (18.5.3.2) est injectif. D'autre
part, si u est un C-homomorphisme continu de E dans L, son noyau est un sous-bimodule
ouvert Vo de E, et si S^Q est un idéal bilatère ouvert de C tel que S^o ' L = L • ̂ o == ° et

^o.ECVo, E.j^CVo, il est clair que u est l'image canonique d'un (C/5ïo)-homomor-
phisme de E/VO dans L, donc (18.5.3.2) est surjectif.

Cela étant, la proposition (18.3.8) se généralise comme suit aux anneaux topo-
logiques :

Proposition (18.5.4). — Soient B un anneau topologique linéairement topologisé, 3 un
idéal bilatère de B, C = B/3 Panneau topologique quotient; 3/32 {où 3 est muni de la topologie
induite par celle de B et 3/32 de la topologie quotient de celle de 3) est alors canoniquement muni
d'une structure de C'bimodule topologique. Pour tout C-bimodule discret L annulé par un idéal ouvert
de C, il existe alors un isomorphisme canonique
(18.5.4.1) Hom. cqntc(3/32, L) ̂  Exantop^C, L).

En effet, pour tout idéal ouvert ^ de B tel que (34-^)/3 annule L, on a,
d'après (18.3.9), un isomorphisme canonique

Hom^^((3+^)/(32+^ L) ̂  Exan^(B/(3+^), L)

et il suffit de passer à la limite inductive, en tenant compte de (18.5.3.1).

164



§ '9 PRÉLIMINAIRES 69

§ 19. ALGÈBRES FORMELLEMENT LISSES ET ANNEAUX DE COHEN

19. o. Introduction»

(19.0.1) Au chapitre IV, nous introduirons et étudierons entre autres une classe
importante de morphismes de préschémas, les morphismes lisses(1). Une de leurs propriétés
fondamentales (et qui, jointe à une condition de finitude, les caractérise) est une propriété
de relèvement des morphismes : si /:X->Y est un morphisme lisse, g : Y'->Y un
morphisme, alors pour tout morphisme h : Y"-^Y' faisant de Y" un préschéma « peu
différent » de Y', tout Y-morphisme Y"->X se factorise en Y" -^ Y/ -> X. De façon précise,
bornons-nous au cas où Y==Spec(A), X==Spec(B) sont affines; B est alors appelée une
A-algèbre formellement lisse si, pour toute A-algèbre G et tout idéal niipotent 3 de G, tout
A-homomorphisme B-^C/3 se relève en B -^ G -> C/3. En d'autres termes. Inapplication

Hom^B, G) ̂  Hom^B, C/3)

est surjective. Dans beaucoup d'applications, X apparaîtra comme objet représentant
un fondeur contravariant représentable Y'^FÇY') de la catégorie des Y-préschémas dans
celle des ensembles, de sorte (Om, 8. i .8) que l'on aura F(Y') ^HomyÇY', X). Dans le
cas affine, si l'on pose F°(C) =F(Spec(C)), la vérification du fait que, sous les conditions
ci-dessus, F°(C) -> F°(G/3) est surjectif (qui peut se faire même sans savoir que F est
représentable) établira que/est lisse, pourvu que la condition additionnelle de finitude
soit remplie.

(19.0.2) Pour les algèbres topologiques sur un anneau topologique A, il y a une
notion analogue d'algèbre formellement lisse que nous ne préciserons pas ici (cf. 19.3.1).
L'étude de ces notions est faite d'abord d'un point de vue élémentaire au Ç 19, puis,
à l'aide des propriétés des différentielles qui seront développées aux §§ 20 et 21, des
théorèmes plus délicats seront prouvés au § 22. Résumons ici les principaux résultats
sur les algèbres formellement lisses :

I. — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, 9 : A->B un homomorphisme
local, k le corps résiduel de A, et soit Bo=B®^; on munit A, B et \ de leurs topologies
préadiques et k de la topologie discrète. Alors, pour que B soit une A-algèbre formellement
lisse, il faut et il suffit que B soit un A-module plat et que BQ soit une A-algèbre formellement
lisse (19.7.1). Ce théorème ramène donc la lissité formelle, pour les anneaux locaux
noethériens, à la même question pour les anneaux locaux noethériens qui sont des algèbres
sur un corps.

II. — Soient k un corps, A un anneau local noethérien qui est une A:-algèbre.
Pour que A soit formellement lisse, il faut et il suffit que A soit géométriquement régulier
sur k, c'est-à-dire que pour toute extension finie k ' de k, l'anneau semi-local A®^' soit

(1) Aussi appelés morphismes simples dans certains travaux récents (en s'inspirant de la terminologie classique
de « point simple ») ,• cette terminologie prête cependant à confusion, notamment en théorie des groupes algébriques.
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régulier (22.5.8); le complété A de A est alors un anneau isomorphe à un anneau de
séries formelles K[[T^, ...,TJ] (19.6.5). En outre, la structure de k-algèbre de A,
lorsque A est supposé être complet et formellement lisse sur k, est entièrement déterminée
par le corps résiduel K de A et la dimension de A; celle-ci peut d'ailleurs être arbitraire
à condition de satisfaire à l'inégalité dim(A)^ rg^(Y^), où Y^ est le « module
d'imperfection » de K (22.2.6).

En particulier, pour qu'une extension K de k soit formellement lisse, il faut et il
suffit que K soit une extension séparable de k (19.6.1).

III. — Soient A un anneau local noethérien, 3 un idéal de A distinct de A,
Ao==A/3, Bo un anneau local noethérien complet, A()-^B() un homomorphisme local
faisant de BQ une A^-algèbre formellement lisse. Alors il existe un anneau local noethérien
complet B, un homomorphisme local A—^B faisant de B un A-module plat, et un
ÂQ-isomorphisme B®^Ao ̂  Bo (de sorte que, par I), B est une A-algèbre formellement lisse) ;
en outre B est déterminé par ces propriétés à isomorphisme près (19.7.2). Ce théorème
contient en particulier les théorèmes de Cohen sur la structure des anneaux locaux noethé-
riens complets (19.8), qui joueront un rôle important dans les §§ 6 et 7 du chapitre IV.

IV. — L'intérêt de l'étude des anneaux locaux noethériens formellement lisses
sur un autre provient de la caractérisation « ponctuelle » suivante des morphismes lisses :
si X et Y sont des préschémas localement noethériens, / : X->Y un morphisme localement
de type fini, alors, pour que y soit lisse, il faut et il suffit que pour tout xeX., l'anneau 6^
soit formellement lisse sur O^y En particulier, si Y==Spec(Â;), où k est un corps parfait,
dire que / est lisse équivaut à dire que X est un préschéma régulier.

V. — Enfin, nous verrons aux §§ 20, 21 et 22 que la notion d'algèbre formellement
lisse s'introduit de façon naturelle dans la théorie des différentielles de Kàhler, les deux
théories s'éclairant mutuellement.

(19.0.3) Dans tout ce paragraphe et les suivants, les anneaux et modules topo-
logiques seront supposés linéairement topologisés (Oj, 7 .1 .1) ; les anneaux topologiques
considérés seront supposés commutatifs, sauf mention expresse du contraire. Rappelons que
si A et B sont deux anneaux topologiques, p : A—^B un homomorphisme d'anneaux
définissant sur B une structure de A-algèbre, on dit que B est une A-algèbre topologique
si p est continu pour les topologies envisagées.

Pour abréger, dans un anneau topologique A (resp. un A-module topologique M),
nous dirons « système fondamental d'idéaux (resp. sous-modules) ouverts» au lieu de «système
fondamental de voisinages de o formé d'idéaux (resp. sous-modules) ».

Étant donnés un anneau topologique A et un A-module M, les ensembles 3M,
où 3 parcourt un système fondamental d'idéaux ouverts, forment un système fondamental
de sous-modules ouverts d'une topologie sur M faisant de M un A-module topologique,
et que l'on dit déduite de la topologie de A.

Soit M un A-module topologique dont la topologie est moins fine que la topologie
déduite de celle de A; alors, si N est un sous-module ouvert de M, le A-module discret M/N
est annulé par un idéal ouvert de A, car par hypothèse il existe un tel idéal ̂  tel que K. MCN.
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Si M et N sont deux A-modules topologiques dont les topologies sont toutes deux
déduites de celle de A, alors tout A-homomorphisme u : M->N est continu, car pour
tout voisinage V de o dans N, il existe par hypothèse un idéal ouvert 3 de A tel
que 3NCV, et Pon a donc ^(3M)c3NcV.

Lorsque B est une A-algèbre topologique, la topologie sur B déduite de celle de A
est plus fine que la topologie donnée, car pour tout idéal ouvert S{ de B, il y a par hypothèse
un idéal ouvert 3 de A tel que 3Bc^.

19. i. Épimorphismes et monomorphismes formels.

Proposition (19.1.1). — Soient A un anneau topologique y M, N deux A-modules topo-
logiques, (W^) un système fondamental de sous-modules ouverts dans N, u : M—^N un A-homo-
morphisme continu. M, N les séparés complétés de M et N, u : M-^N le prolongement continu
de u aux séparés complétés.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) u(M) est dense dans N.
a') u (M) est dense dans N.
a") Pour tout À, ï ' homomorphisme composé M-^N—^N/W^ est surjectif,
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
b) L'image réciproque par u de la topologie de N est égale à la topologie de M.
b') u est un isomorphisme du A-module topologique M sur le sous-A-module topologique

î(M) de N (qui est nécessairement fermé).
b") Les u"1^^) forment un système fondamental de voisinages de o dans M.
Cela résulte immédiatement de la définition des séparés complétés, et du fait

que N/W^ est discret.
(19.1.2) Lorsque les conditions équivalentes de (i) (resp. (ii)) dans (19.1.1)

sont remplies, on dit que u est un épimorphisme formel (resp. un monomorphisme formel).
On dit que u est un bimorphisme formel s'il est à la fois un monomorphisme formel et un
épimorphisme formel; il revient au même, en vertu de (19.1.1), de dire que u est un
isomorphisme du À-module topologique M sur le À-module topologique N.

Proposition (19.1.3). — Soient A un anneau topologique. M, N deux A-modules topo-
logiques, u : M-^-N un A-homomorphisme continu. On suppose qu'il existe deux systèmes fonda-
mentaux de sous-modules ouverts, (V^), (W^) dans M et N respectivement, ayant même ensemble
d'indices et tels que ^(V^)CW^ pour tout \, soit u-^ : M/V^->N/W^ /'homomorphisme déduit
de u par passage aux quotients. Alors :

(i) Pour que u soit un épimorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout À, u^ soit surjectif.
(ii) Pour que u soit un monomorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout X, il existe

un [L tel que V^CV\ et que Ker(^) soit contenu dans le noyau V^/V^ de Inapplication canonique
M/V^->M/V^.

(iii) Pour que u soit un bimorphisme formel, il faut et il suffit que, pour tout À, u^ soit
surjectif et qu^il existe un [L tel que V^CV^ et que l'homomorphisme canonique M/V^->M/V^
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u^
se factorise en M/V^->N/W^->M/V^ (où l'homomorphisme N/W^-^M/V^ est nécessai-
rement unique).

L'assertion (i) est immédiate; d'autre part, Ker(^) ^r^-^WJ/V^, et le noyau
de l'application canonique M/V^->M/V^ est V^/V^; la condition de (ii) revient donc
à dire que u~lÇW^)CV^, et l'assertion (ii) en découle aussitôt; enfin, lorsque u^ est
surjectif, il revient au même de dire que Ker(z^) est contenu dans V^/V^, ou de dire
que M/V^->M/V^ se factorise en vou.^, où v est un homomorphisme N/W^->M/V^,
puisque N/W^ s'identifie alors à (M/VJ/Ker(z^).

Corollaire (19. i .4). — Soient A Z/TZ anneau topologique, M, N ûfcz/A: A-modules topologiques
dont les topologies sont déduites de celle de A, u : M-—N un épimorphisme formel. Soit (3^)
un système fondamental rideaux ouverts dans A. Pour que u soit un bimorphisme formel, il faut
et il suffit que pour tout X, /'homomorphisme u^ : M/3^M -> N/3^N déduit de u par passage
aux quotients soit bijectif.

On a en effet z/(3^M)C^N et on peut appliquer le critère (19.1.3, (iii)); mais

si l'on a une factorisation M/^M^N/^N^M/^M, l'image de 3^M/3^M par ^
est 3^N/3^N, donc l'image de 3^N/3^N par v est o et v se factorise en

N/3^N->N/3,N^M/3,M;

mais alors l'automorphisme identique de M/3^M se factorise en

M/3,M^N/3xN^M/%,M,

ce qui montre que u^ est injectif, et comme on sait déjà qu'il est surjectif, cela prouve le
corollaire.

Proposition (19.1.5). — Soient A un anneau topologique, M, N deux A-modules topo-
logiques, u : M—^N un A-homomorphisme continu. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout A-module topologique discret E et tout A-homomorphisme continu v : M->E,
il existe un A-homomorphisme continu w : N-»E tel que v=wou.

b) Pour tout sous-module ouvert V de M, il existe un sous-module ouvert W" de N, un
sous-module ouvert Vf/CVfnu~l(Wff) et un homomorphisme h : N/W—^M/V tels que
Fhomomorphisme canonique M/V'—^M/V se factorise en

M/V'^N/W'^M/V

où u" est déduit de u par passage aux quotients.
Pour voir que a) entraîne b), il suffit d'appliquer a) à E==M/V et à l'homomor-

phisme canonique v : M—^M/V; alors W" == ̂ "^(o) est un sous-module ouvert de N et
V" = ̂ "^(W") un sous-module ouvert de M contenu dans V ; ces sous-modules et l'homo-
morphisme h : N/W" -> M/V déduit de w par passage au quotient répondent à la
question. Inversement, pour montrer que b) entraîne a), on peut se limiter au cas où v
est surjectif, en remplaçant E par y (M) ; alors V'==Ker(y) est un sous-module ouvert
de M, donc E est isomorphe au A-module discret M/V, et en appliquant b ) , on obtient
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le A-homomorphisme continu w cherché en prenant le composé N->N/W"-^M/V,
le diagramme

M —'—> N

M/V" —> N/W"
u"

étant commutatif.
Lorsque les conditions équivalentes de (19.1.5) sont remplies, nous dirons que u

est formellement inversible à gaucher comme la condition b) de (19.1.5) implique que
^"^(W") CV, u est alors un monomorphisme formel. La terminologie est en outre justifiée
par les corollaires suivants :

Corollaire (19 .1 .6) . — S'il existe un A-homomorphisme continu s : N->M tel que sou == i^,
alors u est formellement inversible à gauche.

On notera que u est alors un isomorphisme topologique de M sur un facteur direct
topologique de N. Pour prouver (19.1.6), il suffit de noter qu'avec les notations
de (19. i .5, a ) ) , v : M—^E se prolonge en un A-homomorphisme continu v : M->E
puisque E est discret; soient j : M-^M et j ' : N-^N les homomorphismes canoniques;
alors, en posant w == v o s o j ' y on a wou == v oso u oj = v oj = v.

Corollaire (19.1.7). — Supposons que les topologies de M et de N soient déduites de celle
de A, et soit (3x) un système fondamental d9 idéaux ouverts dans A. Pour que u soit formellement
inversible à gauche il faut et il suffit que, pour tout X, U homomorphisme u^ : M/3^M -> N/3^N,
déduit de u par passage aux quotients, soit inversible à gauche (autrement dit, soit un isomor-
phisme de M/3^M sur un facteur direct de N/3^N).

En effet, la condition est suffisante, car, pour V'^^M dans la condition b)
de (19.1.5), on répond à la question en prenant W'^^N, V"==V et h tel
que hou^ soit l'identité dans M/3xM. Inversement, si u est formellement inversible
à gauche, alors, pour tout À, il y a, en vertu de (19.1.5, b}), un [L tel que S^Sx
et un homomorphisme h : N/3^N ->• M/3^M tels que F homomorphisme cano-

u.^ h
nique M/3^ M -> M/3^ M se factorise en M/3^ M -^ N/3^ N — M/3^ M ; mais comme
Â(3x(N/3^N))=3^(N/3^N)c3^(M/3^M)=o, h se factorise canoniquement en
N/3^N->N/3^N-4^M/3^M, et il est immédiat que s est inverse à gauche de ^.

Proposition (19.1.8). — Soit A un anneau topologique admettant un système fondamental
dénombrable décroissant (3J d''idéaux ouverts. Soient M, N deux ^'modules topologiques dont
les topologies sont déduites de celle de A, u : M->N un A-homomorphisme. Posons M^== M/3^M,
N^==N/3^N et soit u^ : M^-^N^ le (A/3J -homomorphisme déduit de u par passage aux
quotients. Supposons que, pour tout n, P^==Goker(^) soit un (A/3J -module projectif et que M
soit séparé et complet. Alors, pour que u soit formellement inversible à gauche, il faut et il suffit que u soit
inversible à gauche (et u est alors un isomorphisme topologique de M sur un facteur direct
topologique de N).
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En vertu de (19.1.7), on a des diagrammes commutatifs

Chap. o

M, N, Pn
P.

M7Ï+1 Nn+l
Pn+l

pn+l

où les lignes sont des suites exactes scindées, autrement dit, il existe pour chaque n un
homomorphisme ^ : P^->N^ tel que p.n0^^1^ • Nous allons montrer que l'on peut,
par récurrence sur n, définir un homomorphisme ^ : P^—N^ tel que p^os^== ip et que
les diagrammes

P. N,

Pn+l N
n+l

'n+l

soient commutatifs. En effet, ^°^+i—s'^oh est un homomorphisme de P^+i dans
^(ÏO ^n+^n+J/SA+^Hz+i); comme P^i est un {Al^^^module projectif, cet
homomorphisme se factorise en

1^+1^ ^+1(^+1) -> ̂ +1(^+1) /Sn^n+^n+l)

d'où ron conclut aussitôt que ^4-1 ̂ ^i—^4-1 répond à la question. Cela étant, de
la décomposition de N^ en somme directe de ^(MJ et de ^(PJ, on déduit aussitôt un
homomorphisme w^ : N^->M^ inverse à gauche de u^ et tel que les diagrammes

N, M,

N,n+l M
^n+l

n+l

soient commutatifs. Le système projectif (wj admet alors une limite projective
â:N->M==M, d'où par composition avec F homomorphisme canonique N—^N, un
homomorphisme w : N->M tel que, pour tout n, l'endomorphisme (wou\ de
M^==M/3^M déduit de wou par passage aux quotients soit l'identité; cela entraîne
que wou === i^ puisque M est séparé et complet.

Proposition (19.1.9). — Soient A un anneau topologique préadmissible (Oj, 7 . 1 . 2 ) 3
fl un idéal de définition de A, (3^) un système fondamental d^idéaux ouverts de A. Soient M, N
deux A-modules topologiques dont les topologies sont déduites de celles de A, et tels que pour tout X,
N/3^N soit un (A /3^) -module projectif (cf. (19.2.3)) . Soit u : M—-N un A-homomorphisme.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

170



§ '9 PRÉLIMINAIRES

a) u est formellement inversible à gauche.

h) L'homomorphisme u^ : M/fiM^N/SN ^^ de u par passage aux quotients est
inversible à gauche.

On a vu (19. i. 7) que la condition a) équivaut à dire que ̂  est inversible à gauche
pour tout À; comme S. est un idéal ouvert, donc contient un %,, on en déduit aussitôt
que Mo est inversible à gauche. Pour montrer inversement que b) entraîne a), notons que
pour tout À, £/3^ est par hypothèse un idéal niipotent de A/3^. Notre assertion
résultera de la proposition suivante :

Proposition (19.1.10). — Soient A un anneau. M, N deux A-modules, N étant projectif,
u : M->N un A-homomorphisme. Soit 3 un idéal de A; on suppose vérifiée l'une des conditions
suivantes :

(i) 3 est niipotent.
(ii) 3 est contenu dans le radical de A et M est de type fini.
Alors, pour^ gué u soit inversible à gauche, il faut et il suffit que l'homomorphisme

MO : M/3M->N/3N de WS}-modules, déduit de u par passage aux quotients, soit inversible
à gauche.

La condition étant évidemment nécessaire, prouvons qu'elle est suffisante. Soit Vy
un inverse à gauche de MQ; l'homomorphisme composé N->N/3N^-M/3M se factorise
en N^M->M/3M puisque N est projectif; alors w==vou est un endomorphisme
de M tel que l'endomorphisme Wy de M/3M déduit par passage aux quotients soit
Videntité, et il suffit de prouver que w est lui-même bijectif (car alors w-^v sera un
inverse à gauche de u). Distinguons maintenant les deux cas.

(i) Pour tout H on a le diagramme commutatif

(y /y +i)^ (M/3M) -> 3"M/3M+1M

l®gr°(w) gr^w)

(3»/3"+1)®^ (M/3M) -> 3"M/3"+1M

où les flèches horizontales sont surjectives, et comme gr°(w)=Wo est Videntité, il en
est de même de gr»(w) qui, a fortiori, est bijectif. La filtration 3-préadique sur M étant
finie puisque 3 est niipotent, on en conclut que w est bijectif (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. i).

(ii) II suffit de montrer que pour tout idéal maximal m de A, l'endomorphisme »„
de Mn, est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n" 3, th. i) et comme 3A^CmA^
et A,n/3A,n= (A/3)m, on est ramené à prouver la proposition lorsque A est un anneau
local. En outre, on peut supposer que 3 est l'idéal maximale de A, car si Uy est inversible
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à gauche, il en est de même de Uoo : M/3oM -> N/3oM obtenu par tensorisation de UQ
avec i^, puisque F on a M/3oM = (M/3M) ®^(A/3o). Supposons donc 3 maximal,
de sorte que A/3 est un corps. Il suffit évidemment de montrer que M est un A-module
libre sous les conditions de F énoncé : en effet, det(wo) est alors l'image canonique de det(w)
dans A/3, donc det(w) n'appartient pas à l'idéal 3 et est par suite inversible. Or le (A/3)-
espace vectoriel M/3M étant libre de type fini, il y a un A-module de type fini L et
un A-homomorphisme /: L-^M tel que l'homomorphisme fo : L/3L -> M/3M déduit
de / par passage aux quotients soit bijectif. Gomme M est de type fini, on en conclut
tout d'abord que/est surjectifpar le lemme de Nakayama (Bourbaki, Alg. comm., chap. II,
§ 3, n° 2, cor. i de la prop. 4) ; en outre, si g=uof, l'homomorphisme gç : L/3L -> N/3N
déduit par passage aux quotients est inversible à gauche, et puisqu'ici L est libre, la
remarque du début prouve que g est lui-même inversible à gauche; or cela entraîne
évidemment que / est injectif, ce qui achève la démonstration.

Mentionnons en passant les corollaires suivants de (19.1.10) :
Corollaire (19.1.11). — Soient A un anneau local, k son corps résiduel, M un A-module

de type fini, N un A-module projectif, u : M-^N un homomorphisme. Pour que u soit inversible
à gauche, il faut et il suffit qu'il existe un système de générateurs (^)i^,^ de M tel que les
images par u® i : M®^Â: -> N®^Â; des x^® i soient linéairement indépendantes dans N®^;
les x, forment alors une base de M.

La condition est évidemment nécessaire, car si u est inversible à gauche, M est
un A-module projectif de type fini, donc libre. Inversement, si la condition est satisfaite,
il est clair que les x,® i forment une base de M®^ et que u®ï est inversible à gauche ;
il suffit donc d'appliquer (19.1.10) à l'idéal maximal 3 de A.

Corollaire (19.1.12). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, N un
A-module projectif , u : M-^N un homomorphisme. Pour tout idéal premier peSpec(A), les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

a) L'homomorphisme u^ : M? -> Np est inversible à gauche.
b) L9 homomorphisme u®ï : M®^(p) ^N®^fe(p) est injectif (on rappelle que le(p)

désigne le corps résiduel de A en p).
c) // existe un système fini d'éléments x,eM (Ki^w) tel que les images des ^ dans Mp

engendrent Mp, et un système de m formes linéaires y, sur N {i^i^m) tel que det(<^, u{Xy)>)fp.
d) II existe feA—p tel que V homomorphisme ^ : M ^ - > N ^ soit inversible à gauche.
En outre, l'ensemble des peSpec(A) vérifiant ces conditions est ouvert dans Spec(A).
La dernière condition est conséquence triviale de d ) . Comme N est projectif,

il est facteur direct d'un A-module libre A^; en outre, comme M est de type fini, u(M) est
contenu dans un sous-module de A^ de la forme A1 pour n fini; comme chacun des
énoncés a ) , b ) , c ) , d ) est équivalent à l'énoncé correspondant où l'on remplace N
par N®P (u étant toujours supposé appliquer M dans N), on est ramené au cas où N
est libre de type fini. II est trivial que d ) entraîne a ) , et a) et b) sont équivalentes en vertu
de (19.1.11); d'ailleurs a) entlaîne que Mp est libre (19.1.11), donc a) entraîne c ) ,
en prenant pour les ^ une famille dont les images dans Mp forment une base de ce
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Ap-module et en notant que (puisque N est libre de type fini) toute forme linéaire sur
le Ap-module Np s'écrit u---==vlf, où /eA—p, et où v est une forme linéaire sur le
A-module N. Il est clair que c ) entraîne b ) , et il reste donc à voir que a) entraîne d ) .
Or, comme N est de présentation finie, (Hom^(N, M))p s'identifie canoniquement à
Hom^ (Np, M?) (Bourbaki, Alg. comm., chap. Il, § 2, n° 7, prop. 19). Si Wy est inverse à
gauche de Uy, il existe donc un homomorphisme w : N—^M et un élément f^A—p
tels que w==z^p®(i / / ) i^ . La relation Wyou^=i^ s'écrit donc aussi {wou)®î^ ==/. i^ .
Mais comme M est un A-module de type fini, il existe g^A—p tel que Fendomor-
phisme g{{wou)—f. i^) s'annule en tous les générateurs de M, donc soit nul. Si on
pose h==fg, et u^u® i ^ , w^==w®i^ , on a donc z^(^(^)) ==(//i)^ pour tout ^eM^;
mais comme Â/I est inversible dans A^, il en est de même de //i ==f\ et //-1^ est par
suite inverse à gauche de u^, ce qui achève la démonstration.

Proposition ( 1 9 . 1 . 1 3 ) . — Supposons vérifiées les hypothèses de ( 19 .1 .9 ) et supposons
en outre que (3^) soit une suite décroissante (3J et ?^ M soit séparé et complet. Alors les conditions a)
et b) de (19 .1 .9 ) sont aussi équivalentes à :

c) u est inversible à gauche.
On sait déjà que c ) entraîne a) (19.1.6). Inversement, si a) est vérifiée, on sait

(avec les notations de (19. i .8)) que M^ est facteur direct du (A/3 J-module projectifN^,
donc P^ est aussi isomorphe à un facteur direct de N^, et par suite est projectif; il suffit
donc d'appliquer (19.1.8).

Notons enfin la proposition suivante :
Proposition (19. i. 14). — Soient A un anneau, M un A-module de type fini, N un A-module

projectif, u : M->N un A-homomorphisme.
(i) Pour que u soit inversible à gauche, il faut et il suffit que, pour tout idéal maximal m

de A, u^ : M^ ->N^ soit inversible à gauche.
(ii) Soit A une A-algèbre qui soit un A-module fidèlement plat. Pour que u soit inversible

à gauche, il faut et il suffit que u®i : M0^A -^'N0^A soit inversible à gauche.
Comme dans (19.1.12), on peut se borner au cas où N est libre de type fini;

dire que u est inversible à gauche signifie alors que u est injectif et que le module
quotient P==N/^(M) est projectif, car u(M) sera alors facteur direct de N. Notons en
outre que puisque M est de type fini, P est de présentation finie. Cela étant :

(i) La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est satisfaite,
on sait que u est injectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, th. i) et comme
P^==N^/M^(M^) est projectif pour tout m, on sait que cela entraîne que P est projectif
[loc. cit., § 5, n° 2, th. i).

(ii) Ici encore, la condition est trivialement nécessaire. Inversement, si elle est
remplie, on sait que u est injectif (Oi, 6.4.1) et comme P®^A'== Coker(^®i) est pro-
jectif, donc plat, on en déduit que P est un A-module plat (O^, 6.6.3), donc projectif
puisqu'il est de présentation finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2
du th. i).
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Remarque (19.1.15). — La notion « duale » de celle d'homomorphisme formellement inversible à gauche
est celle d'homomorphisme formellement inversible à droite, un tel A-homomorphisme continu u : M->N vérifie,
par définition, la condition suivante : pour tout sous-module ouvert W de N, il existe un sous-module ouvert
V /CM~~1(W') de M, un sous-module ouvert W'CW de N et un homomorphisme h : N/W"-—»-M/V tels que
rhomomorphisme canonique N/W^-^-N/W se factorise en

N/W" 4- M/V -^ N/W

où u' est déduit de u par passage aux quotients. Cela entraîne que u est un épimorphisme formel; s'il existe un
A-homomorphisme continu r : N—>M tel que u°r = i-, on vérifie aussitôt que u est formellement inversible à droite.
Si les conditions de (19. i .7) sont remplies, pour que u soit formellement inversible à droite, il faut et il suffit que
les u-^ soient inversibles à droite (c'est-à-dire que le noyau de u^ est facteur direct de M/3^M et que u-^ est un isomor-
phisme d'un supplémentaire de Ker(^) sur N/3^N). Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer et de démontrer
les propositions correspondant à (19. i .8) et (19. i .9) (dans l'analogue de (19.1.8), il faut supposer M séparé et
complet et que M^ est un (A/3^)-module projectif; dans l'analogue de (19. i .9), il faut supprimer l'hypothèse sur
les N/3^N, mais supposer par contre que, pour tout X, M/3^M est un (A/3^)-module projectif).

19.2. Modules formellement projectifs.

Définition (19.2.1). — Soient A un anneau topologique. On dit qu'un A-module topo-

logique M est formellement projectif s^ il vérifie la condition suivante : pour tout idéal ouvert 3 de A,

tout couple de (A/3) 'modules (discrets) P, Q^ tout A-homomorphisme surjectif u'.P-^Q^ et

tout A-homomorphisme continu v : M-^Q, il existe un A-homomorphisme continu w : M->P tel

que v==uow.
(19.2.2) Pour vérifier la condition de (19.2.1)3 on peut évidemment se borner

(en remplaçant Q, par v(M) et P par ^"^(M)) au cas où v est lui-même surjectif;
alors Q^est isomorphe à M/V, où V est un sous-module ouvert de M tel que 3McV;
la condition de (19.2.1) équivaut alors à dire que pour tout (A/3) -module discret P
et tout A-homomorphisme surjectif u : P->M/V, il existe un sous-module ouvert V'cV
dans M et un A-homomorphisme w : M/V'—^P, tels que l'homomorphisme canonique
M/V'-^M/V se factorise en M/V'-^P-^M/V. On notera qu'il suffit de vérifier cette
condition lorsque 3 parcourt un système fondamental de voisinages de o dans A formé
d'idéaux.

(19.2.3) Supposons qu'il existe un système fondamental (3x) d'idéaux ouverts
dans A et un système fondamental (V\) de sous-modules ouverts de M, ayant même
ensemble d'indices que (3x) et tel que, pour tout À, M/V^ soit un (A/3x) -module projectif.
Alors M est formellement projectif : il suffit en effet, avec les notations de (19.2.2),
de prendre À tel que 3x^3 et V^cV; comme P est aussi un (A/3x) -module, la factori-
sation de l'homomorphisme canonique M/V^->M/V en M/V^-^P->M/V résulte de
ce qu'il s'agit d'un (A/3x) -homomorphisme et de ce que M/V\ est supposé être
un (A^^-î^dule projectif.

Lorsque la condition plus stricte de ce numéro est satisfaite, on dit que M est
strictement formellement projectif.

Proposition (19.2.4). — Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique

dont la topologie est déduite de celle de A. Pour que M soit formellement projectif, il faut et il suffit

qu^il soit strictement formellement projectif.
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On vient de voir que la condition est suffisante. Inversement, supposons M
formellement projectifet soit (3x) un système fondamental d'idéaux ouverts dans A. Pour
tout À, soient P un (A/3^)-module libre et u : P->M/3,M un (A/3^)-homomorphisme
surjectif. Il existe donc un 3^ c3x tel que l'homomorphisme canonique M/3p,M -> M/3, M
se factorise en M/3^M-^P-!^M/3xM; mais comme w(3^(M/3^M))c3^P=o, w se
factorise en M/3^M ->M/3^M-!>P, et il est clair que uov est l'identité dans M/3xM, ce
qui prouve que ce (A/3^)-module est projectif.

Proposition (19.2.5). — Soient A un anneau topologique, M un A-module topologique.
(i) Pour que M soit formellement projectif (resp. strictement formellement projectif'), il faut

et il suffit que le A-module topologique M le soit.
(ii) Soit A' une A-algèbre topologique. Si M est formellement projectif (resp. strictement

formellement projectif), alors M®^A' (muni de la topologie produit tensoriel) est un A-module
topologique formellement projectif (resp. strictement formellement projectif).

(i) II suffit de remarquer que lorsque 3 (resp. V) parcourt l'ensemble des idéaux
ouverts de A (resp. l'ensemble des sous-modules ouverts de M), le séparé complété 3
(resp. V) parcourt l'ensemble des idéaux ouverts de A (resp. l'ensemble des sous-
modules ouverts de M), et Â/^=A/3 (resp. M/V == M/V) à un isomorphisme canonique
près; comme la notion de module formellement projectif (resp. strictement formellement
projectif) ne fait intervenir que les A/3 et les M/V, on en déduit aussitôt (i).

(ii) Supposons d'abord M formellement projectif et posons M' = M®^A' ; soient 3'
un idéal ouvert de A', P', Q' deux (A'/3') -modules discrets, u' : P'-^Q" un
A'-homomorphisme surjectif, v ' : M'—^QJ un A'-homomorphisme continu. Il y a un idéal
ouvert 3 de A tel que 3A'c3', donc P' et Q" sont aussi des (A/3)-modules discrets.
Si l'on considère le A-homomorphisme composé v : M-^M'—^Q' qui est continu,
l'hypothèse entraîne qu'il existe un A-homomorphisme continu w : M->P' tel que
v^u'ow, mais comme P' est un A'-module topologique, w se factorise en M-^M'-^P',
où w1 est un A'-homomorphisme continu, et comme y'oj== (u'ow'^oj, on en conclut que
V'=--U''ow1'.

Supposons ensuite que M soit strictement formellement projectif; soit (3x)
(resp. (V^)) un système fondamental d'idéaux ouverts (resp. de sous-modules ouverts)
dans A (resp. M) tel que (M/V^) soit un (A/3x) -module projectif, et soit (3d) un système
fondamental d'idéaux ouverts dans A. On a un système fondamental de voisinages de o
dans M' en prenant les sous-modules Im(M®^3(A) +1111^^® '̂) ==' ^À(A ? où À et pi sont tels
que 3x^3,. Comme ÇM^A)IW^--= (M/V,)®^(A73,) et que (M/V,) est
un (A/3,)-module projectif, M'/W^ est un (A73(x) -module projectif.

19 .3. Algèbres formellement lisses.

Définition (19.3.1). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique.
On dit que B est une A-algèbre formellement lisse si, pour toute A-algèbre topologique discrète G
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et tout idéal niipotent 3 de C, tout A-homomorphisme continu u : B->C/3 se factorise en
v çp

B->-C->C/^5 où v est un homomorphisme continu et 9 Vhomomorphisme canonique.
La définition (19.3.1) revient à dire que la propriété suivante a lieu :
(P) Pour tout idéal ouvert K de la A-algèbre B et tout A-homomorphisme

^:B/^->C/3, il y a un idéal ouvert ^'Cft de B tel que F homomorphisme B^B/^^C/3
- 1

se factorise en B—»-B/5V->C—^C/35 où y'est un A-homomorphisme.
En effet, si u : B-^C/3 est un A-homomorphisme continu, il a pour noyau ft

un idéal ouvert de B, donc u se factorise en B->B/ft—»-C/3, et si (P) est vérifiée, il suffit
V'

de Rappliquer à u' et de prendre pour v la composée B-^B/5^'->C pour satisfaire aux
conditions de (19.3.1). Inversement, supposons que B soit une A-algèbre formellement
lisse; donnons-nous un idéal ouvert ft de B et un A-homomorphisme u' \ B/5î->C/3
et appliquons la définition (19.3.1) à u : B-^B/^-^C/3; si v : B-^C est un A-homo-
morphisme continu tel que u se factorise en B-^C->C/3, l'idéal ^'==Ker(y)n^ de B

V'

est ouvert et contenu dans S^; par suite v se factorise en B—^B/^—^C, et y' vérifie bien
la condition (P).

Proposition (19.3.2). — Soient A un anneau discret, V un A-module projectif; V algèbre
symétrique B==S^(V), munie de la topologie discrète, est une A-algèbre formellement lisse.

En effet, les notations G et 3 ayant le même sens que dans (19.3.1), soit u : B -> G/3
un homomorphisme de A-algèbres, qui par restriction à V == S^ (V), donne un homo-
morphisme de A-modules u^ : V-^G/3; comme V est projectif, u^ se factorise en
V->C—-C/.3, et v^ se prolonge en un homomorphisme de A-algèbres y îS^V^—^C,
tel que le composé cpoy coïncide avec u dans V, donc (fov==u, ce qui démontre la
proposition.

Corollaire (19.3.3 )• — Si A est un anneau discret, toute algèbre de polynômes B = A[TJ^ç j,
munie de la topologie discrète, est une A-algèbre formellement lisse.

Proposition (19.3.4). — Soit A un anneau topologique, et soit B==A[[TJ]^çi un anneau
de séries formelles S c^ (algèbre large sur A du monoïde N ,̂ identifié en tant que A-module

XGN(1)
au produit A^ ). Si l'on munit B de la topologie produit, B est une A-algèbre formellement lisse.

Soit (fi^çM un système fondamental d'idéaux ouverts dans A. Pour toute partie
finie H de I, tout [jieM et tout entier n, désignons par ^H,ui,n 1e voisinage de o dans B
formé des (^) tels que pour tout À==(Àjaei tel que X^=o pour a^H et S \^^-> on

a£H

ait ^efip,. On vérifie immédiatement que les ^H.n.n forment un système fondamental de
voisinages de o dans B et sont des idéaux de B, donc la topologie produit est compatible
avec la structure de A-algèbre de B.

Notons d'abord, avec les mêmes notations, le
Lemme (19.3.4.1) . — Soit E une A-algèbre discrète.
(i) Si f'. B—»-E est un A-homomorphisme continu, il existe une partie finie H de 1 telle

que y(TJ==o pour a^H, et f(Ty) est niipotent dans E pour tout aeH.
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(ii) Inversement, soient H une partie finie de I, (^a)aeH une famille d'éléments niipotents
de E. Il existe un A-homomorphisme continu g : B->E et un seul tel que ^(TJ ==^ pour aeH
et ^(TJ==o pour a^H.

(i) résulte aussitôt de ce que ./"^(o) est un voisinage de o dans le A-module
produit A111, d'où f(T^)==o sauf pour un nombre fini de valeurs de XeN^. Pour
prouver (ii), il suffit de remarquer que l'anneau de polynômes B^ApTJ^çi est dense
dans B; l'existence et l'unicité de la restriction g\W sont triviales et sa continuité
résulte de l'hypothèse que les/(TJ pour aeH sont niipotents, car si (fÇT^^^o pour
tout OCGH, on a g(T^) == o pour tout À== (Xj^e i de support fini sauf ceux tels que X^== o
pour a^H et \^n pour aeH, c'est-à-dire sauf pour un nombre fini de valeurs de À.

Ce lemme étant établi, et les notations C et 3 ayant le même sens que dans (19.3.1),
on a u{T^)=o sauf pour aeH, H étant une partie finie de I, et les ^==î/(TJ pour
aeH sont niipotents dans C/3; comme 3 est niipotent, il existe une famille (^a)aeH
d'éléments niipotents de G dont les images canoniques dans C/3 sont les ^; si v est
le A-homomorphisme continu de B dans G tel que v(T^)==o pour a^H,y(TJ=^
pour aeH, il est clair que u se factorise en B -> G ->• C/3.

Proposition (19.3.5). — Soit A un anneau topologique.
(i) A est une A-algèbre formellement lisse.
(ii) Si B est une A-algèbre formellement lisse et G une 'B-algèbre formellement lisse, alors G

est une A-algèbre formellement lisse.
(iii) Soient B une A-algèbre formellement lisse. A' une A-algèbre topologique; alors la

A-algèbre topologique B®^A' (Oi, 7.7.5 et 7.7.6) est formellement lisse.
(iv) Soient B une A-algèbre topologique, S (resp. T) une partie multiplicative de A (resp. B)

telle que l'image canonique de S dans B soit contenue dans T. Si B est une A-algèbre formellement
lisse, alors T^B est une S~1 A-algèbre formellement lisse. „

(v) Soient B^ {i^i^n) des A-algèbres topologiques. Pour que II B^ soit une A-algèbre
formellement lisse, il faut et il suffit que chacune des B, le soit.

(i) Si G est une A-algèbre discrète, <p : G -> C/3 l'homomorphisme canonique
de G sur une A-algèbre quotient quelconque de G, le seul A-homomorphisme de A
dans C/3 est l'homomorphisme composé A ->• G -^ C/3, où ^ est l'homomorphisme
définissant la structure de A-algèbre de G; comme ^ est continu, la condition de (19.3. i)
est trivialement vérifiée.

(ii) Soient a : A -> B, (3 : B -> G les homomorphismes continus définissant respec-
tivement la structure de A-algèbre sur B et celle de B-algèbre sur G, de sorte que (3oa
définit la structure de A-algèbre sur G. Soient E une A-algèbre discrète, fi un idéal
niipotent de E, u : G -> E/fi un A-homomorphisme continu, de sorte que uo^oy. est
l'homomorphisme définissant la structure de A-algèbre de E/fi. Comme B est une
A-algèbre formellement lisse, le A-homomorphisme continu ^ojB : B -> E/fi se factorise
en B -^ E -> E/û, où v est un A-homomorphisme continu; v et uo (3 définissent alors sur E
et E/fi respectivement des structures de B-algèbre topologique, pour lesquelles E/fi est
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encore l'algèbre quotient (discrète) de la B-algèbre E. En outre, u est un B-homomorphisme
continu, donc se factorise en G -> E -^ E/fl, où w est un B-homomorphisme continu;
comme voy. est le A-homomorphisme définissant la structure de A-algèbre sur E, w est
bien un A-homomorphisme continu, d'où notre assertion.

(iii) Soient G une A'-algèbre topologique discrète, 3 un idéal niipotent de G,
u : B®^A' -> C/3 un A'-homomorphisme continu. Si on compose u et l'homomorphisme
canonique p : B -> B®^A', on obtient (puisque A -> B 4- BOO^A' est égal au composé
A -> A'^ BC^A') un A-homomorphisme continu qui, par hypothèse, se factorise donc
en B -> C -> C/3î où v est un A-homomorphisme continu (pour la structure de A-algèbre
topologique sur C définie par le composé A -> A' -"> G des homomorphismes canoniques).
L'égalité des composés A-^B-^C et A -> A' -̂  C entraîne donc l'existence d'un homo-
morphisme continu d'anneaux /: B®^A' -> C tel que y==/op et w==/oor (Oi ,7 .7 .6) ;
comme les homomorphismes composés B -^ B®^A' -> G -> C/3 et B 4- B®^A' -^ C/3
(resp. A'-^ B^A'4. G-. C/3 et A' °> B®^A' ̂  C/3) sont égaux, on a bien la facto-
risation u : B®^A' ->• G ->• C/3, ce qui établit (iii).

(iv) La topologie considérée sur S^A (resp. T"^) est naturellement celle pour
laquelle un système fondamental de voisinages de o est formé des S"^ (resp. T~1^),
où 3 (resp. K) parcourt un système fondamental d'idéaux ouverts dans A (resp. B)
(Ci, 7.6.1). Si a : A->B est l'homomorphisme canonique, il est clair que l'homomor-
phisme canonique a' îS^A-^T^B déduit de a (et dont l'existence résulte de ce
que a(S)cT par hypothèse) est continu (0;, 7.6.6). Soient alors G une S^A-algèbre
topologique discrète, 3 un idéal niipotent de cette algèbre, u : T^B -> C/3 un
S""1 A-homomorphisme continu; alors le composé B ->• T^B ->• C/3 est un A-homomor-
phisme continu qui, par hypothèse, se factorise en B -> G -> C/3? où v est un A-homomor-
phisme continu. Comme pour tout teT, tfi est inversible dans T^B, u(tj\) est inversible
dans C/3. Comme 3 est niipotent, tout élément de la classe u(tfi) dans C, et en
particulier v{t), est inversible dans C ( O i , 7 . i . i 2 ) , et par suite v se factorise en
B -> T^B -> C; comme v est continu, il en est de même de w (Oj, 7.6.6), et c'est un
S-1 A-homomorphisme carie composé A — ^ B — ' - T ' ^ B - ^ C est égal à

A^S-^A^T-^C,

donc S^A -> T^B -> C est l'homomorphisme canonique définissant sur G la structure
de S-1 A-algèbre. Enfin, les homomorphismes composés B —> T^B —^ G -> C/3 et
B ->• T^B -> C/3 étant égaux, le même raisonnement montre que u est bien égal au
composé T-^B -^ C -> C/3, d'où (iv).

Enfin, (v) est immédiat, la donnée d'un A-homomorphisme continu de B == II B^
i=i

dans C (resp. C/3) équivalant à celle de n A-homomorphismes continus B^->C
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(resp. B^-^C/3) et tout A-homomorphisme continu By—^C (resp. B,-^C/3) donnant
par composition un A-homomorphisme continu B—^By->C (resp. B->B —>-C/3).

Proposition (19.3.6). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique,
À et B Z^ séparés complétés respectifs de A ^ B, de sorte que B est une A-algèbre topologique. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algèbre formellement lisse.
b) B est une A-algèbre formellement lisse.
c) B est une A-algèbre formellement lisse.
Bien entendu, la structure de A-algèbre sur B est définie par l'homomorphisme 9,

si 9 : A->B est l'homomorphisme définissant la structure de A-algèbre sur B. Gomme
toute A-algèbre discrète G est séparée et complète, elle est aussi une A-algèbre (par
prolongement canonique de l'homomorphisme de A dans G), et un A-homomorphisme
continu de B dans G donne par prolongement canonique un A-homomorphisme (et
a fortiori un A-homomorphisme) de B dans G (autrement dit, tout A-homomorphisme
B—^C se factorise en B-^B->C de façon unique). Ges remarques et la défini don (19.3. i)
entraînent aussitôt la proposition.

Corollaire (19.3.7). — Sous les hypothèses de (19 .3 .55 (iv)), la A{S~l}-algèbre
topologique B{T~'1} est formellement lisse.

Cela résulte des définitions (Oj, 7.6.1 et 7.6.7) et de (19.3.55 (iv)) et (19.3.6).
Proposition (19.3.8). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique,

et supposons que pour tout idéal ouvert K de B, A2 soit aussi ouvert. Soient A, B' des anneaux
topologiques obtenus en munissant A et B de topologies plus fines que les topologies initiales, et
supposons que l^ homomorphisme canonique cp : A->B soit encore un homomorphisme continu
de A dans B'. Alors, si B' est une A-algèbre formellement lisse, B est une A-algèbre formel-
lement lisse.

Il suffit d'appliquer le lemme suivant :
Lemme (19.3.8. i). — Soient G une A-algèbre discrète, 3 un idéal niipotent de G. Supposons

u
que le carré de tout idéal ouvert de B soit ouvert. Alors, si un homomorphisme composé v : B—^C -^C/3
est continu, Vhomomorphisme u est continu.

En effet, S^^u^ff) ^st le noyau de v et il est ouvert par hypothèse; comme
il existe un entier n tel que y==o, ^n est contenu dans Ker(^); mais par récurrence
sur h, il résulte de l'hypothèse que S{2 est ouvert, donc aussi S^ pour tout n, et par suite
Ker(^) est lui aussi ouvert, ce qui prouve notre assertion.

On notera que l'hypothèse sur B signifie que la topologie de B est borne
supérieure des topologies 5^-préadiques, où ft parcourt l'ensemble des idéaux ouverts
de B. Si B est un anneau préadique (Oj, 7 .1.9)3 cette condition est toujours
vérifiée.

(19.3.9) Nous allons maintenant voir que la propriété d'être formellement lisse
implique des propriétés de « relèvement » d'homomorphismes sous des conditions plus
générales que celles de la définition (19.3.1).
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Proposition (19.3.10). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre formellement
lisse. Soient G une A-algèbre topologique, 3 un idéal de G, vérifiant les conditions suivantes :

i° C est métrisable et complet.
2° 3 est fermé et la suite (3") tend vers o.
Alors, tout A-homomorphisme continu u : B -» C/3 se factorise en B -> C -> C/3, rô y ̂

M?? A-homomorphisme continu.
Soit (flj une suite décroissante d'idéaux de G formant un système fondamental

de voisinages de o. Pour tout n, considérons la A-algèbre discrète C/fl^ et l'idéal (3 + fin) /un
de cette algèbre; comme il existe k tel que 37îcfin5 (3 +-un)/un est niipotent. Pour tout n,
soit ^ rhomomorphisme continu B-^ G/3-> C/(3+flJ = (C/fiJ/((3+fin)/ûn) ; P^
hypothèse ^ se factorise en B ̂  C/S^ 9? C/(3+fiJ, où ^ est un A-homomorphisme
continu. Montrons qu'on peut choisir de proche en proche les ^ de sorte que ^
se factorise en

B ̂  C/fi,^-> C/fi,

pour tout n (autrement dit, que les ^ forment un système projectif d'homomorphismes).
Cela résultera du lemme suivant :

Lemme (19.3.10.1). — Soient B une A-algèbre formellement lisse, E, E' deux A-algèbres
topologiques discrètes, S< (resp. S{') un idéal niipotent de E (resp. E'), /:E->E' un
A-homomorphisme surjectif tel que /(^)C^',/' : E/^ -> E'/^' Vhomomorphisme déduit de f par
passage aux quotients. Soient u : B->E/5^ un A-homomorphisme continu, u' Uhomomorphisme composé
B -^ E/^ ^> E'/M', et soit •o1 : B -> E' un A-homomorphisme continu tel que u' se factorise en

B -̂  E' -> E'/^V. Alors il existe un A-homomorphisme continu v : B -> E tel que v' se

factorise en B -> E -> E'.
Dans le diagramme commutatif

E -^> E'

E/^ -f E7^'

tous les homomorphismes sont surjectifs; si fl est le noyau de/, E' s'identifie à E/fl et K'
à (^4-fi)/fl. Utilisons maintenant le lemme élémentaire suivant :

Lemme (19.3.10.2). — Soient F un anneau (non nécessairement commutatif), a, b deux
idéaux bilatères de F; alors le produit fibre (F/a) Xp/(a+b) (^6) s'identifie canoniquement à
F/(anb).

Ce n'est autre qu'une application particulière de (18. i .7), où, dans le diagramme
(18.1.7.1), on remplace G par F/(an6), 3' par b/(anb), F par F/b, ^ par (a+b)/b,
B par F/(a+b) et 6 par le F-homomorphisme bijectif canonique (a+b)/b^û/(anb).
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Appliquant ce lemme à la situation de (19.3.10. i), la commutativité du diagramme

B -^> E'==E/fl•i i
E/^ -^ E7/^'

montre l'existence d'un homomorphisme w : B->E/(^nfi) tel que •o1 et u se factorisent
W il)

en B->E/(^nS) ->E/fl et B->E/(^nfl)->E/^ respectivement; comme le noyau de w
contient l'intersection de ceux de v ' et de u, il est ouvert dans B et w est continu. Enfin,
il est clair que ^nû est niipotent, donc w se factorise en B-^E-^E/^nfi), où u est
un A-homomorphisme continu répondant à la question.

Revenant à la démonstration de (19.3.10), l'existence de z^ résulte du lemme
(19.3.10. i) appliqué en remplaçant E, E', ̂  A'par C/fi^,, C/^, (3+fin+i)/Sn+i et
(3+fiJ/fi^ respectivement, u, u' et v ' par u^^, ^ et ^respectivement. Notons que,
comme C est séparé et complet, il est égal à lim (C/ÛJ, et y==lim ^ est un A-homomor-

n n
phisme continu de B dans G. Comme 3 est fermé dans G, on a 3==n(3+SJ;
comme C/3 est métrisable et complet et que les (3+ÛJ/3 forment un système fonda-
mental de voisinages de o dans C/3, on a C/3= lim(C/(3 +SJ) et lim ̂  est l'application

n n
canonique cp:C->C/3. Comme }imu^==u, on a bien u==vo^, C.Q.F.D.

n

Corollaire (19.3.11). — Soient A un anneau topologique, B une ^.-algèbre formellement
lisse, C un anneau local noethérien complet, 3 un idéal distinct de C, 9 : A->C un homo-
morphisme continu, faisant de C une ^.-algèbre topologique. Alors tout A-homomorphisme continu
UQ : B^Go=C/3 se factorise en B-^C-^G/3, où u est un A-homomorphisme continu.

Toutes les conditions de (19.3.10) sont en effet remplies (O^ 7.3.^).

Proposition (19.3.12). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre formellement lisse, C une A-algèbre
topologique, 3 un idéal de C, vérifiant les conditions suivantes :

i ° II existe un système fondamental d'idéaux ouverts £^ de C, tels que les C^==C/fi^ soient des anneaux artiniens et
que r homomorphisme canonique C—^lim C^ soit un isomorphisme d'anneaux topologiques.

\
2° U idéal 3 est fermé dans G et topologiquement niipotent.
3° Le carré de tout idéal ouvert de B est ouvert.
Dans ces conditions, tout A-homomorphisme continu u : B—^C/3 se factorise en B—^C—»-C/3, où v est un A-homo-

morphisme continu.
Soit 3^== (3 + fi^)/fi^ l'image canonique de 3 dans C^, qui est un idéal niipotent, et soit u^ l'homomorphisme

u
composé B—>C/3—>C^/3^=C/(3+Sx). Montrons que tout A-homomorphisme w :B->C tel que u se factorise

w
en B—> C—>-C/3 est nécessairement continu ; en effet, pour tout X, il y a un idéal ouvert ̂  de B tel que u(S{) c (.3 +£^) /3,
d'où w(^)c3+S^, donc il y a une puissance ^2W de ^ telle que w^^cS^, ce qui établit notre
assertion puisque ^2W est ouvert dans B. On peut donc se borner à trouver un A-homomorphisme w ayant la
propriété précédente sans s'inquiéter de ses propriétés de continuité. Or, l'ensemble Hom(B, G) de tous les
A-homomorphismes d'algèbres de B dans G est égal à lim Hom(B, C^), et ce dernier est fermé dans le C-module C^,

muni de la topologie produit, pour laquelle il est linéairement compact puisque C^ est artinien. Pour tout X, soit W^
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w\
l'ensemble des w^eHom(B, C^) tels que u^ se factorise en B —> C^ —>• C^/3^ ; W^ est une variété linéaire fermée dans
le C-module Hom(B, C^), non vide puisque B est formellement lisse. Dans le produit II Hom(B, G») = E^, consi-

(A^X

dérons la sous-variété linéaire U^ formée des (w^)y^ tels que w^== y^x0^ pour [JL^X et z^eW^ (où cp^ : C!̂ ->C«
est l'homomorphisme canonique), qui est aussi fermée. Enfin, soit V^ la variété linéaire dans le produit II Hom(B, C.,),

V-
produit de U^ et des Hom(B, C^) pour pL-^X, qui est encore fermée. Tout revient à voir que l'intersection des V\
est non vide, car un élément w de cette intersection appartiendra à Hm Hom(B, C^) par définition. D'ailleurs, comme 3

est fermé, et G ==lim C^ linéairement compact, C/3 s'identifie à lim C^/3^ et l'application canonique (p : C—-C/3

à lim ^, où ̂  est l'application canonique C^—>C;J3^. On conclut donc comme dans (19.3.10) que ^ow = u.

19.4. Premiers critères de lissité formelle.

Proposition (19.4.1). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique;
supposons qu'il existe deux familles filtrantes décroissantes (3a)aei5 (^a)aei d'idéaux de A et B
respectivement, telles que : i° (3a) ten^ vers ° ^ans A ^ (R^) tend vers o dans B; 2° j&o^r
^ ael on a 3jBc^ ^<fe ^or^ que B/^ ^ M^ (Al^)-algèbre topologique); 3° ĵ r
^o^ ael, B/^ ̂  MW^ (Al^-algèbre formellement lisse. Alors B ̂  ̂ ^ A-algèbre formelle-
ment lisse.

En effet, soient G une A-algèbre discrète, fl un idéal niipotent de G, ^ un idéal
ouvert de B; par hypothèse il y a un ael tel que ^C^, donc B/5^ est quotient de B/^
par un idéal ouvert. Tout A-homomorphisme u' : B/^->C/Û est aussi un (A/3a)-
homomorphisme, donc il existe un idéal ouvert ^' de B tel que ^C^'cft et que

B/^-^B/^C/fl se factorise en B/^—B/^'-^C-^C/fi, où y' est un (A/3J-
homomorphisme $ d'où la conclusion, en vertu de la remarque suivant (19.3.1).

Corollaire (19.4.2). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique,
(3a)aei une famille filtrante décroissante d'idéaux de A tendant vers o. Pour que B soit une A-algèbre

formellement lisse, il faut et il suffit que pour tout ael, si l'on pose A^=A/3^, B^===B/3^B,
BQ( soit une A^-algèbre formellement lisse.

La condition est suffisante par (19.4.1)3 et elle est aussi nécessaire par (19.3.5,
(iii)).

Proposition (19.4.3). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique.
Supposons que pour toute A-algèbre discrète G et tout idéal 3 de G tel que ^E^o, tout

A-homomorphisme continu u : B->C/3 se factorise en B-^G->C/3, où v est un A-homomorphisme
continu. Alors B est une A-algèbre formellement lisse.

En effet, avec les mêmes notations, soit S{ un idéal niipotent quelconque de G,
et considérons un A-homomorphisme continu u' : B—^C/^. Supposons que ^==0, et
posons C,=G/^ pour i^i^m, de sorte que C^=C, que îV~1/^ est un idéal de
carré nul % dans C^, et Cî,==C,.^/3,^; l'hypothèse entraîne alors par récurrence
sur i l'existence de A-homomorphismes continus u^ : B->C^ tels que u^==u et que z/,
se factorise en BÎ^-t^C,.,.!->C^i/3t+i==C,; d'où la conclusion.

Proposition (19.4.4). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique
(commutative). Pour que B soit une A-algèbre formellement lisse, il faut et il suffit que pour
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tout K-module topologique discret L, annulé par un idéal ouvert de B, on ait (cf. (18 .5 .1) )
Exalcotop^ÇB, L) = o.

Soit (J^) un système fondamental décroissant d'idéaux ouverts de B et posons
B^==B/^. Considérons une A-algèbre topologique discrète G et un idéal 3 de G tel
que y==o, de sorte que G est une A-extension de C/3 par 3 5 supposons donné un
A-homomorphisme u : B^->G/3 et formons la A-extension E^ de B^ par 3, image
réciproque de G par Phomomorphisme u (18.2.5); c'est une A-algèbre topologique
pour la topologie discrète. Si Exalcotop^(B, L) == o, il existe par définition (18.5.1)
un {JL tel que ft^C^ et que l'extension image réciproque E^ soit A-triviale; mais cela
signifie (18. i .6) qu'il existe un A-homomorphisme continu v : B^->E^ tel que l'homo-
morphisme canonique B^-^B^ se factorise en B^-^E^->B^; on en conclut aussitôt
que B^-^B^—G/3 se factorise en B^->E^->C->C/33 et cela prouve, en vertu
de (19.3.1) et (19.4.3)3 que B est une A-algèbre formellement lisse. La réciproque
est immédiate, en appliquant (19.3.1) au cas où G est une A-algèbre topologique qui
est une A-extension de B^ par L, et à l'homomorphisme identique B^->B^==G/L.

Lorsque A et B sont des anneaux discrets, le critère de lissité formelle (19.4.4)
se réduit à

(19.4.4.1) Exalcom^(B, L)=o pour tout B-module L;

autrement dit, toute A-extension commutative de B par un Ji-module doit être A-triviale.
Corollaire (19.4.5). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique

(commutative).
(i) Supposons que B soit une A-algèbre formellement lisse. Alors, pour tout idéal ouvert S{

de B, tout (B/5Ï) -module L et tout 2-cocycle de Hochschild A-bilinéaire et symétrique f de
(B/^)x(B/^ï) dans L (18.4., 3), il existe un idéal ouvert S^'C^ tel que, si 9 : B/^'->B/5Î
est l^homomorphisme canonique, yo(<pX<p) soit un 2-cobord de Hochschild A-bilinéaire de
(B/^)X(B/^) dans L.

(ii) Si B est un A-module formellement projectif ( 1 9 . 2 . 1 ) et si la condition de (i) est vérifiée,
B est une A-algèbre formellement lisse.

(i) Le 2-cocycle/définit une A-extension de Hochschild G de B/^ par L (18.4.3).
Appliquant (19.3. i) à G, à l'idéal de carré nul L de G et à l'homomorphisme identique
B/ft->B/JÎ==C/L, on en déduit la condition (i) en vertu de (18.4.3).

(ii) Appliquons le critère (19.4.3)5 en considérant un idéal ouvert S{ de B, un
idéal ouvert 3 de A tel que 32^? et une (A/3) -extension E de B/^ par L. Comme B
est un A-module formellement projectif, l'application A-linéaire continue canonique
p : B->B/^ se factorise en B-^E-^B/^, où w est une application A-linéaire continue
(19.2.1), qui se factorise donc elle-même en B-^B/^'^E où ^f est un idéal ouvert
de B contenu dans ^; remplaçant 3 par un idéal plus petit, on peut supposer que
3BCJÎ'. Alors l'image réciproque par l'homomorphisme canonique B/jî'->B/5l de
l'extension E de B/ft par L, est une (A/3) -extension de Hochschild E' de B/^' par L;
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appliquant (i) à un cocycle définissant cette extension (18.4.3)3 on en conclut qu'il
y a un idéal ouvert ^'C^ de B tel que l'image réciproque E" de E par B/^'-^B/^
soit A-triviale, C.Q.F.D.

Corollaire (19.4.6). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique qui
soit un A-module formellement projectif. Soit A' une A-algèbre munie de la topologie déduite de
celle de A. Supposons en outre que A' soit un A-module fidèlement plat, et que Vune des conditions
suivantes soit remplie :

i° II existe un système fondamental (3^) d'idéaux ouverts de A et un système fondamental (9ÎÎ^)
d'idéaux ouverts de B, ayant même ensemble d'indices et tels que, pour tout À, on ait 3^BC%)Î^
et que B/9Jt^ soit un (Al^)-module projectif de type fini.

2° A est un A-module projectif de type fini,
Alors, pour que B'===B®^A' (muni de la topologie produit tensoriel) soit une A-algèbre

formellement lisse, il faut et il suffit que B soit une A-algèbre formellement lisse.
La suffisance de la condition est contenue dans (19.3.5, (iii))? sans aucune hypo-

thèse supplémentaire sur B ni A'. Pour démontrer la réciproque, nous allons appliquer
le critère (19.4.5); sous l'hypothèse 2°, nous désignerons encore par (9îl^) un système
fondamental d'idéaux ouverts de B, et, pour tout X, par 3x un idéal ouvert de A tel
que 3,JBc9JÎ^; dans les deux cas, nous poserons A^=A/3x? B^==-B/9Jl^, A^=A^®^A',
B^=B^®^A'. Soit/un 2-cocycle de Hochschild A^-bilinéaire symétrique de B^xB^
dans un B^-module L; par extension des scalaires, on en déduit un 2-cocycle de
Hochschild f'^f®!, A'-bilinéaire symétrique, de B^xB^ dans I/==L®^A'. Comme
par hypothèse B' est une A'-algèbre formellement lisse, il existe, par (19.4.5, (i)), un
indice [L tel que SOÎ^C3JÎ^, et tel que, si 9' : B^ —> B^ est l'application canonique,
f ' Q (9' X 9') est un 2-cobord de Hochschild de B^ x B^ dans I/ ; autrement dit, son image c '
dans le groupe de Hochschild H^ (B^, L/)8 est nulle; il est clair que si 9 : B^-^B^ est
l'homomorphisme canonique, et c la classe de ^0(9X9) dans le groupe de Hochschild
Hj[ (B^, L)8, c' est l'image canonique de c. Or, si P^ est le complexe relatif aux anneaux A^
et B^ défini dans (18.4.5), servant au calcul de Hj[ (B^, L)8, le complexe analogue relatif
aux anneaux A^ et B^ est évidemment P^®^A'; dans l'hypothèse i°, la construction
de P^ montre que c'est un A^-module projectif de type fini. On conclut donc de
Bourbaki, Alg., chap. II, 3e éd., § 5, n° 3, prop. 7 que, sous les deux hypothèses, on a
Horn^ (P.^A', L(x)^A/)= (Hom^ (P^, L))®^A' à un isomorphisme canonique près;
comme A' est un A-module plat, on a par suite (18.4.5)

Hi^Lr^Hi^L^A'

et l'on peut donc écrire ^ '==^®i; mais comme A' est un A-module fidèlement plat,
l'hypothèse c'=o entraîne c==o, ce qui achève la démonstration.

Proposition (19.4.7). — Soient A un anneau topologique préadmissible, 3 un idéal de
définition de A (0;, 7. i. 2)5 B une A-algèbre topologique qui soit un A-module formellement projectif\
Considérons les anneaux topologiques quotients AQ = A/3, B() == B/3B ; alors, pour que B soit
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une ^-algèbre formellement lisse, il faut et il suffit que Bo soit une ^-algèbre formellement
lisse.

La nécessité de la condition résulte de (19.4.2). Pour voir qu'elle est suffisante,
notons d'abord qu'en considérant un système fondamental de voisinages ouverts de o
dans A formés d'idéaux 3^ contenus dans 3, on peut, en vertu de (19.4.2), se ramener
au cas où A est discret puisque B/3aB est un (A/3J -module formellement projectif
{ Ï 9 S 2 ' 5 ) ' ) P^ définition d'un anneau préadmissible, 3 est alors niipotent. II suffit en
outre de démontrer la proposition lorsque V^o, car si ^==0, on l'appliquera succes-
sivement aux anneaux A^=A/y et B^B/YB et à l'idéal y^/y de A^ pour
k=2, 3, . . ., m, en notant (19.2.5) que B^=B®^A^ est un A^-module formellement
projectif. Appliquons le critère (19.4.5, (ii)) en considérant un idéal ouvert S{ de B
et un 2-cocycle de Hochschild A-bilinéaire symétrique/de (B/^)x(B/^) dans un
(B/^)-module L. Considérons d'abord le cas particulier où 3L==o, de sorte que L
peut aussi être considéré comme un (B^/^Bç)-module, et/se factorise en

(B/^.)x(B/^) -> (Bo/^Bo)x(Bo/^Bo) -^ L

où /Q est un 2-cocycle de Hochschild bilinéaire symétrique. En vertu de l'hypo-
thèse, il y a donc un idéal ouvert ^'C^ dans B et une application A^-linéaire
^o:Bo/^Bo->L telle que/o(<poW, Po^)) -^oC^—^oO^) +goWjy pourA:,jdans Bo/^'Bo,
9o : Bo/^Bo -> Bo/5Uîo étant l'homomorphisme canonique. On en conclut aussitôt que
l'application A-linéaire composée g : B/^'-^Bo/^'B^-^L est telle que âfe^/o^xcp),
où <p : B/^t'->B/^ est l'homomorphisme canonique.

Passons maintenant au cas général, et considérons d'abord le (B/A) -module
L/3L=I/, pour lequel on a 3L'==o; si/' est l'application A-bilinéaire composée
(B/^)x(B/^)->L—^I/, /' est encore un 2-cocycle de Hochschild symétrique, et en vertu
de ce qui précède, il existe un idéal ouvert ^'C5^ dans B et une application A-linéaire
^:B/^'-^L' vérifiant â^^/'o^'xq/) pour l'application canonique < p ' : B/^'->B/^.
Comme B est un A-module formellement projectif, il existe un idéal ouvert ^C^'
et une application A-linéaire g^ : B/^->L telle que l'homomorphisme B/Mi->B/^:'-^L'
se factorise en B/^^L-^L'. Considérons alors le 2-cocycle de Hochschild

/i^j^yw^ PI^))—^!^) +giW—giW^
application A-bilinéaire symétrique de (B/^) X (B/^) dans L. Le choix de g^ entraîne
que/i prend ses valeurs dans 3L. Comme 3(3L)==o, on peut de nouveau appliquer
le premier cas, et il y a donc un idéal ouvert 5ï"C^i et une application A-linéaire
^:B/^"->3L telle que

/i(?2W. ̂ (^^xg^—g^xy) +g^x\y

dans (B/5Ï")X(B/^"), 92 ^ K/^'-^B/^i étant l'application canonique; l'application
A-linéaire g=g2+glo(92 : B/^"-^L vérifie donc dg==foÇ^x^) pour l'application cano-
nique cp : B/^"->B/^. C.Q.F.D.

185
12



QO A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

19.5. Lissité formelle et anneaux gradués associés.

(19.5.1) Soient G un anneau topologique (commutatif), V un C-module topo-
logique, et considérons l'algèbre symétrique Sç(V)== © S^(V), que nous allons munir
canoniquement d'une topologie linéaire, compatible avec sa structure de C-algèbre. Pour
cela, considérons un sous-module ouvert U de V, et V idéal gradué U. S^(V) qu'il engendre
dans S^(V); nous prendrons comme système fondamental de voisinages de o dans S^(V)
l'ensemble des sommes a.Sc(V)+U.Sç(V), où a (resp. U) parcourt un système
fondamental d'idéaux ouverts (resp. de sous-modules ouverts) de G (resp. V). On notera
que si la topologie de V est moins fine que la topologie déduite de celle de G, on peut se
borner aux couples (a, U) tels que aV CU, donc a. S^(V) + U. S^(V) = a. i c + U. S^(V) ;
dans ce cas la topologie induite sur chacun des S^(V) pour n^ i a pour système fonda-
mental de voisinages de o les ILS^"1^), où U parcourt les sous-modules ouverts de V;
en particulier, sur V=S^(V), elle coïncide avec la topologie donnée (en général elle
est moins fine que cette dernière). En outre, dans tous les cas, V algèbre topologique S^(V)
ainsi définie est, pour les catégories des G-modules topologiques et des G-algèbres
topologiques, la solution du même problème universel que pour les catégories de
C-modules et de C-algèbres. En effet, soient E une C-algèbre topologique, u : V->E un
homomorphisme de G-modules, S{u) =='ï son extension canonique à Sç(V). Supposons u
continu; alors, si b est un idéal ouvert de E, son image réciproque L^M"'^!)) est un
sous-C-module ouvert de V, et l'image par V de U. Sç(V) est donc contenue dans b ;
comme par ailleurs il existe un idéal ouvert a de G tel que a.Ecb, donc ^(a.S^V)) Cb,
cela prouve que V est continu. Réciproquement, si V est continu, et si b est un idéal
ouvert de E, il existe un sous-module ouvert U de V tel que ^(U.S^V)) Cb, et en
particulier ^(U.i^Cb, c'est-à-dire ^(U)Cb, donc u est continu. Rappelons en outre
que l'on a un isomorphisme canonique de C-modules topologiques (discrets)

(19.5.1.1) SOT/U.SFW ^s^v/u).
(19.5.2) Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique (commu-

tative), 3 un idéal de B (non nécessairement ouvert ni fermé); dans tout ce qui suit,
on munit 3 et les 3n (^2) de la topologie induite par celle de B, les quotients C==B/3,
y^n+i^g^ÇB) de la topologie quotient, de sorte que les 3n/3n+l sont des C-modules
topologiques; l'injection canonique ̂ ^-^gf^B) se prolonge en un homomorphisme
(d'abord non topologique) de C-algèbres

yîScCCT^gr^B)

qui pour chaque n donne un homomorphisme surjectif de C-modules

(19 .5 .2 .1) 9n : S^(3/32) -̂ ^ (̂B).

Lorsque S^(3/32) est muni de la topologie définie dans (19.5.1), les homo-
morphismes 9^ sont continus, en vertu de la propriété universelle (19.5. i) de S^(3/32)
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appliquée à la A-algèbre topologique E===gr^n(B/3^) muni de la topologie produit
de celles des S^4'1, et à l'injection canonique S/g^E. Notons qu'ici la topologie
de 3/32 est moins fine que la topologie déduite de celle de G (cette dernière topologie
sur 3/32 étant aussi la topologie déduite de celle de B).

Théorème (19.5.3). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique,
3 un idéal de B, C == B/3 la A-algèbre topologique quotient. On suppose que la A-algèbre G est
formellement lisse. Alors :

(i) Si B est une A-algèbre formellement lisse, 3/32 est un C-module topologique formellement
projectif ( 19 .2 .1 ) .

fii) Si B est une A-algèbre formellement lisse et un anneau préadmissible (O^, 7 .1 .2 ) , les
homomorphismes <p^ (19.5.2) sont des bimorphismes formels ( 1 9 . 1 . 2 ) .

(iii) Réciproquement, supposons que B soit préadmissible, que la suite (371) tende vers o
dans B, que 3/32 soit un C-module formellement projectif et que les 9^ soient des bimorphismes
formels. Alors B est une A-algèbre formellement lisse.

La démonstration de ce théorème est longue et encombrée de détails techniques;
aussi commencerons-nous par en démontrer un corollaire plus simple, où apparaissent
plus nettement les idées directrices; ce corollaire est d'ailleurs le cas particulier du
théorème (19.5.3) qui sera le plus fréquemment employé par la suite.

Corollaire (19.5.4.). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique,
3 un idéal de B tel que la topologie de B soit la topologie ^-préadique. On suppose que la
A-algèbre discrète G==B/3 est formellement lisse. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

a) B est une A-algèbre formellement lisse.
b) 3/32 ̂  un C-module projectif et l'homomorphisme canonique

P^CCT^gr^B)

est bijectif.

c) Le séparé complété B de B est une A-algèbre topologique isomorphe à une K-algèbre de
la forme Ê', où B'=Sc(V), V étant un C-module projectif et B' étant muni de la topologie
V^-préadique, où B'4" est l'idéal d'augmentation.

(19.5.4.1) Prouvons d'abord que a) entraîne que 3/32 est un C-module projectif.
Soient donc P et Q^ deux C-modules, u : P-^Q, un G-homomorphisme surjectif, et
v : 3/32->'Q, un C-homomorphisme. L'anneau B/32 étant considéré comme une
B-extension de C par 3/32? on en déduit par v une B-extension E== (B^^wwQ,
de C par Q^ (18.2.8). Comme G est une A-algèbre discrète formellement lisse,
l'extension E est A-triviale (19.4.4) et peut donc s'identifier à Dç(QJ (18.2.3). L'homo-
morphisme surjectif u : P->Q^ définit alors canoniquement un A-homomorphisme surjectif
^ : Dc(P)->Dc(QJ (18.2.9) dont le noyau est un idéal û de l'extension E'==Dç(P),
contenu dans P, et a fortiori de carré nul. Soit /: B->E == E'/û l'homomorphisme définis-
sant la structure de B-algèbre de E : comme fi est de carré nul, et que B est une A-algèbre
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formellement lisse.^se factorise en B-^E'-^E'/Û, où g est un A-homomorphisme continu.
Le diagramme

E' -^ E

î î .1 r
B -^ B/32

où v ' est déduit de v ( 18.2.8), est commutatif. D'ailleurs l'image de 3 par ^ og est contenue
dans Q, donc l'image de 3 par g est contenue dans P+fi==P, et l'image de 32 par g
est nulle. Restreignant ^ et 6 à 3, on obtient un diagramme commutatif

P — Q
t ^

'î /-
w

ce qui prouve que le C-module 3/32 est projectif.
(19.5.4.2) Prouvons en second lieu que a) entraîne que 9 est bijectif, ce qui

achèvera de montrer que a) entraîne b ) . Posons E^B/y4'1, et désignons par F^ le
quotient de S^(3/32) par la puissance (n-\-1)® de son idéal d'augmentation. Comme
^y+i çg^ niipotent dans Ey^ et que G est une A-algèbre discrète formellement lisse,

l'automorphisme identique de G se factorise en C->^L^—>C=EJ(^|y+l) où/est un
A-homomorphisme; d'autre part, 3/32 étant un C-module projectif d'après (19.5.4. î),
l'automorphisme identique de 3/32 se factorise en S/S'-^S/S^^S/S2, où g est
une application C-linéaire; à partir de f et g on obtient canoniquement un homo-
morphisme de C-algèbres S^O/^-^E^ qui d'ailleurs (par définition de g) s'annule
sur la puissance {n-}-I)e de l'idéal d'augmentation de S^(3/32), d'où, en passant au
quotient, un A-homomorphisme surjectif d'algèbres v : F^->E^ tel que gr°(y) et gr^y)
soient les automorphismes identiques de G et de 3/32. Par définition de l'homomorphisme
canonique 9, on voit que gr^Çv) = ̂  pour tout j^n. Notons maintenant que le noyau ?l
de v est un idéal niipotent de F^, de sorte que E^ s'identifie à FJ9Î. Comme B est une
A-algèbre formellement lisse, le A-homomorphisme canonique p^ : B^E^B/y4'1? qui
est continu, se factorise en B->F^—^E^, où w est un A-homomorphisme continu; comme
gr°(v) est l'identité, wff) est contenu dans l'idéal d'augmentation de F^, d'où ^(y4'1) == o,
si bien que w se factorise en B-ÎB/S^^E^—^F^, et le composé E^->F^->E^ est
l'identité. En outre, comme gr°(y) et gr^y) sont les automorphismes identiques de G
et de 3/32? il ^n est de même de gr°(z£/) et de gr1^'). Gomme gr'(EJ est engendré par
gr^EJ, l'homomorphisme composé

//•n \ ^ //-o \ ^^î(w') î/v \ë^^n) —> g^EJ ——-> gr^FJ

est l'identité pour tout j ̂ :n, puisque c'est vrai pour j=o et j==r, faisant j==n, on
prouve ainsi que <p^ est injectif, ce qui achève de montrer que a) entraîne b). •
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(i9.5-4-3) Prouvons ensuite que b) entraîne a ) . Le même raisonnement qu'au
début de (19.5.4.2) prouve l'existence d'un A-homomorphisme surjectif d'algèbres
v : F^ -> E^ tel que gr^z/) == q .̂ pour tout j; comme <py est bijectif pour tout j et que les
filtrations de F^ et E^ sont finies, on en conclut que v est bijectif (Bourbaki, Alg. comm.y
chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. i). Soient maintenant G une A-algèbre topologique
discrète, 91 un idéal de carré nul dans G, f : B -> G/îl un A-homomorphisme continu
d'algèbres. Comme G est discrète, il existe un entier m tel que^ s'annule dans y, doncf

se factorise en B -> E^-S-G/îl, où l'on prend n= 2m. On a donc par composition un
" fn

A-homomorphisme continu d'algèbres r : C-^F^^E^—^G/îl, et comme C est une
A-algèbre formellement lisse discrète, r se factorise en C->G->G/9Î, de sorte que G
est muni par r ' d'une structure de C-algèbre. D'autre part, la restriction à 3/32 de

v ^

l'homomorphisme f^ : F^^E^-^G/ÎÎ est une application C-linéaire g : S^-^G/ÎÏ.
Puisque 3/32 est un C-module projectif, g se factorise en ^/^-^G—^G/îl, où h est
une application C-linéaire; par prolongement, on en déduit un homomorphisme de
C-algèbres w : ScO/y)—^, et par construction tout élément de degré m a pour image
par w un élément de 91, donc tout élément de degré n==2 m a une image nulle
puisque S^^o; autrement dit, w se factorise en S^O/^^-^F^-^G. Par construction,
le composé F^G—^G/îl coïncide avec /„ dans C et dans 3/32, donc est égal à f'^.
Finalement, le composé

B-^E/^F^G-^G/91

étant égal à y, on voit que B est une A-algèbre formellement lisse.
(19.5.4.4) II reste à prouver l'équivalence de a) et c ) . En premier lieu,

c ) entraîne a) : en effet, B' est une G-algèbre formellement lisse pour la topologie
discrète (19.3.2)5 donc aussi pour la topologie B'^-préadique (19.3.8); comme C
est une A-algèbre formellement lisse, B' est aussi une A-algèbre formellement lisse
(19.3.5, (ii)) et finalement B" est une Â-algèbre formellement lisse (19.3.6), donc B
est une A-algèbre formellement lisse (19.3.6). Reste à voir que a) entraîne c ) .
Notons d'abord que puisque C est une A-algèbre formellement lisse, l'homomorphisme
identique C->B/3 se factorise en C—»-B->B/3, où C—^B est un A-homomorphisme
(19.3. lo); B, et par suite tous les B/^4"1, sont donc munis de structures de C-algèbres.
D'autre part, comme 3/32 est un C-module projectif par b ) , l'injection cano-
nique S/y—^B/^i2 permet de former un système projectif de C-homomorphismes
^n •' S/^-^B/y4'1 pour n^ i, donc aussi (par la propriété universelle de l'algèbre symé-
trique) un système projectif d'homomorphismes de C-algèbres v^ : S^(3/32) = B' —^B/y'1"1 ;
d'ailleurs il est clair que v^ s'annule dans (B''^)^1 et comme gr°(yj == y^ et gr1 (yj = y^,
on a gr^yj^c^ pour o^j^n. Comme les cp .̂ sont des isomorphismes par b ) , et que les
fîltrations de B'^B'4')"4'1 et de B/y^ sont finies, on en conclut que ^ est bijectif pour

189



94 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

tout n (Bourbaki, Alg. comm^ chap. III, § 2, n0 8, cor. 3 du th. i) ; d'où c ) par passage
à la limite projective.

Remarque (19.5.5). — Sous les hypothèses générales de (19.5.4), supposons en
outre que 3 soit un idéal maximal de B, de sorte que G==B/3 est un corps, et que 3/32

soit un C-espace vectoriel de dimension finie. Alors les conditions a), b) et c ) de (19.5.4)
sont encore équivalentes à la suivante :

d) Étant donnés une algèbre de polynômes E = C[Ti, . . ., TJ sur le corps C, et en désignant

par n l'idéal maximal de E engendré par les T^ {i^i^n), alors, pour tout idéal b de E contenant

une puissance n ,̂ tout homomorphisme v : B->E/b de A-algèbres C-augmentées se factorise

en B-^E/n^-^E/b, où w est un A'homomorphisme.

En effet, 3/32 étant ici un C-module libre, il suffit de vérifier que la condition d )
entraîne que Fhomomorphisme canonique 9 : SçO/^^-^gr^B) est bijectif. Or ici
S^(3/32) s'identifie à l'algèbre de polynômes E=C[Ti, ...,TJ, où ^=rgc(3/32),
et l'idéal d'augmentation de E est l'idéal n engendré par les T,. Pour tout entier k^o,
Fhypothèse que G est une A-algèbre discrète formellement lisse entraîne comme
dans (19.5.4.2) l'existence d'un A-homomorphisme surjectif f: E/n^4'1-^^4'1, tel
que grV)^?, pour tout j^L Si b/n^^Ker^), B^4-1 s'identifie donc à E/6, et
l'hypothèse d) permet de factoriser l'homomorphisme canonique B—^B/y4"1 en
B-^E/n^-^B^4-1; comme gr°(/) est l'identité, on a ^O^n/n^1, donc w{y^)== o;
on conclut comme dans (19.5.4.2) que 9^ est injectif pour tout A, ce qui achève de
prouver notre assertion.

(19.5.6) Démonstration du théorème (19.5.3). — Soit (6^) un système fondamental décroissant d'idéaux ouverts
de B. Nous poserons

Ba=B/b^, Ga=B/(ba+3), ^=(6a+3)/Ï»a,
de sorte que

C^B^ et 3^+l==(ï)a+3w)/(^)o(+3n+l).

Les C-modules ((San^+S"4'1)/^4'1 de S^/y14'1 forment un système fondamental de sous-modules ouverts
du C-module topologique ^/y14-1; comme (ï^nS^+y14-1 ==^0(^4-y14'1), on a

3n/((&an^n)+3w+l)=^/(3^n(6a+^+l))=(^4-3n)/(b<,+3n+l)=32/32+l•

(19.5.6.1) Démonstration de (19.5.3, (i)). — Soient P, Q deux C -̂modules discrets, u : P->Q, un

C -̂homomorphisme surjectif. L'anneau discret B/(Ï)Q(+ S2) est une B-extension de C^ par l'idéal de carré nul 3a/^a'
Soit v : S/y—^Q, un C-homomorphisme continu; remplaçant au besoin 6^ par un idéal ouvert plus petit de B,
on peut supposer que le noyau de v contient le sous-C-module ouvert ((t^n^+S2)/^2; passant au quotient, on
déduit de v un C -̂homomorphisme de modules discrets v' : •3a/3^—»-Qj soit E^ la B^-extension de C^ par Q. déduite
de B/(ba4-32) au moyen de y', et soit ^ : B^oç+^-^E^ le B -̂homomorphisme correspondant (18.2.8) ; E^ est

une A-algèbre topologique discrète, et l'isomorphisme canonique Cy—>'E^IQ, donne par composition un
A-homomorphisme continu /: G—>C^—>'E^IQ^. Mais comme Q^est de carré nul dans ÎLy et que G est une A-algèbre

g
formellement lisse,/se factorise en C—>EQ(—>E^/Q^ où g est un A-homomorphisme continu. Comme g est continu

g '
et E^ discret, il existe un ^ > a tel que g se factorise en G—^Cp—^E^. D'autre part, soit Ep la A-extension de Cp
par Q,, image réciproque de Egç par l'homomorphisme canonique CQ->C^; l'existence de g ' (tel que le

9'
composé CQ—>E^—>CQ( soit l'homomorphisme canonique) équivaut au fait que Ep est une extension A-triviale,
et peut donc s'identifier à Dp (Q,). Cela étant, l'homomorphisme surjectif u : P—>Q. définit canoniquement un
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homomorphisme surjectif Dç (P)-^Dç (QJ (18.2.9), dont le noyau est un idéal S de l'extension Ep = Dp (P)

contenu dans P, et a fortiori de carré nul. Soit // : B—^Ep =Ep/S le A-homomorphisme continu définissant la
structure de B-algèbre topologique de Ep; comme fi est de carré nul et que B est une A-algèbre formellement

lisse,/7 se factorise en B->-Ep->Ep/.S, où h' est un A-homomorphisme continu. La construction de EQ donne par
composition un A-homomorphisme ^ : Ep—^Ep^E^, et il est clair que le diagramme

<h

Ep ——^ E«
A A"'î h
B —> B/(b.+3^)

u

est commutatif. D'ailleurs, l'image par ^o/^ de 3 est contenue dans Q, donc l'image par A' de 3 est contenue dans P,
et l'image de 32 par h' est nulle. Restreignant h' et 6 à 3, on obtient un diagramme commutatif

u
P ——> Q.

•\ /'
3/32

ou w est continu, ce qui prouve que 3/32 est un C-module formellement projectif.
(19.5.6.2) Pour tout entier n^o, nous poserons

E^ = B/S^ 1, de sorte que Eg = C;

les idéaux (^^S^1)/^4'1 forment un système fondamental d'idéaux ouverts dans Ey^, et nous poserons

Ea^B/^+^+i)^/^4-1,

anneau quotient discret. De même, dans gr^B)^71/^4-1, nous avons vu que les ((fianS^+.S»14-1)^4-1 forment
un système fondamental de voisinages de o, le quotient de Sn|Sn+l par ce sous-module s'identifiant canoniquement
à 3^/3^+1. Considérons l'algèbre symétrique Sç (3^/5^); nous noterons F^ le quotient de S^ (3^/.3^) parla

puissance (n-\- î)6 de son idéal d'augmentation. Pour un n^. i fixé, il résulte de (19.5. i. i) que les SÎÎ (3a/32)

sont les quotients de S^(3/32) par un système fondamental de sous-modules ouverts dans ce G-module topologique.
Pour abréger le langage, nous dirons que pour a^|3, les homomorphismes canoniques BQ—>BQ(, GQ—^CO,,

3p/3p—"3a/^a> Ep»n'->^a,nî ^p.n^^a.n? etc-» sont ^€s homomorphismes de transition.
Lemme (19.5.6.3). — Supposons que la ^.-algèbre G soit formellement lisse, l''anneau B préadmissible et le G-module 3/32

formellement projectif. Alors :
(i) Pour tout a, il existe (î^a et un A-homomorphisme surjectif d9 algèbres :

^a? ^P.n—^o^n

tel que gr°(v^) : Cp-> C^ et gr^ap) : ^p/^i —> ^a/^ so^ent les homomorphismes de transition.
(ii) Si [î ^ y^p vérifient les conditions de (i), alors, pour tout y ̂ (3, î7 existe S^y ^ yn A-homomorphisme surjectif

d'algèbres v^ : F§^—> Ey^ vérifiant les conditions de (i) (/ww y ^ 8) ^^ rendant commutatif le diagramme

"ap
.̂n ——> Ëa.n

(19.5.6.4)

.̂n ——^ ̂v^

où les flèches verticales sont les homomorphismes de transition,
(i) Dans la A-algèbre topologique discrète E^, l'idéal ^a/3^4'1 est niipotent, et l'isomorphisme iden-

tique Ca-^E^/^/SÇ4'1) donne par composition un A-homomorphisme continu C—^C^—^'E^J^JS^1);
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comme G est une A-algèbre formellement lisse, cet homomorphisme se factorise en C—'-E^^^-^-Eog^/^^/.S^1 ),
OÙ/Q( est un A-homomorphisme continu; par suite, ^/S^"^"1 devient, au moyen de/^, un G-module topologique
discret annulé par un idéal ouvert de G. L'hypothèse que 3/-32 est un C-module formellement projectif entraîne
alors l'existence d'une application C-linéaire continue gy^ : S/S2—»- S^/S^4"1 rendant commutatif le diagramme

3^+1 -^ 3^

3/32

Comme fy et gy^ sont continus, il y a un ?^a tel que ces homomorphismes se factorisent respectivement en

C^C ' -^E .»

3/32- V33- ^/S"^

et à partir dejfoçQ et gy^Q, on obtient donc canoniquement un homomorphisme de Cp-algèbres

^ Wl^^H

qui d'ailleurs (par définition de g'^) s'annule dans la puissance (n+ i)0 de l'idéal d'augmentation de S^ (3p/3p) ;

passant au quotient par cette puissance (n+i)®, on obtient l'homomorphisme v^ cherché, compte tenu des
définitions de f^ et g^; la surjectivité de V^Q résulte en effet de celle des deux homomorphismes gr°(v^) etg^^),
puisque cela entraîne que gr(v^) est surjectif (l'algèbre gr*(E^^) étant engendrée par gr°(Eo^) et gr^E^^)), et
comme les filtrations considérées sont finies, on peut appliquer Bourbaki, Alg. comm.y chap. III, § 2, n° 8, cor. 3
du th. l.

(ii) L'hypothèse que B est préadmissible signifie que l'on peut supposer tous les 6^ contenus dans un même bao
dont les puissances tendent vers o. Cela entraîne en particulier que le noyau de l'homomorphisme de transition
E ->E^,n, égal à (^+3n+l)/(^+3n+l), est niipofent; appliquant le lemme (19.3.10.1), on voit qu'on peut
supposer f^. choisi de sorte que le diagramme

a^

Y ^T,n

(où la flèche verticale est l'homomorphisme de transition) soit commutatif. L'hypothèse que 3/32 est un C-module
formellement projectif permet d'autre part de choisir g^ : S/S2—^/^4'1 de sorte que le diagramme

3/32

soit commutatif (il suffit de remarquer que l'image par (g^ p^) de 3/32 dans le module produit (^a/^'*"1) x (^y/^
est contenue (vu la définition de g^ et de la relation (î <y) dans l'miage canonique Q, dans ce module produit du
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module P =^/2Ç + ̂  et d'appliquer la définition ( 19.2. i ) à l'homomorphisme surjectif P->Q et à l'homomorphisme
tea, Py) de 3/32 dans QJ. Ce choix de/y et de g^ permet alors, en construisant v^ comme dans (i), d'obtenir en outre
la commutativité du diagramme (19.5.6.4).

Lemme (19.5.6.5). — Supposons que les A-algèbres B et G soient formellement lisses et que B soit préadmissible (de sorte
qu'en vertu de (19.5 .6 .1) , les conditions de (19.5.6.3) sont satisfaites). Pour tout système de deux indices a<(3 et d'un
homomorphisme v^ vérifiant les conditions de (19.5.6.3, (i)), il existe un indice \^ et un A-homomorphisme d'algèbres

"^X^n-^Fp^

tel que : 10 gr°(̂ ) : C^->Cp et gr^w^) : 3^->3p/3| soient les homomorphismes de transition; 2° le combosé
tOûTi ®<yft J f

^X,n —>" F?^ ~~> F<x,n solt l'homomorphisme de transition.
Appliquons le lemme (19.5.6.3, (ii)) avec y-P, ce qui donne un S^[3 et un u^ : F^->Ep^. Rappelons

que ops est surjectif; d'autre part, son noyau 91 est niipotent : en effet, l'idéal d'augmentation F4"' de F§ \ est niipotent
par définition, et le noyau de gr°(v^) •• Cg -> C? est aussi niipotent en vertu de l'hypothèse ̂ ue B est^réadmissible.
On voit donc que E?^ s'identifie à F /̂91. Comme B est une A-algèbre formellement lisse, le A-homomorphisme

canonique p^ : B-^Ep^, qui est continu, se factorise en B -^ F^ ̂  E?^, où w est un A-homomor-
phisme continu. Comme F§^ est discret, il existe X^S tel que w soit nul dans 6^, donc w se factorise en

B -> B/b^ -> F§^. Considérons l'homomorphisme composé w'^ : B/b^ ̂  F^ ̂  Fp^, où q^ est l'homomor-
phisme de transition; notons que gr°(q^ =gr°(v^) : Cg^Cp est l'homomorphisme de transition; comme
le composé ^50^ est l'homomorphisme canonique B/6^-^B/(bp+3n+ l), cela montre que l'image de
^À-^+ÎE)/^ par w^ est contenue dans l'idéal d'augmentation F^, et par suite l'image par w. de
^+1 = (Ï^^1 î/^-^+i/^n^^^+i) est nulle. Autrement dit, ^ se factorise en

B/b^ ̂  B/(b^ + 3n+i) = E^,, ̂  Fp, ̂

W?^ O^Q

tel que le composé E^ —> F?^ —> E^^ soit l'homomorphisme de transition. Le raisonnement précédent

montre aussi que gr°(^), qui est le composé B/(b^ +3) ->gr"(F^) ̂ -^ gr°(Fp^), est l'homomorphisme
de transition C^—»-Cp, puisque yp§ow^ est l'homomorphisme canonique. En outre, on a aussi gr^p^) =grl(^^)
(^Q^^^), donc le même raisonnement prouve que gr^wpg) est l'homomorphisme de transition.

(19.5.6.6) Démonstration de (19.5.3, (ii)). — Pour montrer que y^ est un bimorphisme formel, nous allons
appliquer le critère de (19.1.3, (iii)). Les conditions de ( i9.5-6.5) étant satisfaites par hypothèse, déterminons,
pour tout indice a, z^p et w?^ vérifiant les conclusions de ce lemme. L'homomorphisme

^(^3) •' ^(Fp^) -> gr^(E^)

n'est autre que l'homomorphisme
9a3,n:S^(3p/32p)^3^+l

déduit de l'homomorphisme canonique 9^ (19.5.2. i) par passage aux quotients; en effet, il résulte de (19.5.6.3)
que gr°(^3) et gr^z^) coïncident respectivement avec 9^3,0 et 903,1, et la définition de l'homomorphisme
canonique 9 montre alors, par récurrence sur j^n, que grî(^p) et (p^p,, sont égaux pour tout j. Cela étant,
comme <?„ est surjectif, c'est a fortiori un épimorphisme formel; en outre, pour js^n, l'homomorphisme composé

(̂F,,) ̂  ̂ (E,,) ̂  ̂ ^

est l'homomorphisme de transition, car c'est vrai pour j == o et j =- i en vertu de ( 19.5.6.5), et comme gr' (E^ ̂ )
est engendré par gr^E^) cela démontre l'assertion par récurrence sur j. Composant avec l'homomorphisme de
transition gr?(Fp^) -> gr^F^), on voit donc, pour j'=w, que l'on a factorisé l'homomorphisme de transition
^(F^J-^gr^F^) en

ço^^i
Sr^n) ——> gr^E^,^) -^ gr^F^)

ce qui est la condition du critère (19. i .3) pour que y^ soit un bimorphisme formel.
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Lemme (19.5.6.7). — Supposons que B soit préadmissible, que 3/32 soit un C-module formellement projectif, que G soit
une A-algèbre formellement lisse et que les ç^ soient des bimorphismes formels. Alors, pour tout couple d'indices a, P tel que a ̂ [3
et tout homomorphisme Vy_^ : Fp^-^Eg^ vérifiant les conditions de (19.5.6.3, (i)), il existe un indice y^P tel que, pour tout
indice (A^y, ^ V a1^ un diagramme commutatif de A-homomorphismes

^a?
^n ——> ^n

K ^«p>\ î^
,̂n

où j^^ ̂  /'homomorphisme de transition.

Appliquant le critère (19.1.3) à chacun des (p, pour os^j^n, on voit qu'il existe un indice y > (3 et des homo-
morphismes uniquement déterminés (et surjectifs) de C-y-modules

w^:gr»(E^^->grï(Fp^)

tels que les composés
^YY,y "iy

grî(F^) ——> g^(E^) ——> grî(Fp^)

soient les homomorphismes de transition (le fait qu'on puisse choisir le même indice y pour tous les y, résulte de
ce qu'ils sont en nombre fini). En outre, l'unicité des Wn prouve (puisque 9 est un homomorphisme d'algèbres

graduées) que w^ = (^py)o ̂ , ̂ n est un homomorphisme de C^-algèbres graduées gr* (E.̂  n) ->gr* (F(^ „) = F(^ „.

En outre, comme <PYY> o et ^YY» i sont îes homomorphismes identiques, WQ : Gy —> Cp et Wn : 3^/3^ —>• ^Û/^Q sont
les homomorphismes de transition, et il en est donc de même de gr^z^fi o ̂ By) e^ ̂ e ̂ ^(^ap 0 ̂ ÛY^ î conlllle gf* (EY, y») est
engendré par gr^E-y^), on en conclut que gr^u^ow^) est aussi l'homomorphisme de transition pour o^j^n.
Appliquons maintenant à a, [3 et y le lemme (19.5.6.3, (ii)), ce qui donne le diagramme (19.5.6.4) avec 8^ y;
puis répétons le raisonnement du début en remplaçant a et (î par y et 8. On obtient ainsi un indice X^S et un
diagramme commutatif d'homomorphismes

WQy V^

gr-(E^) ——> T^n ——> ̂ n

t t v î
^M îpS ^\ Pay

^n)^^n^\n

où les flèches verticales sont les homomorphismes de transition. Tout revient à prouver l'existence de l'homo-
morphisme ua^ laissant le diagramme commutatif, et pour cela il suffit évidemment de montrer que l'on a
Ker(y.y§)cKer(<7p§), î^g et q^ étant surjectifs. Comme w^ est surjectif, cette dernière relation équivaut à
Ker(^§o w^) cKer(<7p§o w^) = Ker(wp^,o (gr^x)))' Mais on a vu ci-dessus que gr(/^) = gr(^§o w^) et il est clair
que Ker(z;Y§ow§^)cKer(gr(^§ow§^)) = Ker(gr(/?^))cKer(wpyo(gr(/?^))), ce qui achève la démonstration du

PY(^ Mpy
lemme, car pour tout [i^y, il suffira de définir u^ comme le composé Ey^ —> Ey^ —> F^^.

(19.5.6.8) Démonstration de (19.5.3, (iii)). — Soient G une A-algèbre topologique discrète, 91 un idéal de
carré nul dans G, /: B—>G/9l un A-homomorphisme continu d'algèbres. Comme G/91 est discrète, il y a un indice a
tel que y s'annule dans Ï»Q(; par hypothèse, il existe un entier m tel que S^ct)^, donc y se factorise en

R p! F Î^P/wB —> ^(x,n —> ^y911

où l'on prend n = 2m. Les hypothèses du lemme (19.5.6.3) étant satisfaites, on a tout d'abord un P^a et un
A-homomorphisme composé

('9.5.6.9) /a,»°"ap •• Fp.n ̂  E,,» ̂ f G/ïl

et comme FQ^ est une Cra-algèbre, donc a fortiori une C-algèbre topologique (discrète), cela donne par composition
un A-homomorphisme continu r : C—>Fp^—>-G/9l. Comme d'autre part C est une A-algèbre formellement lisse,
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r'
cet homomorphisme se factorise en r : C~>G—»"G/9î où / est un A-homomorphisme continu, si bien que G est ainsi
muni d'une structure de C-algèbre topologique (discrète). D'autre part, par composition avec l'homomorphisme
canonique

3/32->3p/^->F^

on déduit de (i 9.5.6.9) un C-homornorphisme continu g : •3/-32—»-G/9L Comme 3/32 est un C-module formellement

projectif, g se factorise en •S/y—^G—^G/'SR, où h est un G-homomorphisme continu. Comme G est discret, il existe
un indice y^P te! ̂ ^ l'image par h de ((b^n^)^-^2)/.^2 soit nulle, ainsi que l'image par / de (b.y+^/.S, de
sorte que h se factorise en

.S/^-^/^-^G

où h' est un Cy-homomorphisme. Par prolongement, on déduit donc de h' un homomorphisme de C-y-algèbres

w : S^CS^)->G

et par construction, tout élément de degré m a pour image par w un élément de SR, donc tout élément de degré n = 2m
a une image nulle, puisque 9l2 = o ; autrement dit, w se factorise en

SC^/S^F^G.
?py ^00Appliquons maintenant à Vy^, : F.̂  „—> Fo „—> Eg^ „ le lemme (19.5.6.7), dont les hypothèses sont vérifiées ; il existe

donc un 8^ y et un homomorphisme ^5 : Eg^->Fy^ tel que le composé v^oii^^ soit F homomorphisme de tran-
sition p^ç : E§^—>-EQ^. On obtient donc finalement un diagramme commutatif de A-homomorphismes continus

et le composé f : B—>-G des homomorphismes de la ligne inférieure est donc tel que y se factorise en B—>G—>-G/9Î,
ce qui prouve que B est une A-algèbre formellement lisse.

La démonstration du th. (19.5.3) est ainsi achevée.

Corollaire (19.5.7). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique,
(b^) un système fondamental d^idéaux ouverts dans B, 3 un idéal de B, G =B/3 la A-algèbre topolo-
gique quotient. On pose C^= B/(b^ +3). On suppose que : i ° pour tout n, la topologie induite sur y
par celle de B est aussi la topologie du ̂ -module y déduite de la topologie deK (19.0.2) (cette condi-
tion sera remplie en particulier si B est noethérien et sa topologie préadique (Oi, 7.3.2));
2° C est une A-algèbre formellement lisse. Sous ces conditions :

(i) Si B est une A-algèbre formellement lisse, alors, pour tout À, O/S2)^^ es^ un

Gy-module projectif.
(ii) Si B est une A-algèbre formellement lisse et un anneau préadmissible, alors pour tout X,

l9 homomorphisme canonique

(19 .5 .7 .1) y,=9®i^ : S^W)®c^) -^(B)OOcC,

est bijectif.
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(iii) Réciproquement, supposons que B soit préadmissible, que la suite (3^) tende vers o,
et que, pour tout X, (S/S2)^^ solt un G-module projectif et U homomorphisme (19.5.4.1)
soit bijectif. Alors B est une ^.-algèbre formellement lisse,

En effet, la topologie de 3/32 et celle des Sg(3/32) sont alors aussi déduites de celle
de B (19.5.1); les conclusions sont alors des conséquences immédiates de (19.5.3) et
des critères de (19.1.4) et (19.2.4) spéciaux à ce type de topologies.

Remarque (19.5.8). — Supposons que 3/32 soit un G-module de type fini et que,
pour la topologie quotient de celle de B, G soit un anneau de ^ariski; soit r un idéal de
définition de C, de sorte que les y71 forment un système fondamental de voisinages de o
dans G. Alors les conclusions de (i) et (ii) dans (19.5.7) peuvent être remplacées par
les suivantes :

(iQ 3/32 est un G-module projectif.
(ii7) L'homomorphisme canonique 9 : S^O/S^—^gr^B) est bijectif.
En effet, il est clair que (i') entraîne la conclusion de (i) dans (19.5.7). Inver-

sement, si (S/y^cA est un C^-module projectif pour tout X, alors O/S2)®^0/^)
est un (G/r")-module projectif (donc plat) pour tout n', on en conclut que 3/32

est un C-module plat (Om, 10.2.2), donc projectif puisqu'il est de présentation
finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2 du th. i). D'autre part,
les C-modules S^(3/32) et gr^(B) sont de type fini, et on sait que lorsque G est
un anneau de Zariski, il revient au même de dire alors que 9^ est bijectif ou que 9^
est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 5, prop. 9), donc (ii) est équi-
valent à (ii').

19.6. Cas des algèbres sur un corps»

Théorème (19.6.1) (Gohen). — Soient k un corps, K une extension de k, k et K étant
munis des topologies discrètes. Pour que K soit une k-algèbre formellement lisse, il faut et il suffit
que K soit une extension séparable de A.

La nécessité de la condition sera établie en (19.6.5.1) (et naturellement ne sera
pas utilisée jusque-là) ; nous nous bornerons ici à prouver que la condition est suffisante.
Distinguons deux cas :

I. — K est une extension séparable de type fini de k. On sait alors (Bourbaki, Alg.,
chap. V, § 9, n° 3, th. 2) qu'il existe une sous-extension pure K'=Â;(Ti, .... TJ de K
telle que K soit une extension algébrique finie séparable de K/. Compte tenu de (19.3.5,
(ii)), on peut donc se borner, soit au cas où K^K/, soit au cas où K est algébrique
fini sur k. Dans le premier cas, on sait que A=A[Ti, . . ., TJ est une Â;-algèbre formelle-
ment lisse (19.3.3), donc il en est de même de A:(T\, . . ., TJ == S^A, où S==A—{0}
( 19.3.5, (iv) ). Dans le second cas, tous les groupes de cohomologie de Hochschild H^(K, L)
pour un (K, K)-bimodule quelconque L, sont nuls : en effet, si l'on considère la À-algèbre
produit tensoriel G==K®^K, L est un C-module à gauche et le groupe de cohomo-
logie H^(K, L) est égal à Ext^(K, L), où K est aussi considéré comme (K, K)-bimodule,
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donc comme C-module à gauche (M, IX, 4). Or, comme K est une extension finie
séparable de A, on sait que K®^K est composée directe d'extensions de A, dont l'une
est K lui-même (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 8, prop. 3) ; cela entraîne donc que K
est un C-môdule projectif, d'où notre assertion. Toute A-extension de K de noyau L est
donc A:-triviale, et a fortiori les A-extensions commutatives le sont, d'où le théorème dans
ce cas (19.4.4).

II. — Cas général. — Avec les notations de (18.4.5), il s'agit de prouver que
Hom^H^P^), L) =o pour tout K-espace vectoriel L, ce qui signifie évidemment que
I-4(P^) =o. Si K est réunion d'une famille filtrante de sous-extensions K^ de k, P^ est
limite inductive des complexes correspondants P^, puisque le foncteur lim commute
au produit tensoriel dans la catégorie des A-modules; par l'exactitude du foncteur lim
dans cette catégorie, on a donc H^P^) ==lim H^P^00). Comme l'hypothèse que K est
séparable entraîne qu'il en est de même de toute sous-extension de K et que K est
réunion des sous-extensions de type fini, la première partie de la démonstration entraîne
bien que K est une A-algèbre formellement lisse. C.Q.F.D.

Corollaire (19.6.2). — Soient A un anneau local séparé et complet, K son corps résiduel,
k un sous-corps de K tel que K soit une extension séparable de A. Alors il existe un sous-corps K/
de A contenant A, tel que la restriction à K' de U homomorphisme canonique A—»-K soit un isomor-
phisme de K' sur K.

Soit m l'idéal maximal de A. En vertu de l'hypothèse et de (19.6.1), K est une
A-algèbre formellement lisse; appliquant (19.3.10) en remplaçant G par A et 3 P^ ̂
on voit que l'automorphisme identique de K=A/m se factorise en K-^A-^A/m, ouï/est
un A-homomorphisme, donc nécessairement un A-isomorphisme de K sur un sous-corps K'
contenant A.

Corollaire (19.6.3). — Soient A un anneau local noethérien complet, m son idéal maximal,
k son corps résiduel. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A contient un sous-corps.
b) Si p est la caractéristique de k, on a j&A=o.
c) II existe un corps K tel que A soit isomorphe à un anneau quotient d'un anneau de séries

formelles B=K[[Ti, . . ., TJ].
Lorsqu'il en est ainsi, on peut supposer que A est isomorphe à B/b, où b est contenu dans le

carré de l'idéal maximal de B.
Il est immédiat que c ) implique a), car A est 4=0 puisque c'est un anneau local;

comme K est un corps et que l'homomorphisme composé K->B-^A (où 9 est l'injection
canonique) n'est pas nul, il est injectif. Pour voir que a) entraîne b ) , il suffit de remarquer
que si K est un sous-corps de A, K est isomorphe à un sous-corps de A et a par suite
même caractéristique p\ comme p . 1=0 dans K, donc dans A, on a pA==o. Récipro-
quement, b) entraîne a), car le composé des homomorphismes canoniques Z->A—^A
a pour noyau pï, et l'on a /(^Z) =o, donc Ker(^) =pZ et A contient un anneau A'
isomorphe à Z/j&Z et ne rencontrant pas m; si ^>o, A' est un corps; sinon, tout
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élément de A' étant inversible dans A, le corps des fractions de A' (isomorphe à QJ
est aussi contenu dans A.

Prouvons enfin que a) entraîne c)\ la condition a) entraîne que A contient un
sous-corps premier kç, isomorphe au sous-corps premier de k, et dont k est par suite
extension séparable. Appliquant (19.6.2), on voit d'abord qu'il existe un isomorphisme /
de k sur un sous-corps K de A. D'autre part, soit (A:,)^,^ un système d'éléments de m
tel que les classes mod. m2 des x, forment une base (sur k) de m/m2. Puisque A est complet,
il y a alors un homomorphisme continu d'anneaux u : k[[T^, . . ., TJ]->A tel que u
soit égal à/dans k et que z/(T,)=^ pour tout i et cet homomorphisme est surjectif
en vertu du choix des x, (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 9, prop. n).

Théorème (19.6.4). — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne, m son idéal
maximale K=A/m son corps résiduel, A étant muni de la topologie m-préadique. On suppose
que K soit une extension séparable de k. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est une k-algèbre formellement lisse.
b) Le complété K de K est k-isomorphe à un anneau de séries formelles K[[T\, . . ., TJ]

(dont la structure de A-algèbre est définie par l'homomorphisme composé

^K^K[[T\,...,TJ],

où ^ est l'injection canonique et cp l'homomorphisme définissant la structure d'extension
de K).

b') A est un anneau isomorphe à un anneau de séries formelles K[[Ti, ..., TJ].
c) A est un anneau local régulier.
Le fait que a) entraîne b) est le cas particulier de ( ( 19.5.4), équivalence de a) et c ) ),

appliqué en y remplaçant A par A, B par A et 3 P^ îîtî compte tenu de (19.6. i). Il est
clair que b) entraîne b ' ) et b 1 ) entraîne c ) par (17.1.1). Enfin si c ) est vérifiée, il résulte
de (17.1.1,^) et de ((19.5.4), équivalence de b) et a)), appliqué à K=A/m
remplaçant G, que A est une A-algèbre formellement lisse.

Corollaire (19.6.5). — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne, m son idéal
maximal, A étant muni de la topologie m-préadique. Supposons que A soit une k-algèbre formellement
lisse; alors A est géométriquement régulier sur k, autrement dit (cf. IV, 6.7.6)3 pour toute extension
finie k' de k. Vanneau semi-local A'=A0^' est régulier (17.3.6). En outre, si K est le corps
résiduel de A, À est isomorphe à un anneau de séries formelles K[[Ti, ..., TJ].

Comme Â'^ÂO^Â;', il résulte de (19.3.6) et de (17.1.5) (appliqué aux anneaux
locaux en les idéaux maximaux de A') qu'on peut se borner au cas où A est complet;
alors A' est une A'-algèbre formellement lisse (19.3.53 (iii)) et par ailleurs est composée
directe de A'-algèbres locales, qui sont aussi formellement lisses (19.3.5, (v)). On est
donc ramené à prouver que A est régulier. Soit k^ le sous-corps premier de k', comme k
est une extension séparable de k^, c'est une Ao-algèbre formellement lisse (19.6.1) et
en vertu de l'hypothèse, il en est de même de A (19.3.5, (ii)). Comme le corps résiduel K
de A est une extension séparable de Â:o, on peut alors appliquer (19.6.4) à A et k^,
d'où la conclusion.
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Corollaire (i9-6-5-1)- — Soient A un anneau local noethérien, k un sous-corps de A tel
que A soit une k-algèbre formellement lisse (pour sa topologie préadique). Alors tout corps K tel
que AcKcA est une extension séparable de k.

En effet, pour toute extension finie k1 de k, l'anneau K®^' s'identifie à un
sous-anneau de A'== A®^' ; comme A' est un anneau régulier, il est réduit, donc il en est
de même de K, ce qui prouve que K est une extension séparable de k (Bourbaki, Alg^
chap. VIII, § 7, n° 3, th. i).

On notera que cela démontre que la condition de l'énoncé de (19.6.1) est
nécessaire.

Remarque (19.6.5.2). — Si K est une extension non séparable de k, l'anneau de
séries formelles K[[T^, ..., TJ] n'est donc pas une A-algèbre formellement lisse (pour la
structure de A-algèbre usuelle rappelée dans (19.6.4)). D'autre part, il y a des A-algèbres
formellement lisses A qui sont des anneaux locaux noethériens complets dont le corps
résiduel K est une extension non séparable de k (par exemple les complétés des localisés de
B==A:[TI, .. ., TJ en des idéaux maximaux n tels que B/n soit une extension algébrique
finie non séparable de k) ; un tel anneau ne peut donc être k-isomorphe à K[[T^, . . ., TJ]
bien qu'il lui soit isomorphe en vertu de (19.6.5).

On peut dans certains cas préciser le corollaire (19.6.5) :
Proposition (19.6.6). — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne^ m son

idéal maximale A étant muni de la topologie m-préadique. Supposons que le corps résiduel K==A/m
de A soit tel qu^il existe une extension radicielle finie Ag de k pour laquelle le corps résiduel de U anneau
local K®^:o soit une extension séparable de k^ (nous exprimerons plus tard cette propriété
en disant que K est de multiplicité radicielle finie sur k (IV, 4.7.4) et nous verrons que
cette condition est toujours satisfaite lorsque K est une extension de type fini de A). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est une k-algèbre formellement lisse.
b) II existe une extension radicielle finie k1 de k telle que A®^Â;' soit k'-isomorphe à une

algèbre de séries formelles K/[[Ti, . . ., TJ], où K/ est une extension séparable de k ' .
b') II existe une extension finie k' de k telle que l^ anneau semi-local A®^k' ait au moins

un anneau local composant qui soit k1-isomorphe à une algèbre de séries formelles K'[[Ti, ..., TJ],
où K/ est une extension séparable de A'.

c) A est géométriquement régulier sur k (19.6.5).
Notons d'abord que si k' est une extension radicielle de A, il n'y a qu'un seul

idéal de A'==A®^Â:' au-dessus de m, formé des éléments dont une puissance p^-ième
(p exposant caractéristique de k) est dans m pour un h convenable (Bourbaki, Alg. comm.y
chap. V, § 2, n° 3, lemme 4) ; A' est donc un anneau local, et il en est de même de
K®^'== (A®^;')/(m®^Â:') ; en outre les corps résiduels de ces deux anneaux sont identiques.
Rappelons d'autre part que si K est une extension séparable de A, alors, pour toute
extension finie k" de A, K®^' est composé direct de corps (Bourbaki, Alg.y chap. VIII,
§ 7, n° 3, cor. i du th. i), et par suite m®^" est le radical de A®^Â;", et les corps
composants de K®^A" sont les corps résiduels aux idéaux maximaux de A®^/;"; en
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outre, ces corps sont des extensions séparables de k" puisque pour toute extension k^
de k " , K^i^K®^)®^ est sans radical (loc. cit., th. i). Si l'on applique ces
remarques au corps K de multiplicité radicielle finie sur A, on voit que pour toute extension
finie k" de k^, (K®^')^ est séparable sur k " .

Passons à la démonstration de (19.6.6). Il est trivial que b) implique b ' ) . Montrons
que b ' ) entraîne a ) . Si l'on pose B'^K'I^Ti, . .., TJ], l'hypothèse que K' est séparable
sur k ' entraîne, par les remarques du début, que pour toute extension finie k" de k ' ,
les composants de l'anneau semi-local complet B'®^" (égal à l'anneau de séries
formelles (K'^k'^T^ ..., TJ]) sont les anneaux K;'[[Ti, ..., TJ], où les K," sont
les corps composants de K7®^". Gomme les composants locaux de B'O^A" sont aussi
des composants locaux de A®^k"== (Â®^;')®^", on voit que l'hypothèse b ' } est encore
vérifiée lorsqu'on remplace A' par une quelconque de ses extensions finies. En particulier,
on peut supposer que k ' est quasi-galoisienne, donc extension galoisienne d'une extension
radicielle k'^ de k; A^ÂO^A;' peut alors s'écrire A^®^', où AQ=A®^Q est un anneau
local complet. On sait alors (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 8, prop. 4) que A' est composé
direct d'anneaux locaux isomorphes à AQ en tant que Â;o-algèbres. Or, un de ces anneaux
est par hypothèse A'-isomorphe à un anneau de séries formelles K/[[Ti, . .., TJ], où K'
est une extension séparable de k\ donc aussi une extension séparable de k^ compte tenu
de (19.6.4), AQ est donc une ̂ -algèbre formellement lisse. Mais comme k'Q est un A-module
fidèlement plat, projectifet de type fini, on conclut de (19.4.7) que À est une A-algèbre
formellement lisse.

On a déjà vu (19.6.5) que a) implique c ) ; il reste donc à vérifier que c ) implique b).
Or, si c ) est vérifié, alors, pour toute extension radicielle finie k' de k contenant k^,
AOOfcA' est un anneau local régulier, dont le corps résiduel K' est une extension séparable
de A'; il résulte donc de (19.6.4) que son complété A®^k' est A'-isomorphe à un anneau
de séries formelles K'[[Ti, .... TJ].

Remarques (19.6.7). — (i) On notera que l'hypothèse que K est de multiplicité
radicielle finie sur A; n'a été utilisée que dans la démonstration de l'implication b ' } => a).

(il) Nous prouverons plus tard (22.5.8) que a) et c ) sont équivalentes, sans
hypothèse sur l'extension K de A.

19.7. Cas des homomorphismes locaux; théorèmes d'existence et d'unicité.

Dans ce numéro, lorsqu'un anneau semi-local est considéré comme un anneau
topologique, il est toujours sous-entendu qu'il s'agit de sa topologie t-préadique, où r est son
radical. Tout homomorphisme local d'anneaux locaux est donc automatiquement continu.

Théorème (19.7.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m, n leurs idéaux
maximaux respectifs, k == A/m le corps résiduel de A', on suppose A et B munis respectivement des
topologies m-préadique et n-préadique. Soit cp : A—^B un homomorphisme local, et posons BQ== BO^Â;.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algèbre formellement lisse.
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b) B est un A-module plat et \ == B/mB (muni de la topologie quotient) est une k-algèbre
formellement lisse.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.
(19.7.1.1) Démontrons d'abord que b) entraîne a ) , nous allons appliquer le

critère (19.4.7), avec 3== m; en vertu de la seconde hypothèse dans b ) , tout revient
à montrer que B est un A-module formellement projectif. L'hypothèse entraîne que pour
tout h>o,B|mîlB est un (A/m^)-module plat (Om, 10.2.1); comme les m" forment
un système fondamental de voisinages de o dans A et que (B/m^B^^^Bo, on peut
remplacer A et B par A/m^ et B/m^B respectivement, et par suite supposer A artimon
(donc discret). Gomme Bç est une Â-algèbre formellement lisse, c'est un anneau
régulier (19.6.5); soit (^)i^^ un système régulier de paramètres pour Bç (17.1.6),
et pour tout i, soit ^eB tel que x°, soit son image dans Bo=B/mB; comme les x°,

n

engendrent l'idéal maximal no=n/mB de Bo, les idéaux S^= S (x^Bo (pour w>o)
forment un système fondamental de voisinages de o dans Bg, car fi^ est évidemment

n

contenu dans n?, et d'autre part contient n^. Posons 3^== S x^B pour tout m>o;
il est clair que n==3i+mB; comme il existe un h>o tel que mh=o, on a n^cg^-^Cn^"^
pour m>h, et comme on a vu que 3^3 y, on voit que les ̂  forment un système
fondamental de voisinages de o dans B. Tout revient par suite à prouver que les B/y
sont des A-modules libres, et il revient au même de voir que ce sont des A-modules plats
(Oui, 10.1.3). Or, l'hypothèse que (^°) est une suite Bo-régulière d'éléments de l'idéal
maximal de Bo entraîne la même propriété pour la suite des {x^ (i^i^n) pour tout m> o
(15. i .20) ; la conclusion résulte donc de (15. i. 16, b) et c}).

Lemme (19.7.1.2). — Soient A un anneau topologique, B, C deux A-algèbres topologiques
qui sont des anneaux locaux noethériens. On suppose en outre que G est complet et que le corps résiduel
B/m de B est un A-module de type fini. Soit E le produit tensoriel complété Bd^C. Alors :

(i) E est un anneau semi-local noethérien complet.
(ii) U idéal mE est contenu dans le radical de E, et pour tout A>o, E/m^E est isomorphe

à (B/m^^C-
(iii) Si C est un A-module plat, E est un B-module plat.
Par définition, E est le séparé complété du produit tensoriel B®^C pour la topo-

logie définie par les idéaux ImÇm'^G)+Im(B®^nQ (Oi,7.7.5) . Si l'on pose
t=Im(m®AC)+ Im(B0An)5 on a r^cIm^^A^+^B^A^)^ donc E est aussi
le séparé complété de B®^C pour la topologie r-préadique. Par hypothèse,
(B^C^r^B/m^AWn) est un (C/n)-module de type fini, donc un anneau artinien;
en outre, r/r2, étant un quotient de ((m/m2) ®^C) © (B®^ (n/n2)), est un (B®^ G)-module
de type fini; appliquant (Oi, 7 .2. n), on voit donc que E est un anneau noethérien; en
outre, E/rE, isomorphe à (B®^G)/r, étant artinien, E est semi-local. Notons maintenant
que E, qui est isomorphe à Hm((B/mQ®^(C/nO), est aussi isomorphe, par le théorème

»,?"» /
de la double limite projective, à limÇlim^B/mQ^GMO)); m^ lim^B/m1)®^/^))

i j j
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est le séparé complété de (B/Tn')®^? et comme G est complet, ce n'est autre que
(B/mQ^C lui-même, B/rtf étant un A-module de type fini puisque m/m1 est un
(B/m) -module de type fini (0;, 7.3.6). On a donc E^^iïn^B/mO^C:). Pour tout

i

entier h>o, m^E, étant un idéal de E, est fermé dans E (O;, 7.3.5), donc complet, et
d'autre part il est évidemment dense dans lim^mÇm^/m^')®^))? donc ég^ à cette

i

dernière limite projective. En outre, tous les systèmes projectifs considérés sont définis
par des homomorphismes surjectifs, il résulte donc de (Oju, 13.2.2) que E/m^E est
isomorphe à (B/m^)®^^ (B®^)/!111^^0)- En particulier comme ImÇm^C) Cr,
cela montre que mE est contenu dans rE, donc dans le radical de E. Enfin, l'hypothèse
que G est un A-module plat entraîne que (B/ntfc)®^G=E/TnfcE est un (B/m^)-module
plat pour tout A>o : comme B et E sont noethériens et que mE est contenu dans le
radical de E, il résulte de (Om, 10.2.2) que E est un B-module plat.

Lemme (19.7.1.3). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, k son
corps résiduel, B() une k-algèbre; on suppose que B() est un anneau local noethérien, complet et régulier.
Alors il existe une A-algèbre topologique B qui est un anneau local noethérien complet, un A-module
plat, et tel que \ soit k-isomorphe à B®^=B/mB.

Comme À est plat sur A et a même corps résiduel, on peut se borner au cas où A
est complet.

Soit K le corps résiduel de Bo, et distinguons deux cas :
I) K est une extension séparable de A. En vertu de (19.6.4), BQ est Â-isomorphe

à un anneau de séries formelles K[[Ti, . . ., TJ]. Lorsque BQ=K, le lemme a déjà
été démontré (Om, 10.3.1); soit G un anneau local noethérien complet qui est un
A-module plat et tel que C®Jc soit isomorphe à K. Pour n^î, il suffit de prendre
(avec la notation précédente) B=G[[Ti, ...,TJ]; on sait en effet (Bourbaki, Alg,
comm., chap. III, § 3, n° 4, cor. 3 du th. i) que B est un C-module plat, donc aussi un
A-module plat, et d'autre part, il est immédiat que C[[Ti, ..., TJ]®^ est isomorphe
à (C/mC)[[T,, ...,TJ]=Bo.

II) K est de caractéristique p>o, et par suite il en est de même de k. Notons P le
corps premier Vy, et W(P) l'anneau local complet des nombres ^-adiques Zy, qui est
un anneau de valuation discrète (donc régulier), et a P pour corps résiduel. Montrons
d'abord qu'il existe un homomorphisme continu d'anneaux W(P)->A faisant donc
de A une W(P) -algèbre topologique. En effet, si j : Z->A est l'homomorphisme canonique,
ona^Z)Cm par hypothèse, d'où j~1 (m) ==^Z, et par suite j se factorise en Z->Zpz->A,
où/est un homomorphisme local, donc continu, qui (puisque A est complet) se prolonge
par continuité en l'homomorphisme W(P)-^A cherché.

Comme k est extension séparable de P, le cas I) montre qu'il y a un homomor-
phisme local W(P)-^W(A;), où W(A) est un anneau local noethérien complet et un
W(P)-module plat, tel que W(A;)®W(P)P solt isomorphe à k. D'ailleurs, comme l'unifor-
misante p de W(P) est un élément W {k) -régulier par platitude (Oi, 6.3.4) et comme
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V^f{k)lpW(k)==k, pW(k) est l'idéal maximal de W(Â:), ce qui entraîne que ce dernier
anneau est un anneau de valuation discrète complet (Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § 3, n° 5,
prop. 9). Par (19.7.1.1) on voit en outre (puisque k est séparable sur P, donc une
P-algèbre formellement lisse (19.6. i)) que W(A) est une W(P) -algèbre formellement lisse.
Le W(P)-homomorphisme continu Vf{k)->k se factorise donc en W(k)-^A->k (19.3.11),
ce qui permet de considérer A comme une W (A)-algèbre topologique. Appliquant main-
tenant le cas I) à B() considéré comme P-algèbre et à W(P), on voit qu'il existe une
W(P)-algèbre Bp qui est un anneau local noethérien complet, un W(P)-module plat,
et telle que Bp®^p)P soit P-isomorphe à B^. Utilisant de nouveau le fait que W(Â:)
est une W(P)-algèbre formellement lisse, on voit par (19.3.11) que Phomomorphisme
composé W(Â;)-^-^Bo se factorise en W(Â;)->Bp-^Bo$ en outre, comme Â;=W(Â;)/J&W(A),
on a Bp®w(fc)Â;=Bp/^Bp=Bp0w(P)p=Bo• Montrons que Bp est un W (A) -module plat;
comme W(Â;) est un anneau de valuation discrète dont p est l'uniformisante, il suffit de
vérifier que Bp est un W (A:)-module sans torsion (Oj, 6.3.4), ou encore que p est un
élément Bp-régulier, ce qui résulte de ce que Bp est un W(P)-module plat (O;, 6.3.4).

Posons maintenant
B=Bpd 'W{k)A

et notons que le corps résiduel de A étant égal à celui de W(A:), est a fortiori un W(A;)-
module de type fini. Il résulte donc tout d'abord de (19.7.1.2) que B est un anneau
semi-local noethérien complet, mB étant contenu dans le radical de B; en outre B/mB
est A-isomorphe à Bp^^^^^Bo? donc B est en fait un anneau local. Comme Bp est un
W(A;)-module plat, (19.7.1.2) montre enfin que B est un A-module plat. C.Q.F.D.

Lemme (19.7.1.4). — Soient A un anneau, 3 un idéal de A, M, N deux A-modules
séparés pour la topologie ^-préadique. On suppose en outre que N est complet pour la topologie
^-préadique et que M soit un A-module plat. Soit u : N—^M un A-homomorphisme; si
u®\ : N®^(A/3) -> M€^(A/3) est bijectif, alors u est bijectif.

Les modules gradués associés étant pris relatifs aux filtrations 3-préadiques, il
résulte des hypothèses sur M et N relativement aux topologies 3-préadiques qu'il suffit
de prouver que gr(z/) : gr.(N)-^gr.(M) est bijectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 8, cor. 3 du th. i). Or, on a un diagramme commutatif

ro(M)®lgro(N)OO^gr.(A) -?ro(^ gro(M)®^gr.(A)

ÇN

gr.(N)
gr(u)

gr.(M)
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où Aç==A/3==gio(A), et 9^ et 9^ sont ^es applications canoniques (Om, 10.1.1.2).
Par hypothèse, gio(^) est bijectif ainsi que 9^ (uni? 10.2.1), et 9^ est surjectif; on en
déduit d'abord que gr^z/)®! est bijectif, puis que 9^ est mjectif, donc bijectif, et enfin
que gr(u) est bijectif.

Lemme (19.7.1.5). — Soient A un anneau noethérien^ 3 un îû^ de A, B, B' ûfcî^
A-algèbres qui sont des anneaux locaux noethérienSy les homomorphismes A—>-B, A-^B' étant continus
pour la topologie ^-préadique sur A. On suppose que : i° B et B' sont complets pour les topologies
^-préadiques; 2° B est une A-algèbre formellement lisse; 3° B' est un A-module plat. Posons
Ao==A/3, et soit UQ : B®^AQ -> B'®^AO un ÂQ-isomorphisme; alors il existe un A-isomorphisme
u : B—»-B' tel que UQ^U®! (ce qui entraîne que B' est une A-algèbre formellement lisse et B
un A-module plat).

Posons B()=B®^AO, BO=B'®^A(). Notons que si m et m' sont les idéaux maximaux
de B et B', les topologies 3-préadiques sur B et B' sont séparées puisque 3Bcm et
^B'cm'; en outre, comme 3B' est fermé dans B' pour la topologie 3-préadique,
l'homomorphisme composé B-^B^BQ, qui est continu pour les topologies ^rpréadiques,
se factorise en B-^B'-^B^, où u est un A-homomorphisme continu (19.3.10). On a
évidemment UQ==U®Î, et l'hypothèse que UQ est bijectif entraîne qu'il en est de même
de u en vertu de (19.7.1.4).

(19.7.1.6) Fin de la démonstration. — Pour achever de prouver (19.7.1), il faut
montrer que a) entraîne b) ; on sait déjà que a) entraîne que Bo est une A-algèbre formel-
lement lisse (19.3.5, (iii))? donc tout revient à prouver que B est un A-module plat.
Il revient au même d'établir que Ê est un À-module plat (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 5, n° 4, prop. 4), et l'on sait que Ê est une Â-algèbre formellement lisse (19.3.6); on
peut donc se borner au cas où A et B sont complets. Gomme Bo est une A-algèbre formel-
lement lisse, c'est un anneau régulier (19.6.5) et complet (Oi, 6.3.5); appliquant
(19.7.1.3)5 on voit qu'il existe une A-algèbre B' qui est un anneau local noethérien
complet et un A-module plat, un homomorphisme local A-^B' et un A-isomorphisme
BO^B^B'®^. Il suffit alors d'appliquer (19.7.1.5) en prenant pour 3 l'idéal
maximal de A, pour obtenir que B est A-isomorphe à B', donc est un A-module
plat. C.Q.F.D.

Théorème (19.7.2). — Soient A un anneau local noethérien^ 3 un idéal contenu dans
V idéal maximal de A, Ao=A/3? Bo un anneau local noethérien complet^ AQ—^BO un homomorphisme
local faisant de B() une A^-algèbre formellement lisse. Alors il existe un anneau local noethérien
complet B, un homomorphisme local A->B faisant de B un A-module plat, et un Ao-isomorphisme
u : B®^A(j2^Bo. Si (B', u') est un couple satisfaisant aux mêmes conditions que (B, ^), il existe
un A-isomorphisme v : BC^B' rendant commutatif le diagramme

BOO.Ao ̂  B^Ao

Bo
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Soit m l'idéal maximal de A, de sorte que mo==m/3 est l'idéal maximal de Ao,
A et \ ayant le même corps résiduel k. Posons Boo= B()®^Â:; comme BçQ est une A-algèbre
formellement lisse (19.3.5, (iii)), c'est un anneau local régulier (19.6.5); en appli-
quant (19.7.1.3), on voit qu'il existe une A-algèbre topologique B qui est un anneau
local noethérien complet, un A-module plat, et pour laquelle on a un A-isomorphisme
UQQ : B^À^BOO. Notons qu'en vertu de (19.7. i), B est une A-algèbre formellement lisse,
donc B®^Ao=B/3B est une Aç-algèbre formellement lisse (19.3.5, (iii)) et un anneau
local noethérien complet; en outre, Bo est un Aç-module plat en vertu de l'hypothèse
et de (19.7.1); comme on a un Â:-isomorphisme UQQ : 1à®^k== (B®^A()) (S^A^Bo®^' == Boç,
on déduit de (19.7. i .5), appliqué en y remplaçant A par \ et 3 par mç, qu'il existe
un Ap-isomorphisme u : B^Ao^Bg tel que UQQ==U®I. Quant à l'assertion d'unicité,
notons que les idéaux ^B (resp. ^B') sont fermés dans B (resp. B') (Oi, 7.3.5), donc B
et B7 sont séparés et complets pour les topologies 3-préadiques (Bourbaki, Top. gén,,
chap. III, 3e éd., § 3, n° 5, cor. 2 de la prop. 9) ; on a par hypothèse un Aç-isomorphisme
VQ : BO^AO^B'CX^AO tel que u'ov^u, comme B est une A-algèbre formellement lisse
et B' un A-module plat, on peut appliquer (19.7.1.5), d'où l'existence du A-isomor-
phisme v répondant à la question.

Remarques (19.7.3). — (i) On notera que l'assertion d'unicité dans (19.7.2) est
encore valable si l'on suppose seulement que B et B' sont complets pour les topologies
^-préadiques. Nous ignorons si l'on peut améliorer de même l'assertion d'existence,
autrement dit si l'on peut se dispenser de supposer l'anneau local Bg complet (pour sa topo-
logie îto-préadique, en désignant par riç son idéal maximal) en exigeant seulement que B
soit complet pour la fopologie ^-préadique. Lorsque Aç est complet pour la topologie m-préa-
dique, on peut voir que ce problème revient au suivant : si Bo est un anneau local
noethérien régulier (non nécessairement complet) contenant le corps premier Fy== Z/pZ,
existe-t-il pour tout n> i une (Z/j^Z) -algèbre plate B telle que B/^B soit isomorphe à Bo?

(ii) On notera qu'en général, l'isomorphisme v dont l'existence est affirmée dans
(19.7.2) n'est pas unique (cf. (19.8.7)).

19.8. Algèbres de Cohen et p-anneaux de Cohen; application à la structure
des anneaux locaux complets.

Les résultats de cette section sont des applications immédiates des théorèmes
de (19.7), mais méritent d'être explicités en raison de leur importance pratique.

Définition (19.8.1). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, m l'idéal maximal
de A, ^==A/m son corps résiduel, 9 : A->B un homomorphisme local, faisant de "Ë une A-algèbre.
On dit que B est une A-algèbre de Cohen si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) B est un anneau complet,
(ii) B est un A-module plat,
(iii) B®^Â: est un corps (autrement dit, mB est l'idéal maximal de B) qui est une

extension séparable de k.
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Théorème (19.8.2). — Soient A un anneau local noethérien^ k son corps résiduel.
(i) Si B est une A-algèbre de Cohen, B est une A-algèbre formellement lisse. Pour tout anneau

local noethérien complet G, tout homomorphisme local A->C et tout idéal 3+C dans G, tout

A-homomorphisme B->C/3 se factorise donc en B-^C—^G/3, où v est un A-homomorphisme
(nécessairement local).

(ii) Pour tout corps K, extension séparable de k, il existe une A-algèbre de Cohen B telle
que B®^Â: soit k-isomorphe à K, et une telle A-algèbre est unique à isomorphisme près.

Comme K est une À-algèbre formellement lisse (19.6.1), l'assertion (i) résulte
de (19.7. i). Pour prouver (ii), on peut se borner au cas où A est complet^ car il revient
au même de dire que B est un A-module plat ou un A-module plat (Oju, 10.2.3), on
a TnB==mAB et k est le corps résiduel de A. Il suffit alors d'appliquer (19.7.2) en prenant
3= m et BQ==K (et utilisant (19.6.1)).

Définition (19.8.3). — On appelle anneau local premier un anneau local de la forme Z ^,
où pTL est un idéal premier de Z. On appelle anneau local complet premier le complété d^un anneau
local premier.

Les anneaux locaux premiers sont donc de deux sortes :
i° Ceux qui correspondent aux idéaux maximaux pTL où p ^ o est un nombre

premier; Z^ est un anneau de valuation discrète, dont le complété est Vanneau des entiers
p-adiques noté d'ordinaire îy (1).

2° Pour l'idéal premier ^Z==(o), Z^ est le corps des nombres rationnels Q^,
identique à son complété (la topologie étant naturellement la topologie d'anneau local
noethérien, donc ici la topologie discrète).

La terminologie de (19.8.3), analogue à celle des « corps premiers », se justifie
de la même manière : pour tout anneau local A, considérons l'homomorphisme canonique
cp : Z-^A, et soit pî l'image réciproque par cet homomorphisme de l'idéal maximal m
de A; pî est un idéal premier de Z et l'homomorphisme précédent se factorise donc en
Z->Z z—»-A; d'ailleurs, comme 9 est Yunique homomorphisme de Z dans A, p et ^ sont
déterminés de façon unique. Autrement dit, pour tout anneau local A, il y a un unique
homomorphisme ^ : P—^A, où P est un anneau local premier; si en outre A est séparé et
complet, on peut prolonger par complétion cet homomorphisme, et il y a donc un unique
homomorphisme ^ : P->A, où P est un anneau local complet premier. D'ailleurs, par
passage aux quotients, ^ donne un homomorphisme du corps résiduel F si p^>o (resp. Q^
si p--=o) dans le corps résiduel k de A, et p est donc la caractéristique de k.

Si l'on prend en particulier pour A un anneau local premier (resp. complet
premier), on voit qu'il n'existe dans un tel anneau qu'^z seul endomorphisme, savoir
l'identité.

(1) Cette notation, actuellement universellement utilisée, est dans ce cas en conflit avec la notation A/
adoptée dans (Oi, 1.2.3) : avec A=Z et f=p, A^ signifie en effet l'anneau des nombres rationnels de la
forme k^ {k çZ, n entier ^ o) ; nous éviterons toujours d'utiliser la notation Zy pour désigner ce dernier anneau.
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Définition (19.8.4). — Soient A un anneau local, P-^A l'unique homomorphisme d'un
anneau local premier P dans A, p la caractéristique des corps résiduels de P et A. On dit que A est
un anneau de Cohen si c'est une V-algèbre de Cohen, c'est-à-dire (19.8.1) si :

i° A est noethérien et complet.
2° A est un î-module plat (ce qui revient aussi à dire que A est un P-module plat

(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 5, n° 4, prop. 4)).
3° AfpA est un corps (nécessairement séparable sur le corps résiduel de P, ce corps

étant premier).
Si p=o, ces conditions équivalent à dire que A est un corps de caractéristique o.

Si j&>o, on a nécessairement pA^o; la condition 3° signifie quej&A est Y idéal maximal m
de A; la condition 2° signifie q\ie p est A-régulier, puisque P est un anneau de valuation
discrète (Oj, 6.3.4). Donc A est un anneau régulier (17.1.1, d)) de dimension i, et par
suite un anneau de valuation discrète, complet en vertu de i°; en résumé :

Proposition (19.8.5). — Les anneaux de Cohen sont les corps de caractéristique o et les
anneaux de valuation discrète complets, dont le corps résiduel a une caractéristique p>o, et dont
l'idéal maximal est engendré par p.î (i étant l'unité de l'anneau).

On notera que dans le second cas, p. i 4= o puisque p est A-régulier, donc on
peut identifier p . î à l'entier p , l'homomorphisme canonique Z->A est injectif,
et on identifie p . i à l'élément p de Zy ; on dit dans ce cas que A est un p-anneau
de Cohen.

Théorème (19.8.6) (Cohen). — (i) Soient W un anneau de Cohen, G un anneau local
noethérien complet, 3 un idéal de G distinct de G. Alors tout homomorphisme local u : W->C/3

se factorise en W-^C-^C/3 où v est un homomorphisme local.
(il) Soit K un corps. Il existe un anneau de Cohen W dont le corps résiduel est isomorphe

à K. Si W est un second anneau de Cohen, K' son corps résiduel, tout isomorphisme u : K^K/
provient par passage aux quotients d'un isomorphisme v : W^?W.

Gela n'est autre que (19.8.2) appliqué au cas où A est un anneau local premier.
Remarques (19.8.7). — (i) Lorsque K est de caractéristique o, la partie (ii) de

(19.8.6) devient triviale.
(ii) L'homomorphisme v de (19.8.65 (i)) n'est pas nécessairement déterminé de façon

unique par u, comme le montre déjà le cas où W est un corps de caractéristique o, ^=0
et u est un isomorphisme (cf. (21.5.5)). De même, dans (19.8.6, (ii)) l'isomorphisme v
n'est pas nécessairement déterminé de façon unique par u (cf. (21.5.5)).

Toutefois, lorsque K est parfait et de caractéristique p>o, on verra (21.5.5)
que dans (19.8.6, (ii)) l'isomorphisme v est unique. On verra aussi plus tard que dans
ce cas W s'identifie à l'anneau Woo(K) des vecteurs de Witt de longueur infinie sur K.

(iii) Dans (19.8.6, (i) ), on peut affaiblir les hypothèses sur G en utilisant (19.3.10)
et (19.3.12).

Théorème (19.8.8) (Cohen). — Soient A un anneau local noethérien complet, k son corps
résiduel.
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(i) // existe un anneau de Cohen W tel que A soit isomorphe à un anneau quotient d^un anneau
de séries formelles W[[Ti, .. .3 TyJ] {et en particulier A est isomorphe à un quotient d^un anneau
local régulier complet (17.3.8)). Si A contient un corps, il est isomorphe à un anneau quotient
de Â[[Ti,...,TJ].

(ii) Supposons en outre A intègre. Alors il existe un sous-anneau B de A, tel que : i° B est
isomorphe à un anneau de séries formelles sur un anneau G qui est un corps ou un anneau de Cohen
{ce qui entraîne que B est un anneau local régulier et complet ( I7 .3.8)) ;20Bâ r même corps résiduel
que A et l^ injection B-^A est un homomorphisme local; 3° A est une ^-algèbre finie.

Soit m l'idéal maximal de A. Il existe un anneau de Cohen W dont le corps résiduel
est isomorphe à k (19.8.6, (ii)); on a donc un homomorphisme local W->A/m, qui
par suite se factorise en W-^A-^A/m, où u est un homomorphisme local (19.8.6, (i)).
Pour toute famille finie (^)i^^n d'éléments de m, il existe alors un homomorphisme
local v : W[[Ti, . .., TJ]->A prolongeant u et tel que y(T,)=^ pour tout i (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 4, n° 5, prop. 6). Lorsque A contient un corps, il contient un
corps premier P, dont k est une extension (nécessairement séparable), et par suite A
contient un corps isomorphe à k (19.6.2); on peut alors remplacer W par k dans la
définition précédente de y.

(i) Prenons d'abord pour les ^ un système de générateurs de m. Gomme W a
même corps résiduel que A, et que les classes des ̂  dans l'anneau gradué gr.(A) engendrent
gr.(A) en tant que A-algèbre, gr{v) : gr.(W[[T\, . . ., TJ]) -> gr.(A) est surjectif; on en
déduit que v est lui-même surjectif (Bourbaki, Alg. comm.y chap. III, § 2, n° 8, cor. 2
du th. i). Rappelons que le cas où A contient un corps a déjà été vu et ne figure ici
que pour mémoire (19.6.3).

(ii) Si A contient un corps, il contient un corps k ' isomorphe à k comme on l'a vu;
on considère alors un système de paramètres (j^,)i^,^w de A (16.3.6), on prend
B==Â;[[TI, ...,T^]] et on considère l'homomorphisme local w : B-^A qui coïncide
dans k avec un isomorphisme k->k' et qui est tel que î^(T^)==j^ pour i^j^m. Si A ne
contient pas de corps, l'unique homomorphisme Zpz—^A (19.8.3) est nécessairement
injectif (sans quoi, comme A est intègre, son noyau serait l'idéal maximal de Zyz et son
image isomorphe à un corps) ; en outre, on a alors p>o par hypothèse, Zp^ étant un corps
si p==o. L'élément p.i de A (identifié à p} est non diviseur de zéro dans A, et est
contenu dans m, donc (16.3.4 et 16.3.7) il existe une famille te)i^^m-i q^ avec p,
forme un système de paramètres de A. L'anneau de Cohen W considéré au début de
la démonstration est alors un anneau de valuation discrète de corps résiduel k, dans
lequel p engendre l'idéal maximal (19.8.5)3 et l'homomorphisme unique u : W->A
défini au début applique p sur lui-même. On prend alors B==W[[Ti, . . ., T^_j] et
on considère l'homomorphisme local w : B—^A qui coïncide avec u dans W et est tel
que w(T,)==^ pour ï^i^m—i. Dans les deux cas, si n est l'idéal maximal de B, il
est clair que nA est un idéal de définition de A; comme en outre B/n et A/m sont iso-
morphes, A est un B-module quasi-fini (Oi 3 7.4.4)3 donc un A-module de type fini puisque B
est complet et A séparé pour les topologies n-préadiques (Oi ,7 .4 . i ) . D'autre part,
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dans les deux cas, on a dim(B)=dim(A)==m; dans le premier cas, cela résulte de
(17.1.4, (iii) ) ; dans le second, on voit directement que p et les T, ( i ̂  ̂  m — i ) forment
une suite B-régulière engendrant n, ou on peut aussi utiliser le fait que ces éléments engen-
drent n et que l'on a dim(B)^dim(A) par (16.3.10). Comme A et B sont intègres,
on tire finalement de (16.3.10) que w est injectif, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (19.8.9). — Soit A un anneau local noethérien intègre complet contenant un
corps Ao; soit k le corps résiduel de A, et supposons que k soit fini sur A:o. Alors, dans la conclusion
de (19.8.8, (ii)), on peut remplacer i° et 2° parla condition queK est delà forme A:o[[Ti, .. ., TJ],
r injection canonique B->A étant un k^-homomorphisme local {pour la structure usuelle de
k^algehre de B).

En effet, en reprenant la démonstration de (19.8.8, (ii)), on définit cette fois
w : A:o[[T\, . . . ,TJ]->A comme coïncidant dans Z:o avec l'identité et appliquant T^
surj/y pour ï^j^n. L'hypothèse que k est de degré fini sur k^ entraîne encore que A
est un B-module quasi-fini, donc de type fini par (Oj, 7.4.1), et on conclut comme
dans (19.8.8).

Corollaire (19.8.10). — Soit A un anneau local artimon dont V idéal maximal m est de
carré nul; il existe alors un anneau local noethérien régulier B, d'idéal maximal n, tel que
A soit isomorphe à B/n2.

Soient K le corps résiduel A/m de A, n le rang de m/m^m sur K.
Si A contient un corps, il résulte de (19.6.3) que A est isomorphe à B/b, où
B ==K[[Ti, ..., TyJ] et b est contenu dans le carré de l'idéal maximal n de B; mais
comme long(B/n2) =^n-{-1 =long(A), on a nécessairement b==n2.

Supposons ensuite que A ne contienne pas de corps; cela entraîne que K est de
caractéristique p'>o et que j & . i = f = o dans A (19.6.3); donc p . ï est un élément de m,
et il y a par suite n—i autres éléments x^ (2^i^n) de m formant avec p . i une base
de m sur K. Soit W un anneau de Cohen dont le corps résiduel est isomorphe à K;
W est un anneau de valuation discrète dont p engendre l'idéal maximal ; on a vu dans la
démonstration de (19.8.8) qu'il y a un homomorphisme u : W-^A appliquant p sur
lui-même et qui par passage aux quotients donne l'identité sur K. On prend
B=W[[Tg, . . ., TJ] et l'on considère l'homomorphisme local w : B->A qui coïncide
avec u dans W et est tel que w(T^) ==^ pour 2^i^n. Il est clair que w est surjectif et
que son noyau b est contenu dans le carré de l'idéal maximal n==^B+BT2+ • • • +BT^
de B; comme long(B/n2)==7^+I==lo^§(A)3 on a encore b==n2.

Proposition (19.8.11). — Soient A un anneau local artinien, m son idéal maximale k son
corps résiduel. Pour que A soit isomorphe à un anneau quotient d^un anneau de Cohen, il faut et il
suffit que m soit engendré par p, i, où p est la caractéristique de k.

La condition est évidemment nécessaire (19.8.5). Pour voir qu'elle est suffi-
sante, on observe, comme au début de la démonstration de (19.8.8), qu'il existe un
anneau de Cohen W dont le corps résiduel est isomorphe à A; et un homomorphisme
local u : W->A. En outre, si l'on considère l'homomorphisme composé Z^->W-->-A
(qui est nécessairement l'unique homomorphisme de Zp^ dans A), on voit que l'image
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par u de l'élément p . î de W est l'élément p . î de A; comme l'élément p . î de W
engendre l'idéal maximal de cet anneau, on déduit aussitôt de l'hypothèse que
gr(u) : gr.(W)->gr,(A) est surjectif, et par suite il en est de même de u (Bourbaki, Alg.
comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 2 du th. i).

19.9« Algèbres relativement formellement lisses»

Définition (19.9.1). — Soient A un anneau topologique, A une A-algèbre topologique,
B une A-algèbre topologique. On dit que B est une A-algèbre formellement lisse relativement
à A si, pour toute A-algèbre topologique discrète G, et tout idéal niipotent 3 ^ G? tou^
A-homomorphisme continu UQ : B-^C/3 qui se factorise en B->C-^C/35 où u est un

A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B-^C-^C/3? où v est un A-homomorphisme
continu.

Il résulte de cette définition que si B est une A-algèbre formellement lisse, alors B
est aussi formellement lisse relativement à A, pour toute structure de A-algèbre topologique
définie sur A (autrement dit, tout homomorphisme continu d'anneaux A->A).

Proposition (19.9.2). — Soient A un anneau topologique, A une A-algèbre topologique.
(i) A est une A-algèbre formellement lisse relativement à A.
(ii) Si B est une A-algèbre formellement lisse relativement à A et G une B-algèbre formellement

lisse relativement à A, alors G est une A-algèbre formellement lisse relativement à A.
(iii) Soient B une A-algèbre formellement lisse relativement à A, A une A-algèbre topologique,

alors la A-algèbre topologique B®^A' est formellement lisse relativement à A.
(iv) Soient B une A-algèbre topologique, S (resp. T) une partie multiplicative de A (resp. B)

telle que l'image canonique de S dans B soit contenue dans T. Si B est une A-algèbre formellement
lisse relativement à A, alors T^B est une S~1 A-algèbre formellement lisse relativement à A.

n

(v) Soient B^ {i^i^n) des A-algèbres topologiques. Pour que îl B, soit une A-algèbre
i==l

formellement lisse relativement à A, il faut et il suffit que chacune des B^ le soit.
L'assertion (i) est triviale, et la démonstration des autres est étroitement calquée

sur les démonstrations de (19.3.5) ; elle est donc laissée au lecteur.
Corollaire (19.9.3). — Soient A un anneau topologique, A et B deux A-algèbres topo-

logiques. Alors la A-algèbre topologique B' = BOO^A' est une là-algèbre formellement lisse relativement
à A.

Cela résulte de (19 .9 .2 , (i) et (iii)).
Proposition (19.9.4). — Soient A un anneau topologique, A une A-algèbre topologique,

B une A-algèbre topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) B est une A-algèbre formellement lisse relativement à A.
b) B est une A-algèbre formellement lisse relativement à A.
c) Ê est une A-algèbre formellement lisse relativement à A.
d) B est une A-algèbre formellement lisse relativement à A.
On laisse encore au lecteur la démonstration, calquée sur celle de (19.3.6).
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(19.9-5) De même, Renoncé (19.3.8) est encore valable (avec la même démons-
tration) quand on y remplace « formellement lisse » par « formellement lisse relativement
à A». Si dans l'énoncé de (19.3.10) on remplace « formellement lisse» par« formellement
lisse relativement à A » la conclusion est remplacée par la suivante (la démonstration
restant essentiellement inchangée) : tout A-homomorphisme continu UQ : B->C/3 qui se
factorise en B->C->C/3, où u est un A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B-^C-^C/3,
où v est un A-homomorphisme continu.

(19.9.6) Les critères de lissité formelle (19.4.1) et (19.4.2) sont valables
lorsqu'on y remplace « formellement lisse » par « formellement lisse relativement à A »,
les démonstrations restant pratiquement inchangées.

Proposition (19.9.7). — Soient A un anneau topologique, A une A-algèbre topologique,
B une A-algèbre topologique. Supposons que pour toute A-algèbre discrète G et tout idéal 3 de G

tel que ^==0, tout A-homomorphisme continu UQ : B->C/3 qui se factorise en B—^C-^C/^
où u est un A-homomorphisme continu, se factorise aussi en B->C->C/3î où v est un
A-homomorphisme continu. Alors B est une A-algèbre formellement lisse relativement à A.

La démonstration de (19.4.3) se transcrit aussitôt.
Proposition (19.9.8). — Soient A un anneau topologique, A une A-algèbre topologique,

B une A-algèbre topologique. Pour que B soit une A-algèbre formellement lisse relativement à A,
il faut et il suffit que pour tout là-module topologique discret L, annulé par un idéal ouvert de B,
on ait (cf. 18.4.2) Exalcotop^(B, L)==o.

Avec les notations de la démonstration de (19.4.4), il suffit de noter ici que l'on
peut supposer que l'extension E^ de B^ est A-triviale; le reste de la démonstration est
alors inchangé.

Lorsque A, A et B sont des anneaux discrets, le critère (19.9.8) se réduit à

(19.9.8.1) Exalcom^ (B, L) == o pour tout B-module L ;

autrement dit, toute A-extension commutative de B par un ^-module, qui est A-triviale, est
aussi A-triviale.

19. lo. Algèbres formellement non ramifiées et algèbres formellement étales.

(19.10. i) Nous aurons aussi à utiliser deux notions voisines de la notion d'algèbre
formellement lisse.

Définition (19.10.2). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique.
On dit que B est une A-algèbre formellement non ramifiée si, pour tout A-homomorphisme
p : E->G de A-algèbres discrètes, dont le noyau est niipotent, et tout A-homomorphisme continu
u : B—^C, il existe au plus un A-homomorphisme continu v : B->E tel que u se factorise en

B->E->C. On dit que B est une A-algèbre formellement étale si elle est formellement lisse et formel-
lement non ramifiée, autrement dit, si, pour tout A-homomorphisme surjectif p : E —^ C de A-algèbres
discrètes, dont le noyau est niipotent, et pour tout A-homomorphisme continu u : B->C, il existe

un et un seul A-homomorphisme continu v : B—-E tel que u se factorise en B-^E->C.
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Exemples (19.10.3). — Nous nous bornerons aux anneaux discrets.
(i) Si rhomomorphisme structural p : A-^B est surjectif, B est une A-algèbre

formellement non ramifiée, car avec les notations de (19.10.2), rhomomorphisme composé
A-^B^E doit être rhomomorphisme structural, donc v est unique (s'il existe). Par
contre, B n'est formellement lisse que si p est bijectif.

(ii) Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A; alors B=S-1A est
une Algèbre formellement étale. En effet, soient j : A^B rhomomorphisme canonique,
p : A->E un homomorphisme d'anneaux, 3 un idéal niipotent de E, p : E->G=E/3
l'homomorphisme canonique. Si u : B->C est un A-homomorphisme, uÇsfi) est inver-
sible dans G pour seS puisque ^/i est inversible dans B; mais M (.y/i)==j& (?(.?)), et
comme 3 est niipotent, le fait que l'image de p(^) dans E/3 soit inversible entraîne
que p(^) lui-même est inversible dans E (Oi, 7. i. 12) ; on en conclut que p se factorise
d'une seule manière en A-^B-^E, et l'on a évidemment uoj={pov)oj, d'où u=pov,
ce qui prouve notre assertion.

(iii) Une extension finie séparable k' d'un corps k est une A-algèbre formellement
lisse (19.6.1); nous verrons plus loin que pour qu'une extension de type fini K d'un corps k
soit une A-algèbre formellement étale, il faut et il suffit qu'elle soit formellement non
ramifiée, et cela équivaut aussi au fait que K est une extension finie et séparable
de k (21.7.4).

(iv) Une algèbre de polynômes A[XJaei sur un anneau A ^formellement lisse
sur A (19.3.3) mais non formellement étale si I n'est pas vide, comme il résulte aussitôt
des définitions.

Remarque (19.10.4). — Le même raisonnement que dans (19.4.3) montre que
pour vérifier qu'une A-algèbre topologique B est formellement non ramifiée, on peut,
dans la définition (19.10.2), se borner au cas où le noyau de p : E->G est de carré nul',
on peut en outre se borner au cas où z/(B) Cp(E) (sans quoi il n'y a aucun v factorisant u)
et en remplaçant G par ^(B) et E par ^"^(B)), supposer u et p surjectif s.

§ 20. DÉRIVATIONS ET DIFFÉRENTIELLES

Les notions introduites dans ce paragraphe seront reprises sous forme géométrique
au chapitre IV, § 16, et joueront un rôle important dans l'étude des préschémas. Leur
importance dans ce chapitre tient d'abord à leurs relations avec la notion d'algèbre
formellement lisse, et notamment aux théorèmes (20.4.9), (20.5.7) et (20.5.12), qui
seront traduits en langage géométrique dans le paragraphe du chapitre IV consacré
aux morphismes lisses, et sont d'un usage constant dans les applications. D'autre part,
les notions différentielles serviront à démontrer au § 22 d'importants critères de régularité
qui joueront un rôle essentiel dans l'étude approfondie des anneaux locaux noethériens
faite au § 7 du chapitre IV.
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20 . i. Dérivations et extensions d'algèbres.

Proposition (20.1.1). — Soient A un anneau (non nécessairement commutatif),
B, E, G des A-anneaux, p : E->G un A-homomorphisme dont le noyau fi est de carré nul, u : B->C
un A-homomorphisme. Supposons qu'il existe un A-homomorphisme VQ : B-^E tel que u se factorise

en B-^E—^C. Alors V'ensemble des A-homomorphismes v : B->E tels que u==pov est identique
à l'ensemble des applications VQ+'D, où D : B-^fi est une application vérifiant les deux conditions
suivantes :

(i) D est un homomorphisme de A-bimodules.
(ii) Quels que soient f, g dans B, on a

(20.1 .1 .1) D(^)=/.D(^)+D(/)^.

Dire que p{v(f))=p{vo(f)) pour/eB signifie que D(/)=y(/)—^(/) appartient
à fi; si l'on écrit que v{fg)==v(f)v{g), on obtient la relation (20. i. i. i), fi étant de carré
nul, et la condition (i) résulte de ce que v et Vç sont des A-homomorphismes.

Si p : A—^B est Fhomomorphisme structural, on tire de (20.1.1.1) que l'on a
D(p(fll/)=p(û)D(/)+D(p(a))/ pour tout aeA; mais on doit avoir D(p(a)/)=p(a)D(/)
d'après (i), donc, en faisant /=i, il vient

D(p(û))==o pour ûeA;

réciproquement, si D est nulle dans p(A) et vérifie (20.1.1.1), elle vérifie aussi (i).

Définition (20.1.2). — Étant donnés un A-anneau B et un 'K-bimodule L, on appelle
A-dérivation de B dans L une application D : B->L vérifiant les conditions (i) et (ii) ûfe (20. i. i).

Il résulte de (20.1.1.1) que le noyau d'une A-dérivation D : B-^L est un sous-
A-anneau de B.

On appelle parfois dérivation de B dans L une Z-dérivation, c'est-à-dire une appli-
cation additive de B dans L vérifiant (20.1.1.1); on a donc D(i)==o pour une telle
application. Si B est une algèbre sur un corps premier P, toute Z-dérivation de B est une
f-dérivation : c'est évident d'après ce qui précède si P est de caractéristique >o, et dans
le cas contraire, la relation n.n~^=\ pour nei donne

nDÇn-^^o

donc D(y^~ l)==o puisque P est de caractéristique o.
Il résulte aussitôt de la définition (20.1.2) que si D, D' sont deux A-dérivations

de B dans L, il en est de même de D—D'. Autrement dit, l'ensemble des A-dérivations
de B dans L est muni d'une structure de groupe additif; on note ce groupe Dér^(B, L).
Si A est commutatif, B une A-algèbre commutative, et L un là-module^ alors, pour toute
A-dérivation D de B dans L et tout aeA, aD est encore une A-dérivation de B dans L,
autrement dit Dér^(B, L) est alors muni d'une structure de A-module.
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La prop. (20.1.1) s'interprète de la façon suivante :
Corollaire (20.1.3). — Étant donnés deux A-homomorphismes de A-anneaux p : E->C,

u : B->C dont le premier a un noyau fi de carré nul, l'ensemble des A-homomorphismes v : B-^E
tels que u==pov est vide ou est un espace homogène principal pour le groupe Dér^(B, fl).

En particulier :
Corollaire (20.1.4). — Soient A un anneau, G un A-anneau, L un C-bimodule, E une

A-extension de G par L, p : E-^C l'augmentation. L'application qui, à toute dérivation
DeDér^(C, L), associe l'application x->x-[-'D{p{x)) est un isomorphisme du groupe Dér^(C, L)
sur le groupe des A-équivalences de E sur elle-même.

Appliquons (20.1.1) pour B=E,yo==iE : l'ensemble des A-homomorphismes
v : E->E tels que pov==p est identique à l'ensemble des applications y=iE+D', où
D'eDér^(E, L). Dire qu'un tel A-homomorphisme v est une A-équivalence équivaut
à dire que v se réduit à l'injection canonique dans L, ou encore que D'Çx) =o dans L;
mais cela signifie aussi que D' se factorise en E—»-G->L, où D est une A-dérivation.
D'où le corollaire.

Pour les extensions triviales, (20.1.3) donne :
Corollaire (20.1.5). — Soient A un anneau, B, G deux A-anneaux, L un C-bimodule,

u : B—^C un A-homomorphisme; l'application qui, à toute dérivation DeDér^(B, L), associe
l'application a : x->{u{x), D(^)) est une bijection sur l'ensemble des A-homomorphismes

v : B-^Dç(L) (cf. 18.2.3) tels que u se factorise en B->Dc(L)-^C.
Plus particulièrement :
Corollaire (20.1.6). — Soient A un anneau, B un A-anneau, L un tî-bimodule. Si, à

toute dérivation DeDér^(B, L), on associe : i° la A-équivalence {x,jy)->{x,jy-}-'D{x)) de
l'extension Djg(L) sur elle-même; 2° le A-homomorphisme x->(x,D{x)) de B dans Dg(L),
inverse à droite de Vhomomorphisme d'augmentation DB(L)->B, on définit des correspondances
biunivoques canoniques entre :

(i) l'ensemble Dér^(B, L) ;
(ii) l'ensemble des A-équivalences de Dg(L) sur elle-même;
(iii) l'ensemble des A-homomorphismes inverses à droite de l'homomorphisme d'augmenta-

tion Dg(L)->B.
On notera que la correspondance biunivoque ainsi établie entre (i) et (ii) respecte

les structures de groupe, et que celle qu'on en déduit entre (ii) et (iii) n'est autre que la
correspondance biunivoque déjà définie dans (18.3.8).

Corollaire (20.1.7). — Soient A un anneau, G un A-anneau, L un A-bimodule, E une
A-extension triviale de G par L, p :îj->C l'augmentation. L'ensemble des A-dérivations D de E
dans L telles que D{x)==x dans L est identique à l'ensemble des applications x->x—w{p{x)),
où w parcourt l'ensemble des A-homomorphismes inverses à droite de p.

Il suffit encore d'appliquer (20. i. i) pour B= E, VQ= ig; si v== ig—D, la condition
~DÇx)=x pour .veL équivaut à v Çx) ==o pour xei,, c'est-à-dire à v=wop, où w : G->E
est un A-homomorphisme ; en outre la condition p o v ==p équivaut à p o w = i ç, autrement
dit au fait que w est inverse à droite de p.
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20.2. Propriétés fonctorielles des dérivations.

(20.2.1) Soient A un anneau, B un A-anneau, L un B-bi module; si L' est un
second B-bimodule et w : L—^L' un homomorphisme de B-bimodules, il est clair que
l'application D-^woD est un homomorphisme de groupes additifs
(20.2.1.1) WQ : Dér^(B, L)^Dér^(B, I/)

etquesi w' : L'->L" est un second homomorphisme de B-bimodules, on a {wfow)o=WooWo.
Lorsque A est commutatif, B une A-algèbre commutative et L un B-module, (20.2. i. i)
est un homomorphisme de A-modules.

En second lieu, soient B' un A-anneau, v : B'->B un A-homomorphisme qui fait
de L un B'-bimodule; alors l'application D->Doy est un homomorphisme de groupes
additifs,

(20.2.1.2) v° : Dér^(B, L)-^Dér^(B', L)

comme il résulte de (20.1.1.1); si v ' : B"->B' est un second A-homomorphisme, on
a (vov'^^v^ov0. Lorsque A, B et B' sont commutatifs et L un B-module, (20.2. i .2)
est un homomorphisme de A-modules.

Enfin, soit u : A'-^A un homomorphisme d'anneaux faisant de B un A'-anneau;
toute A-dérivation DeDér^(B, L) est aussi une A'-dérivation, d'où une injection cano-
nique de groupes commutatifs

(20.2.1.3) u° : Dér^(B, L)->Dér^,(B, L)

et si ^^':A' /->A / est un second homomorphisme d'anneaux, on a (uouf)o=ufoouo;
lorsque A, A' et B sont commutatifs et L un B-module (20.2.1.3) est un di-
homomorphisme de modules (relatif à u).

On peut encore dire que
(A, B, L) ̂  Dér^B, L)

est un fondeur covariant de la catégorie K définie dans (18.3.5) dans la catégorie Ab
des groupes commutatifs, en faisant correspondre, à tout triplet (u, y, w) constituant un
morphisme de K l'homomorphisme WQOV°OU°, la vérification de la fonctorialité résulte
de la commutativité des diagrammes

Dér^(B,L) -^ Dér^(B,L)Dér^B, L) Dér^B-, L)

Dér^B, L') —> Dér^B', L') Dér^(B.L') —> Dér^B.L7)
u0

pour tout homomorphisme w : L—^L' de B-bimodules.
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Théorème (20.2.2). — Soient u : A—»-B, v : B->C deux homomorphismes d9 anneaux,
L un C-bimodule. On a une suite exacte canonique de groupes commutatifs

(20.2.2.1) o-^Dér^C, L)^Dér^(C, L)^Dér^(B, L)-i
-lExanB(C, L^Exan^C, L)-^Exan^(B, L)

oà M0, v0 sont les homomorphismes (20.2.1.3) et (20 .2 .1 .2) respectivement, u1, v1 les homo-
morphismes définis dans (18 .3 .4 .1) et ( 1 8 . 3 . 3 . 1 ) respectivement, et où 8 est défini comme suit :
pour toute A-dérivation D de B dans L, ^(D) est la classe de la ^-extension de G par L définie
sur l^ anneau Dç(L) par le A-homomorphisme a : x->(vÇx), D(A:)) (cf. (20.1.5)) . En outre,
la suite exacte (20.2.2.1) est fonctorielle en L (pour les homomorphismes définis dans ( 2 0 . 2 . 1 . 1 )
et ( 18.3. i. i ) respectivement).

Comme D est une A-dérivation (et a fortiori une Z-dérivation) de B dans L,
le A-homomorphisme a : x->{v{x), D(^)) définit bien sur Dç(L) une structure de
B-extension, donc 8(D) est bien définie (20. i. 5). Il faut vérifier l'exactitude en 5 endroits :

1) L'exactitude en Dér^C, L) est triviale (cf. (20.2.1)).
2) Par définition (20.2.1) le noyau de v° est l'ensemble des A-dérivations de G

dans L qui s'annulent dans ^(B), c'est-à-dire celles des A-dérivations qui sont aussi
des B-dérivations (20.1.1); d'où l'exactitude en Dér^(C, L).

3) Le noyau de ( ) est formé des dérivations DeDér^(B, L) pour lesquelles la
B-extension définie par a : x—>(y{x), D{x)) est B-triviale; cela signifie (18.2.3) qu'il
existe un B-homomorphisme -s->(z, w(^)) de G dans Dç(L) (la structure de B-anneau
de Dç(L) étant définie par a) ; mais un tel homomorphisme, étant a fortiori un
A-homomorphisme, est de la forme ^->(^, D'(^)) où D'eDér^(C, L) (20.1.6); et en
écrivant que c'est un B-homomorphisme, il vient

D^^+^D'^^D'^W^^^D'^+D7^^))^

pour ;veB, ^;eC, ce qui donne W(v(x}) ==D[x) ; le noyau de S est donc l'image de v°.
4) Le noyau de u1 est l'ensemble des classes de B-extensions de C par L qui sont

A-triviales (18.3.7), donc (à équivalence près) de la forme Dç(L), où la structure
de A-anneau est définie par l'homomorphisme t->(u(t),o). Or, toute structure de
B-extension sur Dç(L) est définie par un homomorphisme a : x->(y{x}, D(:v)), où D est
une î-dérivation de B dans L (20.1.5); dire que la structure de A-anneau de cette
B-extension est déduite de sa structure de B-anneau au moyen de u : A—^B signifie
que T>(u{t))=o pour tëA, donc que D est une A-dérivation ou encore que la classe de
la B-extension considérée est de la forme ^(D); d'où l'exactitude en Exang(C,L).

5) Le noyau de v1 est l'ensemble des classes des A-extensions E de G par L qui
se trivialisent sur y(B), c'est-à-dire pour lesquelles il y a un A-homomorphisme w : B-^E
tel que v se factorise en B-^-E-^C; or un tel A-homomorphisme définit sur E une
structure de B-extension dont la classe a pour image par u1 la classe de la A-extension
donnée; la réciproque étant triviale, on a prouvé l'exactitude en Exan^(C, L).

Enfin, la fonctorialité en L découle trivialement des définitions.
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Corollaire (20.2.3). — Soient A, B, C trois anneaux commutatif s, u : A->B, v : B->C
deux homomorphismes d'anneaux, L un G-module. On a une suite exacte canonique de A-modules

(20.2.3.1) o-^Dér^G, L)^Dé^(C, L)^Dér^(B, L)-^

-^Exalcom^C, I^Exalcom^C, L)-^Exalcom^(B, L)
fonctorielle en L.

Le raisonnement est le même que dans (20.2.2) une fois qu'on a vérifié que pour
toute dérivation DeDér^(B, L), â(D) est bien la classe d'une B-extension de G par L
qui est une B-algèbre commutative; mais cela résulte aussitôt de la commutativité de G
et du fait que L est un G-module.

Corollaire (20.2.4). — Sous les hypothèses de (20.2.2) (resp. (20.2.3)), on a une
suite exacte canonique, fonctorielle en L,

(20.2.4.1) o^Dér^C, L)^Dér^(C, L)^Dé^(B, L)^Exan^(C, L)-^o

(resp.

(20.2.4.2) o^Dér^C, L)^Dér^(G, L)-^Dér^(B, L)^Exalcom^(C, L)-^o).

Cela résulte de la définition de Exan^(G, L) (resp. Exalcom^C, L)) ((18.3.7) et
(18.4.2)).

Remarque (20.2.5). — Supposons que l'on ait un diagramme commutatif d'homo-
morphismes d'anneaux

A -^ B --> G

A' —^ B' —^ G'

Alors on a un diagramme commutatif

o->DérB(C,L) -^Dé^(C,L) -^Dér^(B,L) ^Exan^G.L) -^Exan^C, L) -^ Exan^B, L)

' ' » T T Y

o->DérB,(G', L^Dér^G', L)-.Dér^(B', I^—Exan^C', L)->Exan^{C\ L)->Exan^(B', L)

et de même pour les suites exactes (20.2.3.1)3 (20.2.4.1) et (20.2.4.2).

20 .3. Dérivations continues dans les anneaux topologiques.

(20.3. i ) Étant donnés deux anneaux topologiques A, B (linéairement topologisés
comme toujours), nous désignerons par Hom. cont(A, B) l'ensemble des homomorphismes
continus de A dans B. Étant donné un anneau topologique A, la catégorie des A-anneaux
topologiques se définit comme celle des A-anneaux (18. i . 4) en remplaçant partout « anneau»
par « anneau topologique » et « homomorphisme » par « homomorphisme continu » ; si B
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et G sont deux A-anneaux topologiques, on notera Hom. cont^(B, C) l'ensemble des
A-homomorphismes continus de B dans G.

Soient A un anneau topologique, B un A-anneau topologique, L un B-bimodule
topologique ; on note Dér. cont^ (B, L) l'ensemble des A-dérivations continues de B dans L;
il est clair que c'est un sous-groupe de Dér^(B, L) (et un sous-A-module lorsque A et B
sont commutatifs et L un B-module).

(20.3.2) II est immédiat que la prop. (20.1.1) subsiste quand on y remplace
« anneau » par « anneau topologique » et « homomorphisme » par « homomorphisme
continu ». De même, (20.1.3) et (20.1.4) restent valables en remplaçant Dér par
Dér. cont, « anneau » (resp. « bimodule ») par « anneau topologique » (resp. « bimodule
topologique »), « homomorphisme » par « homomorphisme continu »; il faut naturelle-
ment supposer dans (20.1.4) que p est continu, et remplacer « A-équivalences » par
« A-équivalences continues ». On a les mêmes résultats pour (20.1.5) et (20.1.6), à
condition de prendre comme topologie sur Dç(L) (resp. Dg(L)) la topologie produit
(sur CxL, resp. BxL).

Proposition (20.3.3). — Soient A un anneau topologique; B un A-anneau topologique,
L un Ti-bimodule topologique discret annulé par un idéal bilatère ouvert de B. Si dans B le carré
de tout idéal bilatère ouvert est ouvert, on a Dér. cont^ (B, L) = Dér^ (B, L).

En effet, si S{ est un idéal bilatère ouvert de B annulant L, et D une A-dérivation
de B dans L, on a D(^2) C^.D(^) +D(5Î) .S{==o (20.1.1.1) donc D est continue.

(20.3.4) Tous les résultats de (20.2.1) restent valables lorsqu'on y remplace
« anneau » par « anneau topologique », « bimodule » par « bimodule topologique »,
« homomorphisme » par « homomorphisme continu » et Dér par Dér. cont.

Proposition (20.3.5). — Soient A un anneau topologique, B un A-anneau topologique,
L un B-bimodule topologique discret annulé par un idéal bilatère ouvert de B. On a alors un
isomorphisme canonique

(20.3.5. i ) lim Dér^ (B/^, L) ̂ Dér. cont^ (B, L)

où dans le premier membre la limite inductive est prise suivant l^ ensemble ordonné filtrant des
couples (3,^) d'idéaux bilatères tels que 5Î.L==L.^==o, 3.Bc^, B. gc^.

Comme A/3 et B/^ sont discrets, on a des homomorphismes canoniques
w^:Dér^(B/^,L)->Dér.cont^(B,L) formant un système inductif (20.3.4)5 d'où
F homomorphisme (20.3.5.1) par passage à la limite inductive. Comme l'homomor-
phisme B/^'—^B/^ est surjectif pour .ft3^' il résulte aussitôt de la définition que
l'homomorphisme Dér^(B/^, L)-.Dér^(B/5V, L) (avec ^.L=L.^==o, 3.BC^',
B.^C^') est injectif, et il en est évidemment de même de l'homomorphisme
Dér^(B/^, L)-^Dér^,(B/^, L) pour 3'Cg (20.2.1) ; on en conclut que l'homo-
morphisme (20.3.5.1) est injectif. D'autre part, si D est une A-dérivation continue
de B dans L, son noyau contient un idéal bilatère ouvert ̂  de B, et si 3o est un idéal
bilatère ouvert de A tel que So^^o et B^Eo^o? ^ est ̂ 1T q^ D est l'image canonique
d'une (A/3o)-dérivation de B/^o dans L, donc (20.3.5.1) est surjectif.
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Proposition (20.3.6). — Soient u : A-^B, v : B->C deux homomorphismes continus
d'anneaux topologiques, L ^ C-bimodule discret annulé par un idéal bilatère ouvert de C. OTZ a
une suite exacte canonique

(20.3.6.1) o->Dér. conter, L)^Dér. cont^C, L)4-Dér. cont^B, L)^

-^ExantopB(C, L)^Exantop^(C, L)-">Exantop^(B, L)

où 8 est défini par passage à la limite inductive à partir de rhomomorphisme 0 de (20.2.2. i);
cette suite exacte est fonctorielle en L (dans la catégorie des C-bimodules discrets annulés par des
idéaux bilatères ouverts).

Cela résulte de l'exactitude du foncteur lim, à partir de (20.2.2).
Corollaire (20.3.7). — Soient A, B, G trois anneaux topologiques commutatifs, u : A->B,

u : B-^C deux homomorphismes continus, L un C-module discret annulé par un idéal ouvert de G.
On a une suite exacte canonique de ^-modules, fonctorielle en L,

(20.3.7.1) o-^Dér. contai, L)^Dér. cont^C, L)^>Dér. cont^B, L)^

-^Exalcotop^C, L)^ExalcotopA(C, L^Exalcotop^B, L).

Corollaire (20.3.8). — Sous les hypothèses de (20.3.5) (resp. (20.3.6)) on a une suite
exacte canonique, fonctorielle en L

(20.3.8.1) o->Dér. cont^C, L)^Dér. cont^C, L)4-Dér. cont^B, L)->
-^Exantopg^(C, L)-^o

(resp.

(20.3.8.2) o->Dér. contB(C, L)^Dér. cont^C, L)^Dér. cont^(B, L)-^
->Exalcotopg^(C, L)->o).

Nous laissons au lecteur le soin d'écrire les diagrammes analogues à ceux
de (20.2.5).

20.4. Parties principales et différentielles.

Dans toute la suite de ce paragraphe et dans les trois suivants, tous les anneaux sont supposés
commutatifs.

(20.4.1) Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique; la
A-algèbre BOs^B sera munie de la topologie produit tensoriel, qui en fait une A-algèbre
topologique; nous désignerons par p (ou p^) le A-homomorphisme canonique surjectif
(20.4.1.1) j&:B®^B->B

tel que p(b(S)bf}=bbt, il est immédiat que p est continu. Le noyau de p sera noté 3^
(ou seulement 3 sîl1 ^Y a pas de confusion). On désignera par j^ : B-^B(x^B et
j^ : B->B(x)^B les deux A-homomorphismes canoniques, tels que

j\(b)=b®i, J\(b)=î®b
qui sont continus.
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Définition (20.4.2). — On appelle ^-algèbre augmentée des parties principales d'ordre i
de B par rapport à A et l'on note Pg^ la A-algèbre topologique quotient

(ao.4.2.1) PB/A^BW/S2

munie de la structure de ^-algèbre topologique définie par l'homomorphisme j\ : B—^Pg/^ {déduit
de j'i par composition avec Vhomomorphisme canonique B®^B->P^^), et de l'augmentation de
là-algèbre s : P^/A"^ {aussi notée Sg^) déduite de p par passage au quotient.

Gomme p(b®i)==b par définition, il est clair que s est bien une augmentation
de B-algèbre.

Définition (20.4.3). — Le noyau de l'augmentation s : Pg/^—^B,

(20.4.3.1) ^/A-WOB/A)2

muni de la topologie induite par celle de PB/A? ̂  en fait un î-module topologique, est appelé le
^-module des i-différentielles (ou simplement des différentielles) de B par rapport à A.

On notera que la topologie de Î2g^ est aussi la topologie quotient de la topologie
induite sur 3a/A P^ ceue de B®^B (Bourbaki, Top. gén., chap. III, 3e éd., § 2, n° 7,
prop. 20). Si B est discret il en est de même de îi^* ^n note ^B/A 1e ̂ P^ complété
du B-module topologique ti^.

Tout anneau topologique B pouvant être considéré comme une Z-algèbre topo-
logique (où Z est muni de la topologie discrète), on peut définir le B-module topologique
^B/ZÎ qu'on appelle parfois aussi le B-module des différentielles absolues sur B et que l'on
note Q^. Si B est une algèbre topologique sur un corps premier P (discret), on a
B0pB=B®zB, donc Q^p^Qg.

Lemme (20.4.4). — Soient A un anneau, B une A-algèbre. L'idéal 3a/A ^ BOO^B est
engendré par les éléments i®s—s® i, où s parcourt un ensemble de générateurs de la A-algèbre B.

Il est clair que pour tout A:eB, on a x®ï— i^xe^'y d'autre part, quels que soient A:,
y dans B, on a x®j)f==xy®ï -}-{x®i)(i®jy—^®i). Si S(^®j/^)e3, on a par définition
S^-^==o, donc '
i

(20.4.4.1) 2:(^®^)=2:(^®i,)(i®^-^®i)
i i

ce qui prouve que 3 est l'idéal engendré par les éléments î®x—x®î. En outre,
si x==st, on a
(20.4.4.2) x®î—î®x== {s®ï){t®i—ï®t) +{s®ï—ï®s){i®t)

ce qui termine aussitôt la démonstration par récurrence.
Proposition (20.4.5). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique,

La topologie de tig/^ est moins fine que la topologie déduite de celle de B (19.0.2); si dans B le
carré de tout idéal ouvert est ouvert, ces deux topologies sont identiques.

La première assertion est triviale, la topologie produit tensoriel sur B®^B étant
moins fine que la topologie déduite de celle de B; a fortiori la topologie induite sur 3= 3^
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par celle de B®^B est moins fine que la topologie sur 3 déduite de celle de B. Pour
démontrer la seconde assertion, écrivons M®N, par abus de notation, le sous-module
Im(M®^N) pour deux sous-A-modules M, N de B. Utilisant la relation

(^)®^—A:®(^)=(A:®l)(l®^)(^0I—I®^)=^.(^®I—I®^)—A;.(^®I—I®^)(^

dans le B-module B®^B (défini parji), on voit aussitôt, compte tenu de (20.4.4),
que, si ^ est un idéal de B, on a

((^®B)+(B®^))^3c(^®^)n3+^3+32

et d'autre part, si x^ y^ sont des éléments de S{ tels que S(^.0^.)e3, n résulte de

(20.4.4.1) que l'on a S(^.®^)e^3? sl bien que finalement
i

(20.4.5.1) (^B+B^^nSc^+y.

Or, on a un système fondamental de voisinages de o dans 3 (pour la topologie induite
par celle de B®^B) en prenant pour voisinages de o les ensembles (^®B+B®^)n3,
où S{ parcourt l'ensemble des idéaux ouverts. Comme la topologie de iig/^ déduite de
celle de B est aussi le quotient par 32 de la topologie de 3 déduite de celle de B, l'hypo-
thèse sur les idéaux ouverts de B et la relation (20.4.5. i) achèvent de prouver la seconde
assertion.

Définition (20.4.6). — Soient p^ et p^ les applications composées B-4-B®^B-^Pg^,
B-4-BOO^B-^P^, qui sont des A-homomorphismes continus tels que eop^=eop^= ig. Le
A-homomorphisme continu de A-modules

(20.4.6. i ) ^B/A=AL—A ^ B -^B/A

est appelé la différentielle extérieure de B relative à A; pour tout .yeB, dy^Çx) (aussi noté d{x)
ou dx) est appelé la différentielle de x {relativement à A).

Lorsque A=Z, on écrit d^ au lieu de d^\ si B est une algèbre sur un corps
premier P, on a d^==d^p.

Proposition (20.4.7). — Le Ti-module Q^^ est engendré par les éléments d^{x), où x
parcourt un système de générateurs de la A-algèbre B.

Comme d^{x) est l'image canonique de x®i—ï®x dans ûg^, la proposition
est une conséquence immédiate de (20.4.4).

Théorème (20.4.8). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique.
(i) // existe un isomorphisme unique de Ti-algèbres augmentées topologiques

(20.4.8.1) <P:PB/A^AA)

qui se réduit à l9 identité dans i^a/A*
(ii) Uhomomorphisme d^ est une A-dérivation de B dans Qg^, ayant la propriété universelle

suivante : pour tout ^-module topologique L, l'application u->uod^ est un isomorphisme de
A-modules

(20.4.8.2) Hom. cont^B/Aî L) ̂  Dér- contA(B? L)-
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(i) II est immédiat que 9 (avec les notations de (20.4.6)) est nécessairement l'appli-
cation ^->(e(^),^—A^C^)))? et Pisomorphisme réciproque ? application (è, x)->p^{b) -}-x,
ces deux applications étant continues, cela prouve la première assertion. On notera que
cela entraîne que la topologie de B s'identifie (par p-^) au quotient de la topologie de
B0^B par 3 .̂

(ii) Le fait que rfg^ soit une A-dérivation de B résulte de la définition (20.4.6)
et de (20.1.i).

Pour prouver la propriété universelle, rappelons que Dér. cont^(B, L) s'identifie
canoniquement à l'ensemble G des homomorphismes continus de A-algèbres u : B-^Dg(L)
tels que le composé B->Dg(L)-^B soit l'identité (où q{b,o)=b est la projection;
cf. (20. i.6) et (20.3.2)). D'autre part, grâce à l'isomorphisme 9, Hom. contgÇQg^, L)
s'identifie canoniquement à l'ensemble des homomorphismes continus de B-algèbres
v : PB^-^DB(L) tels que le composé f^-^D^L) -^B soit l'augmentation s. Comme
on a p^=pi—^B/A P^ définition, tout revient à prouver que tout ueG se factorise en

B -^ Dp(L)
p,\ / v

pi
^B/A

où v est un B-homomorphisme continu. Or, on a déjà un homomorphisme continu
de A-algèbres j : b->(b, o) de B dans Dg(L), qui appartient à G; par définition du
produit tensoriel topologique d'algèbres topologiques (Oi, 7.7.6), il existe donc un
A-homomorphisme continu d'algèbres w : B^B-^D^L) rendant commutatif le
diagramme

T>,0> T> h "DDW^D <— D

h | to\ [ y

B -^ Ds(L)

On a donc par définition w(b® i — 106) ==j(b) — u{b) eL, et en vertu de (20.4.4), cela
entraîne w(3)cL donc !^(32)==o; par suite w se factorise en

B®^B^P^^>DB(L)

où v est un homomorphisme continu de A-algèbres; d'ailleurs, comme v°pi==j est un
homomorphisme de B-algèbres, il en est de même de v par définition de la structure
de B-algèbre de PB/A^ comme on a par définition u=vop^ cela termine la démonstration.

Théorème (120.4.9). — Supposons que B soit une ^-algèbre topologique formellement lisse.
Alors le là-module topologique 0^^ est formellement projectif.

En effet, l'hypothèse entraîne que BOO^B (muni de la structure de B-algèbre
topologique définie parji) est une B-algèbre topologique formellement lisse (19.3.5, (iii)),
et par suite aussi une A-algèbre topologique formellement lisse (19.3.5, (ii)); comme B
est topologiquement isomorphe à la A-algèbre quotient (B®^B)/3 et est une A-algèbre
formellement lisse, la conclusion résulte de (19.5.3).
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Corollaire (20.4.10). — Supposons en outre que dans B le carré de tout idéal ouvert soit
ouvert; alors, pour tout idéal ouvert S{ de B, Î^/A^B W^) = ̂ B/A/^ • ̂ B/A est un (B/^) -module
projectif.

En effet, la topologie de ûg/^ est alors déduite de celle de B (20.4.5), et il suffit
d'appliquer (19.2.4).

Corollaire (20.4.11). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, p : A->B un
homomorphisme local, faisant de B une A-algèbre topologique formellement lisse (pour les topologies
préadiques). Alors, pour tout idéal de définition 6 de B, ^/A^aW^) es^ un ^jV)-module libre.

En effet, il résulte de (20.4.10) que ce module est projectif, et comme B/b est
un anneau artinien, tout (B/b) "module projectif est libre (Om, 10.1.3).

Proposition (20.4.12). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique.
Si l^ homomorphisme structural A->B est surjectif, on a ^/A=°-

En effet, on a Dér^(B, L)==o pour tout B-module L en vertu de (20. i. i), et la
proposition découle donc aussitôt de (20.4.8).

Exemples (20.4.13 ). — (i) Soient A un anneau, B = A[X<Jae i une algèbre de poly-
nômes sur A. Alors îîg^ est un B-module libre, dont les rfX^ forment une base. En effet,
les û?X^ engendrent ce B-module (20.4.7). D'autre part, si L est un B-module libre, ayant
une base (^a)aei dont I est l'ensemble d'indices, il existe un A-homomorphisme u de B
dans Dg(L) tel que M(XJ= (X^, ^J? pour tout ael, donc (20. i .5) une A-dérivation D
de B dans L telle que D(XJ==^ pour tout a; en vertu de (20.4.8.1)3 cela prouve
que les ûfX^ sont linéairement indépendants.

(ii) Soient A un anneau, L un A-module, B la A-algèbre D^(L) ; alors l'homo-
morphisme canonique x->d^^x de L dans tig^ est bijectif, car il est immédiat que les
B-dérivations de B==D^(L) dans un B-module M sont les applications de la forme
{b, x)->u{x), où MeHom^(L,M); on conclut donc par (20.4.8, (ii)).

(iii) Supposons que B soit le produit de deux A-algèbres topologiques B^, Bg
(identifiées à des idéaux de B). Alors les images de B^^Bg et de B^^B^ par
l'homomorphisme p (20.4.1.1) sont nulles, d'où il résulte aussitôt que P^ s'identifie
au produit P^/AXF^/A? et q^ 1e B-module 0^^ est somme directe (topologique) des
B-modules ÎÎ^/A et ÎÎ^/A (annulés respectivement par Bg et B^).

(iv) Soient A, B deux anneaux intègres tels que AcB, que A soit intégralement
clos, B entier sur A, et que le corps des fractions de B soit une extension séparable de celui
de A. Alors le B-module tig^ est un module de torsion. En effet, pour tout ^eB, le polynôme
minimal de x par rapport au corps des fractions K de A est un polynôme/(T) appar-
tenant à A[T] ; comme x est séparable sur K, on a f ' { x ) =f= o et d'autre part on déduit de
la relation f(x)==o que ft[x)d^^x=o, d'où notre assertion en vertu de (20.4.7).

Remarques (20.4.14). — (i) On notera que le B-module û^, privé de sa topologie,
est indépendant des topologies de A et de B.

(ii) Nous introduirons plus tard 1' « algèbre des parties principales d'ordre n »
de B par rapport à A, PS/A= (^A^/OB/A)^1? V11 est à ̂  base du « calcul différentiel
d'ordre n ».
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20.5» Propriétés fonctorielles fondamentales de O^/A*

(20.5. i ) Dans tout ce numéro et le suivant, sauf mention expresse du contraire,
les anneaux et modules considérés sont supposés munis de la topologie discrète.

(20.5.2) Soient A un anneau, B, C deux A-algèbres, u : B—^C un A-homo-
morphisme ; on a un diagramme commutatif

B(g^B ̂  C(^C

(20.5.2.1) PCIA

B G

d'où par passage aux quotients, un A-homomorphisme d'algèbres

(20.5.2.2) ,,' .pi .pi
u • ^ B / A ' ^ C / A

tel que le diagramme
pi
•••B/A

pi
•^C/A

Pi Pi

B G

soit commutatif; comme u®u applique ^B/A dans 3c/A? on obtient, en restreignant u'
à ti^/A, une application

(20.5.2.3) ulf : ^B/A'^-^C/A

telle que le couple (M", u) soit un di'homomorphisme pour la structure de B-module de ûg^
et la structure de C-module de ti^.? ce dernier fait permet d'en déduire canoniquement
un homomorphisme de C-modules

(20.5.2.4 ) MC/B/A : ̂ 'B/A^B G -> "ÎVA •

En outre, comme le diagramme

pi
•••B/A

pi
-'•C/A

(20.5.2.5) PS

B G

224



§ 20 PRÉLIMINAIRES

est aussi commutatif, on en déduit que le diagramme

129

B̂/A ^/A

(20.5.2.6)

B G
est commutatif.

Enfin, si w : G->D est un second homomorphisme de A-algèbres, on a la propriété
de transitivité

(20.5.2.7) (^°^D/B/A= ^D/C/A^C/B/A0^)

comme il résulte de la définition.
(20.5.3) Soient maintenant A, B deux anneaux, v : A->B un homomorphisme

d'anneaux, G une B-algèbre qui devient une A-algèbre au moyen de v; alors l'application
canonique VQ : C®^G -> C^gC est un di-homomorphisme surjectif d'algèbres (relatif à
v : A->B) tel que le diagramme

c®^c —^ C®BC

(20.5.3.1)

G G
le

soit commutatif; par passage aux quotients, on en déduit un di-homomorphisme
d'algèbres

(20.5.3.2)

tel que le diagramme

7/ • P1 -^P1
v • - • • C / A ' - ' - C / B

pi
^C/A PÏC/B

Pi

G G

soit commutatif. Comme VQ applique 3ç^ dans 3ç/g on obtient, en restreignant v9

à ^/AÎ une application

(20. 5 . 3 . 3 ) ^c/B/A : ^ClA -> ̂ /B

qui est un homomorphisme de C-modules.
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En outre, comme le diagramme
pi . pi
-C/A ' -••C/B

Chap. o

(20.5.3.4) Pt

c—> c
le

est aussi commutatif, on en déduit que le diagramme

^C/A ——> ^C/B

(20.5.3.5) ^C/A dc/i

c —> c
leest commutatif.

Enfin, si s : A'->A est un second homomorphisme d'anneaux, on a la propriété
de transitivité

(20.5.3.6) (^)c/B/A'== ^C/B/A^C/A/A' •

(20.5.4) Si maintenant on a un diagramme commutatif d'homomorphismes
d'anneaux

B ^ B'
/ t fi?
A -> A'

U

on déduit de (20.5.2.4) et (20.5.3.3), par composition, un homomorphisme de
^'-modules

(ao.5.4.1) ÛB/AB' ̂  ̂  "̂  ̂

tel que le diagramme de A'-homomorphismes

"ÎAB' -> ̂

(20 . 5 . 4. 2 ) (ÎB/A ® 1 ds'iA'

B' —> B'IB»soit commutatif.
L'homomorphisme (20.5.4.1) correspond d'ailleurs à un di-homomorphisme de

B-modules
(20.5.4.3) ^B/A'^^B'/A'-

Proposition (20.5.5). — Si A', B sont deux A-algèbres et B'=B®^A/, r homomorphisme
canonique (20.5.4.1).

(20.5.5-1)

est bijecttf.
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Le premier membre de (20.5.5.1) n'est autre alors que Û^^A'. On peut
écrire B^B^ (B®^B)®^A' à un isomorphisme canonique près et J^/A' s'identifie
alors à ^/A01^; par suite (comme p^ est surjectif) ^'/A^MSE/A^A^) et
SBVA^^CSI/A^A^)? dîoù î^vA^^/A0^ à un isomorphisme canonique près, qui
transforme en eux-mêmes les idéaux d'augmentation; comme le A-module Pj^ s'identifie
canoniquement à la somme directe de B et de fîgu, on a

(20.5.5.2) ^AA'^B'/A'

par le même isomorphisme, et on vérifie aussitôt que le composé de cet isomorphisme
et de l'isomorphisme canonique ^B/A^B^^^/A^A^ nîest autre que (20.5.5.1).

(20.5.6) Les homomorphismes canoniques (20.5.2.4) et (20.5.3.3) donnent,
par fbnctorialité, pour tout C-module L, des homomorphismes canoniques

(20.5.6.1) Homc(t2^, L) ̂ Hom^B/A^ L)=Homp(^, L)

(20.5.6.2) Homc(û^, L) ->Homc(Q^, L).

Compte tenu de (20.4.8.2) et des diagrammes commutatifs (20.5.2.6) et (20.5.3.5),
ces homomorphismes ne sont autres (à une identification canonique près) que les homo-
morphismes (20.2. i . 2) et (20.2. i . 3) respectivement.

Théorème (20.5.7). — Soient ^ :A->B,y :B-^C deux homomorphismes d'anneaux.
(i) La suite de C-modules

(w c T v\ O1 ^ P VCI'B'A O1 UC/B/A 01 _^^20.5.7.1) ^B/A^B^ ——> ^ClA ——> ^^C/B-^0

est exacte.
(ii) Pour que Vç^^ soit inversible à gauche, il faut et il suffit que G soit une ^-algèbre

formellement lisse relativement à A [pour les topologies discrètes (cf. ( 1 9 . 9 . 1 ) ) ; en particulier,
il suffit pour cela que G soit une ^-algèbre formellement lisse (pour les topologies discrètes).

(i) L'exactitude de la suite (20.2.4.2) montre tout d'abord, compte tenu de
(20.5.6), que la suite

o-^Homc(t2^, L)->Homc(Q^, L^Hom^/^C, L)

est exacte pour tout G-module L. On sait que cela implique l'exactitude de la
suite (20.5.7.1) (Bourbaki, Alg., chap. Il, 3e éd., § 2, n° i, th. i).

(ii) En vertu de l'exactitude de (20.5.7. i), dire que y^g^ est inversible à gauche
signifie que la suite

(20.5.7.2) o-^00,C "̂  û^ ̂ A Û^o

est exacte et scindée^ on sait (Bourbaki, loc. cit., n° i, prop. i) que cela équivaut à dire que
pour tout C-module L, la suite

o^Hom^tî , L)-^Homc(^, L)-^ïiom^^0sC, L)->o

est exacte, compte tenu de (20.5.6) et (20.2.4.2), cette condition équivaut à
Exalcomg^(C, L) = o pour tout G-module L, et la conclusion résulte donc de ( 19.9.8. i ).
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Notons en outre que si l'on a un diagramme commutatif d'homomorphismes
d'anneaux

A' —> B' —> G'

î î î
A —^ B —> G

on en déduit un diagramme commutatif

^/A®BC ———> ̂  --^ ^C/B -^ 0

(20.5.7.3)

"B'/A^B'C' -> ^A' ^ ^'/B' ^ 0

où les flèches verticales proviennent des di-homomorphismes (20.5.4.3).
Corollaire (20.5.8). — Supposons que l'homomorphisme v : B->G fasse de G une H-algèbre '

formellement étale (pour les topologies discrètes (19 .10.2) ) ; alors l' homomorphisme (20.5.3.3)

^C/B/A : ̂ B/A^B^-^^/A
est bijectif.

En effet, si G est une B-algèbre formellement non ramifiée pour les topologies
discrètes, il résulte de (19.10.4)3 (20.4.8) et (20.1.1) que l'on a Hom^û^, L)==o
pour tout G-module L, donc Q^/B= ° (c^- (20 • 7 • 4)) ? d'autre part, si G est une B-algèbre
formellement lisse pour les topologies discrètes, la suite (20.5.7.2) est exacte; d'où le
corollaire.

Corollaire (20.5.9). — Soient A un anneau^ B une A-algèbre, S une partie multiplicative
de B; alors l^homomorphisme canonique

(20.5.9.1) S'^B/A-^S-B/A

est bijectif.
Il suffit d'appliquer (20.5.8) à G == S^B, qui est une B-algèbre formellement étale

pour les topologies discrètes (19.10.3, (ii)).
Compte tenu de (20.5.5), on peut donc écrire

(20.5.9.2) ^-IB/S^A == S~ ̂ B/A == ̂ S^B/A ?

à des isomorphismes canoniques près.
Corollaire (20.5.10). —Si k est un corps et K=A:(XJaei une extension pure de k, les rfX^

forment une base du VL-espace vectoriel ti^y/c*
Gomme K est le corps des fractions de l'anneau de polynômes Â:[XJ^e 15 cela résulte

de (20.4.13, (i)) et de (20.5.9).
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(20.5. n) Soient A un anneau, B une A-algèbre, S{ un idéal de B, G la A-algèbre
quotient B/^, et considérons l'homomorphisme composé de A-modules

(20.5.n.i) S:^B^ÛB/A

où la première flèche est l'injection canonique $ comme d(xy] == xdy +ydx, on voit
que l'on a S^^C^.Ûg^, d'où, par passage aux quotients, un homomorphisme de
A-modules

(20.5 .11.2) 8^ : W^^C^^J^.^).

Mais en fait, S^B/A est un homomorphisme de C-modules, car pour xeB et j^e-ft, on a
ydxeS^.Q^^ donc d(xy) ==xdy (mod. S{.Q.^), ce qui prouve d'abord que (20.5. n .2)
est un homomorphisme de B-modules, et comme K annule les deux membres, cela
établit notre assertion.

Si B' est une seconde A-algèbre, u : B->B' un A-homomorphisme, .ft' un
idéal de B' tel que uÇS^C^ et G^B'/^' l'algèbre quotient, on a un diagramme
commutatif

&
^2 _c^ ^^C

(20.5.11.3)

^7^2 ,———> ^-I^B'^
^ ' l ï i ' lA

où les flèches verticales proviennent de u (20.5.2.4).
Théorème (20.5.12). — Soient A un anneau, B une A-algèbre, G la A-algèbre quotient B/A,

u : B->C Vhomomorphisme canonique.
(i) On a une suite exacte de C-modules

(20.5 .12.1) W ̂  ̂ ®BG uc^ û^ -> 0

ou ^C/B/A et ^C/B/A sont définis par (20.5.2.4) et ( 20 .5 .11 .2 ) respectivement.
(ii) Si F on pose E==B/.ft2, F homomorphisme canonique (20.5.2.4)

Û

l (^ C^ -^ Ol f7\ C^
B/A^B^ -^ "E/A^E^

est bijectif.
(iii) £^ trois conditions suivantes sont équivalentes :
a) SC/B/A ^^ inversible à gauche.
b) Toute A-extension de G par un G-module L, dont V image réciproque par u : B->C

est A-triviale^ est elle-même A-triviale.
c) La A-algèbre E==B/^2 est une extension A-triviale de G par S{/S{2.
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(iv) II y a correspondance biunivoque canonique entre les inverses à gauche de Sç/g^ et les
inverses à droite de l^homomorphisme canonique E->C.

(i) Comme u est surjectif, on a Dér^C, L)==o pour tout G-module L en vertu
de (20.1.1). La suite exacte (20.2.3.1) devient donc

(20.5.12.2) o-^Dér^C, L)^Dér^(B, L^Exalcom^C, L)-">

^Exalcom^C, L)^Exalcom^(B, L)

où v est Phomomorphisme A->B. Rappelons d'autre part (18.3.8) que Exalcomg(C, L)
s'identifie canoniquement à Homç(^/^2, L) ; on déduit donc de (20.5.12.2) et (20.4.8)
la suite exacte

(20.5.12.3) o->Homc(t^, L^Hom^B/A^BC. L)^Homç(W2, L)-^Ker(^) -^o

avec (p==^oY)~~1 et ^=vlo'^. Revenant aux définitions de ^ (20.2.2) et de T] (18.3.8),
on constate aussitôt que cp est précisément l'homomorphisme Hom(8^g^, ij. L'exis-
tence de la suite exacte formée des 4 premiers termes de (20.5.12.3) montre donc
que la suite (20.5.12.1) est exacte (Bourbaki, Alg., chap. II, 3e éd., § 2, n° i,
th. i).

(ii) Appliquons à B et à l'idéal S{2 la suite exacte (20.5.12.1), ce qui donne

(20.5.12.4) S^IS^^^E^^O

d'où, en tensorisant par G (considéré comme E-algèbre), la suite exacte

S^I^C^^C^^C-^o.

Or, si x ^ y sont deux éléments de .ft, et ^ la classe de xy mod. <ft4, l'image ^'(Ç® i) est
par définition d^^xy)®! =[xd^^[y) +J^B/A M)® 1 3 mais comme les images de x et de y
dans G sont nulles, on a aussi d^^{xy)®i =o dans ^B/A^B^, ce qui prouve notre
assertion.

(iii) Dire que SQ/B/A est inversible à gauche revient, compte tenu de l'exactitude
de (20.5.12.1), à dire que la suite

( \ f\ 1 f\9 C/B/A/-YI ^ ^^UCiSlA^-^
20.5.12.5) 0->^/^2——^g^B0——^C/A-^0

est exacte et scindée^ et il revient au même (Bourbaki, loc. cit.) de dire que Ker^^o
dans la suite exacte (20.5.12.3) pour tout L, ce qui montre l'équivalence des conditions a)
et b) (cf. (18.3.6.2)).

Le fait que b) entraîne c ) provient de ce que l'image réciproque par u : B-^C de
la A-extension E de G par ^/5^2 est A-triviale, u étant composée des homomorphismes
canoniques B-^E-^C (18.1.6). Inversement, c ) entraîne b), car toute B-extension
de G par L est B-équivalente à E<9^L (18.3.8)3 autrement dit sa classe est
l'image de la classe de E (considéré comme ^-extension) par l'homomorphisme
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w^ : Exang(C, ^/^2) -> Exang(C, L) correspondant à un B-homomorphisme w ̂ /^-^L.
Le fait que c ) entraîne b) résulte alors de la commutativité du diagramme (18.3.6.5)

ExanB(C, ̂ 2) -w^ Exang(C, L)

Exan^C, ̂ 2) Exan^C, L)

(iv) On a vu (20.1.7) que les inverses à droite de E-^C correspondent
biunivoquement de façon canonique à l'ensemble des éléments DeDér^(E, ^9?} tels
que D{x)=x dans ^/^2, donc aussi, par (20.4.8), à l'ensemble des E-homomorphismes

h : ̂ E/A-^-W tels que le composé ^^Q^-^/^2 soit l'identité. Par tensori-
sation avec G, on en déduit (puisque S{fS{2 est un C-module) que le composé

w h®l
"E/A^G ——> ̂ 2

est l'identité; or, puisque S^IK2 est un G-module, h->h®i est un isomorphisme de
l'ensemble Hom^û^, ^/^2) sur Homç^^®^^ ^/^2); et par ailleurs (ii) prouve
que l'on peut identifier canoniquement ^E/A^C et ^B/A^C, SC/E/A s'identifiant alors
à SC/B/A- C.Q.F.D.

Exemple (20.5.13). — Soient B=A[XJ^i une algèbre de polynômes sur A,
M un idéal de B, (P^) un système de générateurs de S{ et G=B/5Ï; on sait que û^
est un B-module libre dont les rfX^ forment une base (20.4.13, (i)), donc les dX.^ forment
aussi une base du C-module libre ^B/A^B C. D'autre part, il résulte aussitôt de la définition
que l'image de ^/^2 par Sç/a/A est le sous-C-module engendré par les

^x..dP,=X
âX,

On en conclut que 0^^ est isomorphe au quotient du C-module libre ayant les dX^
pour base, par le sous-C-module engendré par les û?P^, ce qui donne une description
d'un module de différentielles d'une algèbre quelconque, toute A-algèbre C pouvant
s'obtenir de la façon précédente.

Corollaire (20.5.14). — Si C est une A-algèbre formellement lisse (pour les topologies
discrètes), la suite

^2 ^C/B/A(20.5.14.1) o Q-/0-2 C/B/A o1 6^ n C/B/A ni ^ ^
M/M ——> ^BIA®B^ ——> ^C/A -> °

est exacte et scindée.
En effet, toute A-extension de C par un C-module est alors triviale (19.4.4.1).

231



136 A. G R 0 T H E N D I E G K Ghap. o

Remarque (20.5.15). — Soit u : A->B un homomorphisme surjectif d'anneaux;
alors, pour tout homomorphisme d'anneaux u : B—»-C, l'homomorphisme canonique

(20.5.I5.I) MC/B/A : ̂ C/A-^/B

est bijectif; cela résulte en effet de la suite exacte (20.5.7. i ), puisque t2g/^ ==o (20.4.12).

M . 6. Modules d'imperfection et homomorphismes caractéristiques.

Définition (20.6. i). — Étant donnés deux homomorphismes Panneaux u : A-^-B, v : B->C,
on appelle module d'imperfection de la ^-algèbre G relativement à A, et on note YC/B/A? ^
C-module noyau de l9 homomorphisme ^C/B/A : ̂ B/A^B ̂  ~^ ^/A •

On a donc par définition (cf. (20.5.7)) la suite exacte

(20.6.1.1) 0 -^ YC/B/A -> ^B/A^G ̂  û^ ̂  û^ -^ 0.

Lorsque A == Z (les modules Q^ et Î2^ étant donc les modules de différentielles
« absolues » iîg et 0^), on écrit Yç/g au lieu de YC/B/ZÎ lorsque B et G sont des algèbres
sur un corps premier P, on a Yc^p=Yc/g.

Soient R, S des parties multiplicatives de B et G respectivement, telles que l'image
de R soit contenue dans S. Il résulte alors de la suite exacte (20.6. i. i) et de (20.5.9)
que l'on a

(20.6.1.2) YS-»C/R-1B/A=S~1TC/B/A•

Proposition (20.6.2). — Si G est une ^-algèbre formellement lisse relativement à A (et en
particulier si G est une B-algèbre formellement lisse), on a Yç/g^==o.

Gela résulte de (20.5.7, (ii)).
Proposition (20.6.3). — Soient k un corps ̂  K une extension de k. Pour que K soit une

extension séparable de ky il faut et il suffit que Y^=o (autrement dit, l'homomorphisme
canonique D^^K-^ÎÎK est iuj^ctif ou encore (20.4.8), toute dérivation de k dans K
se prolonge en une dérivation de K dans lui-même).

En effet, il est équivalent de dire que K est séparable sur k ou une A-algèbre
formellement lisse (19.6.1); d'autre part, si P est le corps premier de k, K est séparable
sur P, donc une 1^-algèbre formellement lisse, et il revient donc au même de dire que K est
une k-algèbre formellement lisse ou une k-algèbre formellement lisse relativement à P. Enfin,
dire que K est une A-algèbre formellement lisse relativement à P équivaut d'après (20.5.7,
(ii)) à dire que l'homomorphisme v^p : D^®^K->ÎÎ^ est inversible à gauche; mais
comme K est un corps, cette dernière condition équivaut à dire que le noyau de v^p,
c'est-à-dire Y^, est nul.

(20.6.4) Considérons un diagramme commutatif

A' -^ B' ^> C'

(20.6.4. i )
A -^ B —> G

U V
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d'homomorphismes d'anneaux commutatifs. La commutativité du diagramme corres-
pondant (20.5.7.3) entraîne l'existence d'un unique C-homomorphisme

(20.6.4.2) YC/B/A-^YC./B'/A-

déduit canoniquement de (20.6.4.1) et rendant commutatif le diagramme

-v» r\1 ^\ r^ vclBlA ^i ^C/B/A ^1
0 -^ YC/B/A — ÛB/A®BC ——————> Q^/A ————> t^/B ——> 0

(ao.6.4.3)

0 -> 'Ï'C'/B'/A- -> ÛB,/A>®B.C' ;———^ û .̂ ^———> ^-/B. -^ 0
C'/B' /A' O'/B'/A'

La donnée de Phomomorphisme (20.6.4.2) équivaut d'ailleurs à celle d'un
G '-homomorphisme

(20.6.4.4) ÏC/B/A^C0' -^^C'IB'IA'

qui, composé avec l'homomorphisme canonique YC/B/A -> ^C/B/A^C^'? redonne (20.6.4.2).
Il est clair que (20.6.4.2) jouit d'une propriété évidente de transitivité, permettant
de dire que YC/B/A est un fo^teur en le triplet (A, B, G).

(20.6.5) II nous sera commode pour la suite, sous les conditions de (20.6.1)5
d'introduire un complexe (de chaînes) de C-modules K.(C/B/A) dont les termes sont nuls
sauf en degrés o et i, où on prend

(Ko(C/B/A)=^

iKi(C/B/A)=û^®BC
(20.6.5.1)

l'opérateur différentiel Ki->Ko étant ^C/B/A- ̂ a permet d'écrire (à des isomorphismes
canoniques près) O1^ et YC/B/A comme les modules d^homologie de ce complexe

(20.6.5.2) Ho(K(C/B/A)) =Î2^, Hi(K.(C/B/A)) = YC/B/A-

De même :
Proposition (20.6.6). — Sous les hypothèses de (20.6.1), pour tout C-module L, on a

des G-isomorphismes canoniques

(20.6.6.1) H°(K.(C/B/A), L)^DérB(C, L)

(20.6.6.2) H^K^C/B/A), L)^ExalconiB/A(C, L).

En effet, le complexe de cochaînes Homc(K.(C/B/A), L) n'est autre, en vertu
de (20.4.8) et (20.5.6), que le complexe

. . . ->o ->Dér^(C, L) ->Dér^(B, L) ->o -> . . .

233
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où l'opérateur différentiel est v° (avec les notations de (20.2. i )) . La proposition résulte
alors de la suite exacte (20.2.4.2) et de la définition des modules de cohomologie

(20.6.6.3) H^K., L) ̂ Hom^K, L)).

Si on a un diagramme commutatif d'homomorphismes d'anneaux

A' —> W —> G'

î î î
A —> B —> C

les di-homomorphismes (20.5.4.3) définissent un di-homomorphisme de complexes de
modules

(20.6.6.4) K^C/B/A^K^G'/B'/A')

et les di-homomorphismes qu'on en déduit pour l'homologie ou la cohomologie s'identi-
fient, par les formules (20.6.5.2), (20.6.6.1) et (20.6.6.2), aux di-homomorphismes
déjà définis dans (20.5.4.3), (20.6.4.2), (20.2.1) et (18.3.7.2) (compte tenu, pour
le dernier, de la définition de l'opérateur 8 dans la suite exacte (20.2.4.2)) .

(20.6.7) On sait que pour un complexe K. de C-modules et un C-module L,
on a des homomorphismes canoniques

a^K.L^Home^KJ.L)

(M, IV, 6). Ici, l'homomorphisme canonique

ai : H^K.ÇC/B/A), L)^Home(Hi(K.(C/B/A)), L)

se définit immédiatement comme obtenu par passage au quotient par l'image de
Homç(Ko, L) de l'homomorphisme de restriction

Homc(Ki(C/B/A), L)^Homc(Hi(K(C/B/A)), L)

puisque Hi(K.(C/B/A)) n'est autre que le noyau de K.i->K.o; tenant compte de
(20.6.6.2) et (20.6.5.2), on obtient donc un C-homomorphisme canonique

(20.6.7.1) Exalcom^C, L)->Homc(Yc/B/A5 L)

qui s'explicite de la façon suivante : en vertu de (20.2.4.2), toute B-extension de G par L
qui est A-triviale provient de la donnée d'une A-dérivation D de B dans L, donc (20.4.8)
d'un G-homomorphisme f de ^B/A^B^ dans L; on fait correspondre à la classe de
cette extension la restriction de y à YC/B/A? clul ne dépend effectivement que de cette classe
et non du choix de D.

Définition (20.6.8). — Soient u : A->B, v : B->G deux homomorphismes Panneaux.
Pour toute ^-extension E de G par un C-module L, qui est ^triviale (18.3.7) , on appelle homo-
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morphisme caractéristique de E, et on note ̂ , le C-homomorphisme Y^g^-^L, image de la classe
de E par Vhomomorphisme canonique (20.6.7.1).

On peut définir Phomomorphisme /g d'une autre manière :
Proposition (20.6.9). — Soit E une ^-extension de G par un C-module L, qui est ^-triviale

(18 .3 .7) ; alors le diagramme

^ __. -y* __. o1 rS?> C^ vclBlA ^
0 -" ^C/B/A ——> ^B/A^B^ ——> ^C/A

(20.6.9.1) 5ÎE ÎE/B/A^C ^

o —^ L —^ ÛEAC —^ û^ -> o
C/E/A p Cl El A

où q : B->E définit la structure de ^-extension de E et p : E->C est V homomorphisme d'augmen-
tation, est commutatif et ses lignes sont exactes.

La ligne inférieure du diagramme est la suite (20.5.12.5) relative aux deux
homomorphismes A-^E et p : E->C=E/L; comme p est surjectif et que E est une
extension A-triviale, cette suite est exacte et scindée en vertu de (20.5.12, (iii) ). La commu-
tativité du carré de droite de (20.6.9.1) résulte de la relation v==poq (20.5.2 .7) ;
l'image par ÎE/B/A^C du noyau YC/B/A de ^C/B/A est donc contenue dans le noyau L
de J&C/B/A* D'autre part soit h : C->E un A-homomorphisme inverse à droite de p, et
soit j : L-^E l'injection canonique, de sorte que l'on a q{b) ==h{v(b)) +j(D(6)) pour
éeB, où D est la A-dérivation de B dans L définissant la B-extension E; on peut
écrire D==/orfg^, où /: f2g^->L est un B-homomorphisme. En vertu de (20.5.2.6),
ona ^E/B/A( r fB/AW)=^E/A(^W)=^E/A(A^W))+rfE/AOV(û fB/A(^))) POUr écB. Soit alors

^=Srfg^(é,)®^, où è,eB et ^eC, un élément de ^B/A^B^; ona

(^B/A®IC)(^-S^/A(A(^^))®^+S^/A(JV^B/A(^))))^
i i

Dans la première somme, on a d^{h{v{b^))) ==h^^(d^(v{b^))), donc cette somme
est (AE/C/A^CK^C/B/AC^)) en vertu de (20.5.2.6). Si l'on prend ^eï^g^, cette somme
est donc nulle, et il reste, par définition de 8 C/E/A ?

(<7E/B/A®Ic)(^) =S8c/E/A^/^B/A(^)) - SC/E/A (/(^) )
i

ce qui démontre la commutativité du carré de gauche dans (20.6.9.1).
On notera que lorsque l'on suppose seulement que 8^^ est injectif (et non nécessai-

rement inversible à gauche), cette interprétation permettrait encore de définir /g comme
la restriction de ÎE/B/A^C à ^/B/A-

Corollaire (20.6.10). — Si S{ est un idéal de B, G=B/^, E==B/^2, et si E
est une ^-extension A-triviale (18.3.7) de C par ^/^2, alors l^ homomorphisme caractéristique

XE : ̂ /B/A-^/^2 est bijectif.
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En effet, dans le diagramme (20.6.9.1), les deux flèches verticales de droite sont
des homomorphismes bijectifs (20.5.12, (ii)).

Théorème (20.6.11). — Soient M:A-^B,y:B->C deux homomorphismes d'anneaux,
L un C-module. Supposons vérifiée l'une des conditions suivantes :

(i) L est un C-module injectif.

(u) ^/B/A est facteur direct du C-module Q^®QC et Uç^ : t^/A-^/B est inversible
à droite.

Alors Fhomomorphisme canonique (20.6.7.1)

Exalcom^ (G, L) ->Homc (YC/B/A. L)
est bijectif.

En particulier, si Q^ et tî^ sont des C-modules projectifs, l9 homomorphisme canonique
(20.6.7. i ) est bijectif.

Le fait que chacune des conditions (i), (ii) entraîne que (20.6.7.1) est bijectif
résulte dans les deux cas de la définition de a^. On notera d'ailleurs que la condition (ii)
est nécessaire et suffisante pour que Phomomorphisme (20.6.7.1) soit bijectif pour tout
C-module L (Bourbaki, Alg., chap. II, 3e éd., § 2, n° i, prop. i). Si on suppose que t^p
et 0^^ sont des C-modules projectifs, alors, dans la suite exacte (20.6.1.1), Ker^ç,^)
est un G-module projectif, car la suite exacte

o->Ker(^/A) -^C/A-^C/B-^O

est scindée, ^g étant projectif; comme K.erÇu^Q^) ==Im{vQ^), la suite exacte

Û^^/B/A^^B/A^BC^M^B/A) -^0
est scindée.

Corollaire (20.6.12). — Supposons que G soit une A-algèbre formellement lisse. Il existe
alors un homomorphisme canonique

(20.6.12.1) Exalcom^G, L)^Homc(Yc^5 L).

En outre, cet homomorphisme est bijectif si F une des conditions (i), (ii) de ( 20 .6 .11 ) est
vérifiée.

En effet, il résulte de l'hypothèse sur G que Exalcomg(C, L) ==Exalcomg^(C, L),
et rhomomorphisme (20.6.12.1) n'est autre que (20.6.7.1).

Corollaire (20.6.13). — Si C est une A-algèbre formellement lisse et si Q^g est un C-module
projectif, Phomomorphisme ( 2 0 . 6 . 1 2 . 1 ) est bijectif.

En effet, on sait alors que 01^ est un C-module projectif (20.4.9), les topologies
étant discrètes.

(20.6.14) Les notations restant les mêmes, supposons maintenant en outre que A,
B, G soient des A-algèbres et u, v des A-homomorphismes, ce qui revient à se donner trois
homomorphismes d'anneaux

A^A^B-^C.
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On a donc, en dehors du module d'imperfection ÏC/B/A? ^es modules d'imperfection
YB/A/A? YC/A/A et YC/B/A? et on a déjà défini des homomorphismes canoniques de C-modules
(20.6.4.2)

(20.6.14.1) u : 1 C/A/A'-> ï C/B/A

sf : '^C/B/A'^^C/B/A-(20.6.14.2)

Comme dans le diagramme commutatif (20.5.7.3)

^A/A®AB -> ÎÎB/A -^ ^B/A

(20.6.14.3)

^A/A®AC -^ ^C/A -> ^C/A

la ligne inférieure est formée de G-modules, on en déduit par tensorisation un diagramme
commutatif

"l/A^G "B/A®BC -> ^B/A^BC -> 0

(20.6.14.4)

o1 (% P
^^A/A^A^ œ/ ^/"C/A ————" -"G/A ~" u

où la première ligne est encore exacte et la flèche verticale de gauche est l'identité;
si l'on pose

(20.6.14.5) Y^^Ker^/A/A^i^-Ker^l^^C -> ̂ W)

on voit, compte tenu de la définition de YC/A/A? çi^ ^on a un unique C-homomorphisme

(20.6.14.6)

rendant commutatif le diagramme

o -^ YS/A/A -^ ^/A^C -^ Q^^.C -> Ql/.®.C0 —^ 1 B/A/A A/A^A'

(20.6.14.7)

7/ - T0
v • 1 B/A/A ' Y,C/A/A

^B/A^B' -'B/A^B^

0 ^ YC/A/A -> ^A/A®AC ^C/A ^C/A

dont les lignes sont exactes.
Lorsque A = Z, on écrira Y^ au lieu de Y^/z. Si A est un corps premier, on

» yc _YC
d A B/A/A — 1 B/A •

(20.6.15) Pour étudier les relations entre les modules précédents, nous intro-
duirons d'une part le complexe de B-modules K, (B/A/A), d'autre part, les complexes
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de C-modules K.(C/A/A) et K.(C/B/A) (20.6.5), et en outre les complexes de
C-modules suivants. On posera tout d'abord

(20.6.15. i ) K^B/A/A) = K.(B/A/A)®BC.

D'autre part, nous désignerons par T.(C/B/A) le complexe de C-modules dont
les termes sont nuls sauf en degrés o et i, et où

(20.6.15.2) To(C/B/A)=Ti(G/B/A)=t2^®BG

l'opérateur différentiel étant l'identité, de sorte que ce complexe est homotope à o ; posons
enfin

(20.6.15.3) K:(G/A/A)=K.(G/A/A)®T(G/B/A).

En vertu du caractère trivial de T., il est clair que l'on a

(20.6.15.4) H^K:, L^H^K, L) et H,(K:, L)-H,(K, L)

pour tout C-module L et tout i,
(20.6.16) Définissons maintenant une suite exacte de complexes, scindée en chaque

degré

(20.6.16.1) o -> K^B/A/A) -^ K:(C/A/A) 4. K.(C/B/A) -> o

de la façon suivante : désignons pour un moment par

/^i/A®AC-^^B/A®BC

^^B/A^BC^^C/A

les homomorphismes canoniques MB/A/A® Ic et ^C/B/A respectivement, dont le composé
est ^o/=(yo^)ç^ (cf. (20.6.14.4)). On prendra ji{x) = {x,f(x)), p^y, ^)==^—/(^),
j^)=.{g{x),x),po(jy,^=g{^—^ de sorte que Im(ji)==Ker(j&i) est le graphe de/,
supplémentaire de {o}©Ti, et Im{jo)==Ker{po) est le graphe de g, supplémentaire
de Ki(C/A/A)®{o}; la vérification de la commutativité du diagramme

o -> K^B/A/A) ̂  K^C/A/A) ^> Ki(C/B/A) -> o

o -> ^(B/A/A) ^> Ko(C/A/A) -^ Ko(C/B/A) -> o

où les flèches verticales sont les opérateurs différentiels, est immédiate.
Théorème (20.6.17). — On a une suite exacte de C-modules

(20.6.17.1) O—YS/A/A
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rô l'opérateur bord () est le composé

(20.6.17.2) ÏC/B/A-^ÏC/B/A-^ÛB/A^BC

/û seconde flèche étant l'injection canonique.

En écrivant la suite exacte d'homologie pour la suite exacte de complexes
(20.6.16.1), on obtient (20.6.17.1), l'homologie étant nulle en degrés distincts de o
et de i; le fait que les homomorphismes de cette suite exacte qui proviennent par
fonctorialité de j et de p sont bien ceux de l'énoncé est immédiat. Reste à vérifier
que ê est égal à (20.6.17.2); or un élément ^YC/B/A est image par j&i de (o, <s),
d'où on déduit aussitôt que â(^) est l'image de ^ par l'homomorphisme canonique
SB|A|A®z c : ̂ È/A^B G —^ ûg^OOg C. Notre assertion résulte de la commutativité du diagramme

"Y* "y»
1 C/B/A ———~^ 1 C/B/A

(20.6.17.3)

^B/A^aC -^ "B/A®BC

(cf. (20.6.4.3)).
Corollaire (20.6.18). — (i) La suite de C-modules

(20.6.18.1) o -> Y^ ̂  Yc/^ ̂  YC/B/A ̂  Y^A -> o

^ exacte.
(il) Si B ̂  z/^ A-algèbre formellement lisse relativement à K, on a Y^^==o.
(i) Dans (20.6.17.1), l'image de Y^/A par 0 est le noyau de 2^^, donc Y^/A

par définition.
(ii) L'hypothèse entraîne que la suite

0^i/A®AB-->ÛB/A^"B/A-^0

est exacte et scindée (20.5.7); par tensorisation avec G, la suite

O^^I/A^AC-^^B/A^BC-^OB/A^BC-^O

reste donc exacte, d'où notre assertion.
Corollaire (20.6.19). — Soient K un corps, E, F deux extensions de K telles que KcEcF.
(i) Si F est une extension sêparable de E, on a Yp/e/K = ° (autrement dit, V homomorphisme

canonique ^E/K^E^-^^/K est injectif).
(ii) Inversement, si F est une extension sêparable de K et si l'on a Yp/e/K == 0? alors F ̂

^?z^ extension sêparable de E.
Si P est le corps premier de K, on a en effet la suite exacte (20.6.18)

JL F/K/P -> Jl F/E/P ""̂  Yp/E/K "̂  0•

Si Yp^/p = Yp/E == o, on a donc Y^/K^0? d'où (i) en vertu de (20.6.3); inversement,
sl ^F/E/K^0 et Yp^/p ̂  Yp^K == o, on a YF^P==O, d'où (ii) en vertu de (20.6.3).
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Corollaire (20.6.20). — (i) Si K est une extension algébrique séparable de k, on a îi^=o.
(ii) Soient k un corps de caractéristique o, K une extension de k. Pour que D|̂ ;==o, il faut

et il suffit que K soit une extension algébrique de A. En particulier^ pour qu'un corps K de carac-
téristique o soit tel que fl^ == o, il faut et il suffit que K soit une extension algébrique de Q^
(cf. (21.4.4) et (21.7 .5) ) .

(i) Pour tout A:eK, soit y le polynôme minimal de x sur k; comme f'^^-o et
d^[f{x})^f'[x)d^{x)=o, on a d^ {x) == o et notre assertion résulte de (20.4.7).

(ii) II existe une extension pure L de k telle que k CL CK et que K soit une extension
algébrique de L. Comme K est séparable sur L, il résulte de (20.6.19, (i)) que la
suite (20.5.7.2) ^ K-^01 -^O1 -^n

0 ~^ ̂ LIk^L i^ -> ̂ Klk"^ "K/L ~^ °

est exacte et de (i) que tî^/L == °- La relation Q^/fc = ° est donc équivalente à t^ == o,
et comme L est une extension pure de k, il résulte de (20.5.10) que la relation il^===o
équivaut à L==A;.

Remarques (20.6.21). — (i) Comme ÏB/A/A est 1e noyau de

^B/A/A-.^/A^B-^B/A

et Ï^A/A ^e noyau de ^B/A/A01^ on a un homomorphisme canonique
(20.6.21.1) YB/A/A®BC^TS/A,A.

Cet homomorphisme est bijectif lorsque la suite
(20.6.21.2) 0-^YB;A/A®BC->Ql/A®AG^QB/A®BG^tiB/A®BC->0

est exacte, ce qui se produit dans les cas suivants :
i° C est un B-module plat.
2° Les B-modules QB/A et ^B/A sont P^15 : en effet5 u en est alors de même de

KerÇ^B/A^^B/A) (0156.1.2), et la suite (20.6.21.2) est alors exacte en vertu de (Oi ,6 . i .2) .
(ii) Considérons un diagramme commutatif d^homomorphismes d'anneaux

A' -^ A' —^ B' —> C'

î
A

î î î
A B C

Alors les définitions de (20.6. i6) montrent que l'on a un diagramme commutatif
de complexes (où les flèches verticales proviennent de (20.6.6.4))

o ^ K^B/A/A) -^ K:(C/A/A) -^ K.(C/B/A) -> o

o -> K^B'/A'/A') -> K:(C7A'/A') -> K.ÇC'/B'/A')
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d'où, par passage à l'homologie, un diagramme commutatif

(20.6.21.3)
T0
1 B/A/A T.C/A/A Y,C/B/A "B/A®BC ^/A ti1'C/B

n ^ T0' s yu "" ^B'/A'/A' " ^-C'IA'/A'
'Y* _, ol (Oi /^y
^C'I'B'IA' ' "-BVA'^B'^ ^ ^C7B'

On a un diagramme commutatif analogue pour (20.6.18.1).
Proposition (20.6.22). — Soient s : A->A, u : A->B deux homomorphismes d'anneaux,

K un idéal de B, G l'anneau quotient B/^. Supposons que E = B/^2 jrô ̂  ̂ "extension A-triviale
de G j&ûr ^/^2. 0% û û/orj ^^ suite exacte

(20.6.22. i ) o ^c
1 B/A/A T XE^ Q-/Q-2 C/B/^ o1 ^ r1 VC/B/A ni1 C/A/A ——> M/M" ——> ^B/A^B^1 ——^ ^C/A ̂  °-

En effet, comme v : B->G est surjectif, on a Q^g=o (20.4.12). En outre, il
résulte de (20.6.10) que YQ/B/A s'identifie canoniquement à ^/^2. Il suffit alors d'appli-
quer les suites exactes (20.6.17. i) et (20.6.18. i), en notant que l'on a un diagramme
commutatif

YC/A/A
Ql 0 p
^A/A A^

^ ^

Yc/E^Yc/B/A-^2 !c^ ^B/A®BC=^A®EC
i i

A/^2
Û

l /ç\ r^
B/A^B^1

et utilisant la commutativité du diagramme (20.6.17.3).
On a ainsi précisé le noyau de 8^^ dans le cas où il existe un anneau A tel que A

soit une A-algèbre et que B/5Î2 soit A-triviale', on observera que c'est le cas en particulier
lorsque G est une A-algèbre formellement lisse (pour la topologie discrète).

Supposons en outre qu'on ait un diagramme commutatif d'homomorphismes
d'anneaux

A' —> A' —^ B'

î î î'
A A B
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que S{' soit un idéal de B' tel que /(^) C^, et que E'==B7^'2 soit une B'-extension
A'-triviale de C^B'/^' par S^'fK2. On a alors un diagramme commutatif

(20.6.22.2)
0 ~^ ^B'/A'/A' -> 'Ï*C'/A7A' ^/^2 -> ^B'/A^B'C' -> t^ -> 0

yc
1 B/A/A XC/A/A ^2 o1 ryi r^^B/A^B^ ^C/A

comme il résulte de (20.6.21.3) et (20.5.11.3).
Corollaire (20.6.23). — Sous les hypothèses de (20.6.22), supposons en outre que B

soit une A-algèbre formellement lisse. Alors on a une suite exacte

(20.6.23.1) o -> Yc/^ ̂  m2 8C^ QB^C-^/^O.
Cela résulte en effet de (20.6.18, (ii)).
(20.6.24) Lorsque les hypothèses de (20.6.22) sont satisfaites, on dit encore que

Phomomorphisme caractéristique ^ est Vhomomorphisme caractéristique de la A-algèbre B,
relativement à A et à l'idéal S{ (en supprimant ces dernières précisions lorsqu'il n'y a pas
de confusion à craindre) ; on le notera parfois /g ou ^g^.

Proposition (20.6.25). — Soient j - :A->A,z/:A->B,y:B-^C trois homomorphismes
d'anneaux, L un C-module. On a alors une suite exacte

(20.6.25. i ) o — Dérg (G, L) ̂  Dér^ (G, L) -^ Dér^(B, L) 4.

-> ExalcomB^(C, L) ->• Exalcom^(C, L) ->• Exalcom^(B, L) -> o

où u1, v1 sont les homomorphismes définis dans (18.3.6.4) et (18.3.6.2) , et S est défini comme
dans (20.2.2).

En effet, comme la suite exacte (20.6.16.1) est scindée, on en déduit une suite
exacte

o->Homc(K.(C/B/A), L)->Homc(K:(C/A/A), L)-^ Home (K^ (B/A/A), L)-^o.

Si on applique à ce complexe la suite exacte de cohomologie, en tenant compte
de (20.6.15.4), et de (20.6.6), on obtient (20.6.25.1) car on a

Home (K° (B/A/A), L) ^Hom^K (B/A/A), L)

par définition; l'identification de u1 et v1 avec les homomorphismes de (18.3.4.2)
résulte de (20.6.6.4).

Remarque (20.6.26). — Dans ce numéro, les complexes K.(C/B/A) sont apparus
comme un artifice technique destiné à simplifier l'exposition de certains comportements
fonctoriels. En réalité, ces complexes, considérés comme objets de la catégorie des



§ 20 PRÉLIMINAIRES 147

complexes de C-modules « à homotopie près » (c'est-à-dire où les morphismes sont les
classes d'homomorphismes homotopes) sont des invariants remarquables, plus fins que
le couple formé de û^ et de YC/B/A- Lorsque k est un corps premier, et C une A-algèbre
formellement lisse (par exemple un anneau régulier de type fini sur une extension de k
(cf. (IV, 6.8.6) ) ) on peut montrer que le complexe K. (C/A/A) peut se décrire uniquement
en faisant intervenir G et A (à l'exclusion de k) : on exprime C comme quotient d'une
algèbre de polynômes B sur A par un idéal fi, et on considère le complexe F.(C/A)
à 2 termes non nuls

... -^o-^fi/fi^û^^G^o-^...

(dont l'homologie coïncide bien avec celle de K.(G/A/Â;) en vertu de (20.6.23.1)).
Ces complexes F. (G/A), qui du point de vue de l'algèbre homologique jouent le rôle
d'un fibre conormal pour Spec(C) au-dessus de Spec(A), tiendront une place importante
dans les chapitres de cet ouvrage consacrés à la dualité des faisceaux cohérents et au
théorème de Riemann-Roch.

20.7, Généralisations aux anneaux topologiques.

(20.7.1) II résulte aussitôt des définitions que si, dans (20.5.2) et (20.5.3),
les anneaux A, B, G sont supposés être des anneaux topologiques et les homomorphismes
d'anneaux u, v continus, alors les homomorphismes MC/B/A et ^C/B/A sont continus (il faut
naturellement prendre sur ^ÎB/A^G la topologie produit tensoriel).

En outre, M^/A : ̂ /A-^^/B est un morphisme strict surjectif de C-modules topo-
logiques; en effet, il en est ainsi de Fhomomorphisme canonique C®^C->C®BG, compte
tenu de la définition de la topologie produit tensoriel; par passage aux quotients on en
déduit que l'homomorphisme correspondant P^/A-^/B est un morphisme strict surjectif,
et UQ^ est la restriction de ce dernier à îi^-

Dans (20.5.5), si A' et B sont des A-algèbres topologiques, et si B' et t^/A^a3'
sont munis des topologies produits tensoriels, l'homomorphisme canonique (20.5.5.1)
est un isomorphisme topologique, en tenant compte de ce que P^ est somme directe
topologique de B et de Qg^ (20.4.8).

Proposition (20.7.2). — Soient M : A - ^ B , y : B - ^ C deux homomorphismes continus
d'anneaux topologiques. Pour que l'homomorphisme continu Z^/A : ̂ B/A^C-^Û^A soit formelle-
ment inversible à gauche (cf. (19.1.5)), il faut et il suffit que G soit une ^-algèbre formellement
lisse relativement à A (19.9. i) (et a fortiori il suffit que C soit une B-algèbre formellement
lisse).

Dire que ̂ /A est formellement inversible à gauche signifie en effet, vu que les topolo-
gies de tî^ et ^B/A^B G sont moins fines que celles déduites de la topologie de C (20.4.5),
que pour tout C-module discret L, annulé par un idéal ouvert de C, l'homomorphisme
canonique

Hom. contç(n^, L) -> Hom. cont^ûa/A^B^ L)
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est surjectif (19.1.5); comme Hom. contç (Î^B/A^B G, L) = Hom. conte (îia/A ? L) par défi-
nition de la topologie produit tensoriel, il revient au même, en vertu de (20.4.8), de
dire que l'homomorphisme canonique

Dér. cont^C, L) -> Dér. cont^(B, L)

est surjectif. Mais la suite exacte (20.3.8.2) montre que cette condition équivaut à
ExalcotopB/^C, L) =o, c'est-à-dire précisément au fait que G est formellement lisse
relativement à A (19.9.8).

Corollaire (20.7.3). — Supposons que dans B et dans G, le carré d'un idéal ouvert soit
ouvert. Pour que G soit une ï-algèbre formellement lisse relativement à A, il faut et il suffit que
si l'on désigne par (̂ ) un système fondamental de voisinages de o formé d'idéaux de G, alors, pour
tout À, l^homomorphisme

(20 . 7 . 3 . I ) ^/B/A® 1 C/^ ; "'B/A^B (C/^) -> tî C (G/^)

soit inversible à gauche.
On sait en effet alors que la topologie de tiB/A^^P- ^/A) est déduite de celle de B

(resp. de G) (20.4.5); on en conclut aussitôt que la topologie de ÎÎB/A^B^ est aussl

déduite de celle de G; le corollaire résulte alors de (20.7.2) et (19.1.7).
Proposition (20.7.4). — Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique.

Pour que B soit formellement non ramifiée ( 1 9 . 1 0 . 2 ) 3 il faut et il suffit que le séparé complété ÎÎB/A
soit nul.

En effet, il résulte aussitôt de (19.10.4) et (20. i. i) que, pour que B soit formelle-
ment non ramifiée, il faut et il suffit que pour tout idéal ouvert .ft de B, tout idéal ouvert $
de A tel que Ô-BC^ et tout (B/^)-module L, on ait Dér^(B/5î, L) ==o, c'est-à-dire
Dér. cont^(B, L) ==o pour tout B-module discret L annulé par un idéal ouvert de B;
en vertu de (20.4.8), cela équivaut à Hom. cont^Çila/A? L) ==o pour un tel B-module,
d'où aussitôt la proposition.

Lorsque B est discret, la condition de l'énoncé de (20.7.4) équivaut donc à QB/A == °'
Corollaire (20.7.5). — Soient A un anneau, m un idéal de A, B une A-algèbre; munissons A

de la topologie m-préadique, B de la topologie déduite de celle de A, et posons Ao=A/în,
Bo==B/mB==B®^Ao. Alors, pour que B soit une A-algèbre formellement non ramifiée, il faut
et il suffit que ti^/^==o (ou encore que BQ soit une A^-algèbre formellement non ramifiée).

En effet, on a ^B/A^B^^^B/A/^^B/A^^BO/AO en v61111 de (20.5.5); écrire que
tout sous-module ouvert de QB/A est égal à t^/A équivaut par (20.4.5) à écrire que
m.ûg^==ti^, d'où la conclusion.

Proposition (20.7.6). — Soient ^ :A—^B,y :B->C deux homomorphismes continus
d^ anneaux topologiques, et supposons que v fasse de G une B-algèbre formellement étale; alors
^C/B/A : ̂ /A^aC^-^/A est un bimorphisme formel ( 1 9 . 1 . 2 ) .

En effet, pour tout C-module discret L annulé par un idéal ouvert de G, on a
alors (20.7.4) Dér. conta(C, L) == o et par suite (20.3.6.1) l'homomorphisme canonique
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Dér. contre, L)->Dér. cont^(B, L) est injectif; il est par ailleurs surjectif en vertu de
(20.7.2), donc il est bijectif; il en résulte que l'image de Z^B/A est nécessairement dense
dans ii^, sans quoi le quotient de D^ par l'adhérence de Im(^/B/A) serait séparé
et =t= o et aurait donc un quotient discret L =t= o, contrairement à ce qu'on vient de voir
(compte tenu de (20.4.8)). Par suite ^C/B/AÎ V11 est un monomorphisme formel en vertu
de (20.7.2), est aussi un épimorphisme formel (19.1.2), donc un bimorphisme formel.

Corollaire (20.7.7). — Supposons que dans B et dans G le carré de tout idéal ouvert soit
ouvert. Si G est une ^-algèbre formellement étale, alors, pour tout idéal ouvert ̂  de G, Vhomo-
morphisme (20.7.3.1) est bijectif.

En effet, en vertu de (19.1.1), cet homomorphisme est surjectif, et il est injectif
par (20.7.3).

Proposition (20.7.8). — Soient u : A-^B un homomorphisme continu d^ anneaux topo-
logiques, S{ un idéal de B, G Vanneau topologique quotient B/.ft, v : B-^C P homomorphisme
canonique. Alors :

(i) Dans la suite exacte ( 20 .5 .12 .1 )

0/025C/B/A ni (^ r" t?c/B/A ni -^M/M" ——> "B/A^B^ ——> ^C/A-^0

/'homomorphisme Sç/a/A €s^ continu et V homomorphisme ^C/B/A es^ un morphisme strict de C-modules
topologiques.

(ii) Pour que SC/B/A soit formellement inversible à gauche (19 .1 .5 ) , il faut et il suffit que
pour tout C-module discret L annulé par un idéal ouvert de G, U homomorphisme canonique

(20.7.8.1) Exalcotop^(C, L)->Exalcotop^(B, L)

soit injectif.
(i) La première assertion est évidente. D'autre part, l'homomorphisme canonique

v® v : B®^B->C®^C est un morphisme strict par définition de la topologie produit
tensoriel, et on en déduit aussitôt (cf. (20.5.2)) qu'il en est de même de ^C/B/A*

(ii) Dire que Sç/a/A es^ formellement inversible à gauche signifie que pour tout
C-module discret L annulé par un idéal ouvert de G, l'homomorphisme canonique

Hom. conte (^B/A^aGî L) -> Hom- contç(^/M2, L)

est surjectif. Or, compte tenu de (18.4.3) et de (20.4.8)3 cela revient à dire que l'homo-
morphisme canonique

Dér. cont^(B, L) ->ExalcotopB(C, L)

est surjectif, et la conclusion résulte donc de la suite exacte (20.3.6.1).
Le fait que (20.7.8. i) soit injectif s'exprime encore de la manière suivante, compte

tenu de la définition des deux membres (18.4. i) : pour tout idéal ouvert 9Jt de A, tout
idéal ouvert îl de B tel que 9KB C9Î, et toute (A/9JÎ)-extension E de B/(^+9l) par
un (B/(^+9Î)) -module L, telle que l'image réciproque de E par l'homomorphisme
canonique B/9î-^B/(^+9l) soit (A/9JÏ)-triviale, il existe un idéal ouvert W C9ÎÎ de A,
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un idéal ouvert îl'CÎÎ de B tels que SOÎ'BCSR' et que l'image réciproque de E par
rhomomorphisme canonique B/(^ï +îl') -> B/(^ +?l) soit (A/9JI')-triviale. En particulier :

Corollaire (20.7.9). — Si la A-algèbre topologique C==B/^ est formellement lisse,
l'homomorphisme canonique SC/B/A est formellement inversible à gauche,

(20.7.10) Dans (20.6.1), lorsque A, B, G sont des anneaux topologiques, u et v
des homomorphismes continus, on munit ÏC/B/A ^e ^a topologie induite par celle
de ^B/A^B^!; les homomorphismes (20.6.4.2) et (20.6.4.4) sont alors continus pourvu
qu'il en soit de même de ceux du diagramme (20.6.4.1). En outre, si, dans (20.6.7),
on suppose que L est un G-module discret annulé par un idéal ouvert de G, on déduit,
par passage à la limite inductive, un C-homomorphisme canonique

(20.7.10.1) ExalcotopB^(C, L) ->Hom. cont^Yç/B/A» L)

compte tenu de (18.5.3. i) : pour tout idéal ouvert 3JI de A, tout idéal ouvert ?l de B
tel que 9JIBC91, tout idéal ouvert ^ de G tel que 9ÏCc^ et que ^Î.L==o, toute
(B/91) -extension E de G/^P par L qui est (A/SOt)-triviale provient de la donnée d'un
G-homomorphisme continu y de ti^/A^a^ dans L, et l'homomorphisme (20.7.10.1)
fait correspondre à l'image dans Exalcotopg^(C, L) de la classe de E, la restriction
de y à YC/B/AÎ ̂  homomorphisme caractéristique de E et noté encore ^-

Proposition (20.7.11). — Supposons que la topologie de G soit telle que le carré d'un idéal
ouvert soit ouvert. Si G est une A-algèbre topologique formellement lisse et si Î2^g est un G-module
formellement projectif, on a un isomorphisme canonique

(20.7.11.1) ExalcotopaÇC, L) ^ÏHom. contç(Yc/g^, L)

pour tout C-module discret L annulé par un idéal ouvert de G.
On a en effet, dans la suite exacte (20.3.7.1), Exalcotop^(C, L) ==o (19.4.4),

donc ExalcotopgÇC, L) =Exalcotopg^(C, L) et l'homomorphisme (20.7.8.1) n'est
autre que (20.7.10.1); le fait qu'il est bijectif se déduit de (20.6.13) par passage à la
limite inductive, compte tenu de ce que la topologie de il^g est alors déduite de celle
de G (20.4.5) et de (19.2.4).

(20.7.12) Dans (20.6.14) on munit encore Y^/^ de la topologie induite par
celle de ÎÎÎ/A^A^ et ^ors rhomomorphisme (20.6.14.6) est continu, lorsque les
anneaux considérés sont topologiques et les homomorphismes d'anneaux continus.

(20.7.13) Si, dans (20.6.23), on suppose que les anneaux A, A, B, G sont topo-
logiques, les homomorphismes s, u, v continus et L un C-module discret annulé par un
idéal ouvert de G, alors on peut passer à la limite inductive comme dans (20.3.6), et
on a une suite exacte

(20.7.13.1) o-^Dér. cont^C, L)^Dér. cont^(G, L)-^Dér. cont^(B, L)->
-^Exalcotopp/^C, L)-^Exalcotop^(C, L)->Exalcotop^(B, L)-^o.

(20.7.14) Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique, W
un idéal ouvert de A, îl' un idéal ouvert de B tels que 9JÎ'Bc9î'; posons A'=A/9)Î',
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B^B/ÎT; le noyau de Phomomorphisme B^B-.B^B' est U'^Im^^B+B^ÎÎ'),
d'où résulte aussitôt que le noyau de Phomomorphisme

(20.7.14.1) (p^^ : ̂ B/A-^^'/A'

est (OnIT) ^-S2)^2; par ailleurs, Phomomorphisme (20.7.14.1) est surjectif, comme
il résulte de (20.4.7). Si W (resp. îl") est un second idéal ouvert de A (resp. B) tel
que Sirca^grcîî' et aîTBCSr, etsiPonpose A'^A/ajT, B^B/ÎT, on a de
de même un homomorphisme surjectif

9(3Jl',9l'),(aJÎ",9î") : ̂ ly|A"~>^IBr|A'

et ces homomorphismes forment évidemment un système projectif. Si Pon remarque que
les (OnIT) ̂ -S2)^2 forment un système fondamental de voisinages de o dans Î^B/AÎ
on voit donc que le séparé complété Ù^^ du B-module topologique QB/A est donné, à un
isomorphisme canonique près, par

(20.7.14.2) âB/A=Hm(ÛB^).

En outre, Phomomorphisme canonique j : ^B/A^^B/A est limite projective du
système projectif des ̂ ^'^, donc ^ ^ ' ^ ' ) se factorise en ^B/A^^B/A^^B'/A'? et comme
il est surjectif on en conclut que Phomomorphisme canonique

(20.7.14.3) Q^ -> QB'/A'

est surjectif pour tout couple (SOt^îî').
On peut d'ailleurs dans ce qui précède remplacer partout A' par A.
Enfin, si L est un B-module topologique séparé et complet, tout B-homomorphisme

continu de ^ÎB/A dans L se prolonge de façon unique en un Ê-homomorphisme continu
de Q^ dans L, et réciproquement un tel homomorphisme redonne par composition
avec ÎÎ^/A'^^^/A un B-homomorphisme continu, si bien que Pon a un isomorphisme
canonique

Hom. contB^B/Aî L1) ̂  Hom. contg^B/A? L)-

Plus particulièrement, si L est un B-module discret annulé par un idéal ouvert
de B, on voit que Pisomorphisme canonique (20.4.8.2) peut aussi s'écrire

(20.7.14.4) Hom. contg(^B/A3 L) ̂  Dér. cont^(B, L).

Proposition (20.7.15). — Soient A un anneau discret, B une A-algèbre topologique
adique (Oi, 7.1.9), n un idéal de définition de B, Bo=B/n. On suppose que tî^/A et ̂ ^ sont

des ^-modules de type fini. Alors O-^/^ est un là-module de type fini.
Comme \e carré de tout idéal ouvert de B est ouvert, la topologie de Q^

est la topologie n-préadique (20.4.5). Compte tenu de Phypothèse que B est
un anneau adique, il suffit donc, en vertu de (0;, 7 .2 .7 et 7.2.9), de prouver
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que û^/n.IÎB/A^^B/A^BKo ^t un Bç-module de type fini. Mais cela résulte de
l'hypothèse et de la suite exacte (20.5.12.1)

n/n^Q^Bo-^Bo/A^o.

(20.7.16) La proposition (20.7.15) s'applique par exemple lorsque A est un
corps A, B==^[[T\, ...,TJ] une algèbre de séries formelles munie de sa topologie
usuelle, k' une extension finie de À; (cf. (21.9.2)) . On notera que le corps des fractions K
de B a un degré de transcendance infini sur k; lorsque k est de caractéristique o, on en
déduit aussitôt (à l'aide de (20.4.13, (i)) et de (20.5.9) notamment, en utilisant aussi
le fait que toute dérivation d'un corps de caractéristique o se prolonge à toute extension)
que Qg^ n'est pas un Tï-module de type fini.

(20.7.17) Soient A, B, C trois anneaux topologiques, u : A-^B, v : B-^G deux
homomorphismes continus; remplaçant A, B, G par des quotients par des idéaux
ouverts A'^A/an', B'=B/îl', C'=C/^ avec ^(^^'^(NQC^, de sorte que l'on a
des homomorphismes u' : A'->B', y' : B'-^G', on en déduit des homomorphismes cano-
niques ^C'/B'/A'? ^C'/B'/A' q111? en vertu de (20.5.4), forment des systèmes projectifs, et
donnent par suite, par passage à la limite, des homomorphismes canoniques, prolon-
gements aux séparés complétés des homomorphismes de la suite exacte (20.5.7.1)

O1 ^ P t?c/B/A Ol "C/B/A ^
"B/A^B^1 ——> ^C/A ——> "C/B -> °

(20. 7 . I? . 1 ) ^C/B/A '- "B/AÔB G -> Û^A

(20.7.17.2) SC/B/A ^'C/A-> ^C/B

et dans la suite

f2o T 1^7 a} Ô1 (â-P t?c/B/^ ô1 ^C/B/A o1 -^ ^^20.7. 17.3 ) ^B/A^B^ ——> ^CfÂ. ——> ^C/B -> °

le composé de deux homomorphismes consécutifs est o, mais la suite n'est pas nécessairement
exacte. Toutefois, si B et G sont métrisables, l'homomorphisme à 0/3/4. est surjectif^ et
^(^C/B/A) est dense dans Ker(âc/B/A) : cela résulte aussitôt (cf. (Oi, 7.3.i)) de ce que,
si (3Dy (resp. (?t^)) est une suite décroissante d'idéaux de B (resp. G), formant un système
fondamental de voisinages de o, et si l'on pose B^=B/ajl^, C^=C/9^, les homomorphismes de
transition ̂ ^^^/B^ ̂ C^/A-> "^/A et Û^^-^B,/A sont surjectifs (20.7.14).

Proposition (20.7.18). — Soient A, B, G trois anneaux topologiques, u : A-ï-B, v : B-^C
deux homomorphismes continus. On suppose B et G admissibles (Oj, 7 .1 .2 ) et métrisables. Pour
que V homomorphisme canonique yç/B/A : ̂ B/A^B^^^IA Omette un inverse à gauche qui soit
un C-homomorphisme continu, il faut et il suffit que G soit une B-algèbre formellement lisse
relativement à A.

La condition est nécessaire en vertu de (20.7.2) et (19.1.6). Pour voir qu'elle
est suffisante, notons que le C-module topologique L^Ô^êgC est métrisable et
complet en vertu de l'hypothèse, donc E=Dç(L), muni de la topologie produit, est
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métrisable et complet; il est en outre admissible, car si K est un idéal de définition
dans G, la suite des (^çDL)"^^®^'"1!. tend vers o. Comme l'application composée

D ^^a^^ÂC^L

est une A-dérivation continue de B dans L, le A-homomorphisme continu

f:x^(v{x),D(x))

de B dans E définit sur E une structure de Tà-extension. Comme L est un idéal fermé
dans E, il résulte de (19.9.5) et de l'hypothèse que l'application identique G->E/L
(qui est un B-homomorphisme) se factorise en G->E—»-E/L, où g est un homomorphisme
continu tel que gov ==/; par suite (20. i. 3), g est de la forme y-> (j, D'(^)), où D'est une
B-dérivation continue de G dans L, autrement dit D'oy==D. Compte tenu de (20.7.14.4),
on a D'==Aorfç^, où h : t2^->L est un C-homomorphisme continu; mais on a
dç/^ov == ^c/B/A0^ P^ définition, et comme l'image de B par D engendre (topologiquement)
le C-module L (20.4.7)3 la relation D'oy==D donne bien hov^^==i^. C.Q.F.D.

Corollaire (20.7.19). — Sous les hypothèses de (20.7.18), si l'on suppose en outre que
dans B et G le carré d^un idéal ouvert soit ouvert, alors, pour que C soit une ï-algèbre formellement
lisse relativement à A, il faut et il suffit que ?C/B/A sot^ inversible à gauche.

En effet, les topologies de ûg^ôgC et de 0^ sont alors déduites de celle
de G (20.4.5), et tout C-homomorphisme de l'un dans l'autre est nécessairement
continu.

(20.7.20) Soient A un anneau topologique, B une A-algèbre topologique métrisable
et complète, S{ un idéal fermé de B, C=B/5Î l'anneau topologique quotient, qui est
métrisable et complet. Soit (9JÎ^) un système fondamental décroissant de voisinages de o
dans B formé d'idéaux, et posons B^=B/9[^, ^==(^+9ïîfc)/9Kfc, C^=B^. On a un
système projectif d'homomorphismes 8ç ^ ^ : ̂ /^ —> 0^ /^®B ^k (^'ô-11 •3)? d5011

l'on déduit en passant à la limite un homomorphisme canonique

^C/B/A : ̂ /^2 -> ^B/A^B ̂

et en raisonnant comme dans (20.7.17)5 on voit que F homomorphisme canonique
^C/B/A : ̂ B/A^B0 -> ^/A est surjectif et que Im(8ç/B/A) est dens€ dans ^("C/B/A)-

§ 21. DIFFÉRENTIELLES DANS LES ANNEAUX DE CARACTÉRISTIQUE p

Les résultats du présent paragraphe, de nature plus spéciale et technique que
ceux des §§ 19, 20 et 22, ne serviront qu'exceptionnellement dans le cours du chap. IV.
Leur rôle principal est ici dans la démonstration de trois théorèmes du § 22 (22.3.3,
22.5.8 et 22.7.3), dont le premier et le dernier interviennent de façon essentielle dans
la théorie « fine » des anneaux locaux noethériens du chap. IV, § 7.
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21 . i. Systèmes de p-générateurs et p-bases.

(21. i. i ) Étant donné un nombre p qui est, soit o, soit un nombre premier, nous
dirons qu'un anneau A est de caractéristique p s'il existe un homomorphisme d'anneaux
P—^A, où P est le corps premier de caractéristique^; on notera que cet homomorphisme
est alors unique, le composé Z.->'P->A étant l'unique homomorphisme de Z dans A.
Si A 4=0, il revient au même de dire que A contient un corps de caractéristique p, l'image
de P étant nécessairement un corps isomorphe à P (et d'ailleurs le seul sous-corps de A
isomorphe à P).

(ai. i .2) Si p>o, dire que A est de caractéristique p équivaut à dire que, dans A,
on a p. i == o, ou encore pA == o. Si p •== o, dire que A est de caractéristique p équivaut
à dire que pour tout entier n =[= o, n. i est inversible dans A. Si A 4= o, il ne peut exister
qu'un seul p (premier ou o) tel que A soit de caractéristique p; cela résulte de ce qui
précède et de l'identité de Bezout ap + bq = i pour deux nombres premiers distincts p, q.
Par contre l'anneau réduit à o est de caractéristique p pour tout p.

(21.1.3) Si A est de caractéristique p, il en est de même de toute algèbre sur A.
En particulier, pour tout idéal premier p de A, le corps résiduel de A en p est de
caractéristique p. Réciproquement, si p -==• o et si pour tout idéal maximal m de A, le corps
résiduel de A en m est de caractéristique o, il en est de même de A, car pour tout
entier 724=0, n . i est alors inversible dans tous les A^, donc aussi dans A. Par contre,
si ^>o, un anneau local peut avoir son corps résiduel de caractéristique p sans être
lui-même de caractéristique p, comme le montre l'exemple de Vanneau premier
(intègre) Z^ (19.8.3) ou de l'anneau local artinien Z/^Z pour ^2, qui ne
contiennent pas de corps.

Notons enfin que pour un anneau (même réduit), les corps résiduels en ses idéaux
premiers peuvent avoir des caractéristiques différentes, comme le montre l'exemple de Z.

(21.1.4) Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposons fixés un nombre
premier p et tous les anneaux seront supposés de caractéristique p, sauf mention expresse
du contraire. Pour un tel anneau A, l'application K-^^ est un endomorphisme de A,
que l'on note F^ ; si A est réduit, F^ est injectif. On pose Ap == F^ (A) (sous-anneau de A
formé des ,̂ pour xeA)', on peut naturellement considérer A comme une A^-algèbre.

On peut aussi considérer A comme une A-algèbre au moyen de l^ homomorphisme
F^ : x^xy de A dans A; autrement dit, il s'agit de la A-algèbre Ap ^ pour laquelle le
produit À. x de xeA par un scalaire XeA est le produit T^x dans l'anneau A; nous noterons
cette A-algèbre A^. Il est clair que pour tout homomorphisme d'anneaux u : A-^B le
couple {u, u) est un di-homomorphisme d'algèbres A^-^B^. Pour tout A-module E, on
posera E^^E^A^ où A^ est considéré comme un (A, A)-bimodule, la structure de
A-module à gauche étant celle qu'on vient de définir, et la structure de A-module à droite
définie par la multiplication dans A; E^ est muni de la structure de A-module provenant
de la structure de A-module à droite de A^, de sorte que pour xeE, a, P dans A, on a

a(A:®(3) ==A:®(oc(3) et (o^) 013=0^0 (3) =x®of^
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Posant x^^x®!, on a donc (a^^^a^. Lorsque F^ est injectif, on peut identifier A^
à l'anneau A considéré comme algèbre sur son sous-anneau Ap.

Proposition (21.1.5). — Soient A, B deux anneaux, u : A-^B un homomorphisme.
(i) Toute A-dérivation de B dans un 'B-module L est nulle dans Ap^] (donc est une Apî^]-

dérivation).
(ii) Pour toute sous-A-algèbre A' de Ap^j, si j : A'->B est l'injection canonique,

Fhomomorphisme canonique
JB/A'/A : -"B/A~^^B/A'

est bijectif.
(iii) Supposons qu'il existe un entier s^-o tel que ^/(A)^BPS. Alors, dans U anneau B®^B,

SB/A ̂  M^ nilidéal.
(i) Par récurrence à partir de (20.1.1.1), on déduit, pour toute A-dérivation

D :B-^L, que l'on a DÇx^) ̂ kx^^Çx), d'où en particulier D(^)=o.
(ii) Vu (20.4.8), l'assertion (ii) n'est qu'une traduction de (i), cette dernière

s'écrivant Dér^ (B, L) == Dér^mpj (B^ L) pour tout B-module L.
(iii) Pour tout xeï, on a (x^î—i^x)^ ̂ x^^i—î^x^ =xp\I®ï—I®ï) ==o,

puisque xp eu{A). La conclusion résulte de ce que les éléments i®x—x®i engendrent
SB/A (20.4.4).

Il résulte aussitôt de (21.1.5) que l'on a, pour tout couple d'homomorphismes
d'anneaux A-^B—^C,

(ai. i. 5. i ) YC/B/A == ÏC/B/A-

pour toute sous-A-algèbre A'cAp^] de B.
D'autre part, (21.1.5) montre aussi que l'on a en particulier pour les modules

de différentielles « absolues »

(21 .1 .5 .2) ^A-^A/A^

Corollaire (21 .1 .6) . — Supposons que B soit une A-algèbre de type fini et qu'il existe un

entier s^o tel que ^A^là? . Si l'on a î^e/A^0? u est ^V^if9

D'après (21.1.5, (iii)), SB/A est un nilidéal; en outre, en vertu de (20.4.4) et
de l'hypothèse, ^g^ est un idéal de type fini, donc il est niipotent', comme la relation
Qg^=o signifie que SB/A^SB/A? on en conclut que SB/A^O, ou encore que TC:B®^B-^B
est bijectif. Par ailleurs, tout élément de B ayant sa puissance j^-ième dans u(A), B est entier
sur A, et étant de type fini, c'est une A-algèbre finie. On est ainsi ramené à prouver le
lemme suivant (où on ne suppose pas que les anneaux considérés sont de caractéristique p) :

Lemme ( 2 1 . 1 . 6 . 1 ) . — Soient R un anneau, S une R-algèbre finie; si l'homomorphisme
canonique rc : S®^S->S est bijectif, alors l'homomorphisme structural u : R->S est surjectif.

Il suffit de montrer que pour tout idéal maximal m de R, si l'on pose T=R—m,
Phomomorphisme u^ : R^-^T^S est surjectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3,
n° 3, th. i); or l'hypothèse entraîne que l'homomorphisme (T^S)^ (T'^-^T'^S
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est bijectif (Oj, 1.3.4), et comme T^S est une R^-algèbre finie, on voit qu'on peut
se borner au cas où R est un anneau local. Désignant encore par m son idéal
maximal, il suffit de prouver que u®i : R/m-^S/mS est surjectif, en vertu du lemme
de Nakayama (S étant un R-module de type fini) ; comme l'homomorphisme canonique
(S/mS)®R^(S/mS)->S/mS est bijectif et que S/mS est une (R/m)-algèbre finie, on est
finalement ramené au cas où R est un corps; mais alors les rangs de S^S et de S
sur R ne peuvent être égaux que si S est de rang o ou i, donc si u : R->S est
surjectif.

Proposition (21.1.7). — Soient A un anneau, B une A-algèbre, (^a)aei une famille
d7 éléments de B. Considérons les propriétés suivantes :

a) B = AÎ , (^a)], autrement dit la \\W\-algèbre B est engendrée Mar la famille (^a)a e i •
b) Le A^^-module B est engendré par les monômes fix^y où (w(a))^çi est une famille

d'entiers à support fini telle que o^n(a)<j& pour tout ael.
c) Le ^-module QB/A est engendré par les û^/A^a) (a6!).
Alors les propriétés a) et b) sont équivalentes et entraînent c) ; si en outre B est une ApB^-

algèbre de type fini, c) est équivalente à a) et b).
Il est clair que b) entraîne a), et inversement a) entraîne b), car tout monôme II^^,

a

où les m(a) sont des entiers ^o (formant une famille à support fini), peut s'écrire
(II ̂ "^n ̂ (a), en divisant chaque w(a) par p, ce qui donne m (a) ==p. q (a) +^(00)

a a

avec o^r(a)<^. Le fait que a) entraîne c ) résulte de (21.1.5, (ii)) et de (20.4.7).
Supposons inversement c ) vérifiée et que B soit une Ap^] -algèbre de type fini; soit B'
la sous-A^^-algèbre de B engendrée par les Xy^\ dans la suite exacte (20.5.7.1)

^B'IAIBP] ®B' B -> ̂ BfA[BP] -> ̂ B/B' — 0

l'hypothèse entraîne que la flèche de gauche est surjective (compte tenu de (21.1.5, (ii)) ;
on a donc ^jy=o, et comme B^CB'CB et que B est une B'-algèbre de type fini,
on a nécessairement B'=B par (21.1.6).

Remarque (21.1.8). — Lorsque B est un corps, nous démontrerons l'équivalence
des propriétés a), b) et c ) sans hypothèse de finitude (21.4.5).

Définition (21.1.9). — Soient A un anneau (de caractéristique p), B une A-algèbre, On dit
qu'aune famille (^a)aei d^ éléments de B est p-libre sur A (resp. un système de p-générateurs de B
sur A, resp. une p-base de B sur A) si la famille des monômes IÎ 00 (o^7z(a)<^, (^(a))aei

a

de support fini) est une famille libre (resp. un système de générateurs^ resp. une base) dans le
A[W]-module B.

On a des définitions correspondantes pour un ensemble M d'éléments de B, en consi-
dérant la famille définie par l'injection canonique M-^-B. Lorsqu'on prend pour A
le corps premier F (auquel cas Ap^] == B^, on omet la mention de A dans la définition
précédente (ou l'on dit encore qu'une famille est « absolument » j&-libre, resp. un système
« absolu » de /^-générateurs, resp. une j^-base « absolue »).
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II est clair que les notions définies dans (21.1.9) ne changent pas lorsqu'on y
remplace A par le sous-anneau A)^] de B; autrement dit on peut toujours supposer
que l'on a B^ACB.

Si M est une partie j^-libre de B sur A, il est clair que toute partie de M est p-libre
sur A. En outre :

Lemme (21.1.10). — Soient G une sous-A-algèbre de B telle que B^CC, M une partie
de G, N une partie de B.

(i) Si M est un système de p-générateurs de G sur A et N un système de p-générateurs de B
sur G, alors MuN est un système de p-générateurs de B sur A.

(ii) Supposons que M soit une p-base de G sur A; alors3 pour que N soit p-libre sur G, il
faut et il suffit que MuN soit p-libre sur A.

On peut se borner au cas où B^cAcCdB. Alors (i) est un cas particulier du fait
que si P (resp. QJ est un système de générateurs du A-module G (resp. du C-module B),
l'ensemble des xy, où xeP et j^eQ,, est un système de générateurs du A-module B.
Conservant les mêmes notations, si P est une base du A-module G, dire que Q est une
famille libre sur G signifie que la relation ïia^x^^=o, où a^eA, ̂ eP,^eQ (les x^

X,(JL

(resp. j^) étant deux à deux distincts) équivaut à Sû^^ = o pour tout (JL, ou encore

à a^=o pour tout couple (X, p.); d'où l'assertion (ii).

21.2. p-bases et lissité formelle.

Théorème (21 .2 .1) . — Soient B un anneau, A un sous-anneau de B tel que B^cAcB,
(^J^ei une p-base de B sur A. Soient E une A-algèbre, u : A->E V homomorphisme structurale
q : E-^B un A-homomorphisme surjectif, S{ son noyau, et supposons que ^==0. Alors :

(i) Pour qu'il existe un A-homomorphisme v : B-»E inverse à droite de P homomorphisme
q : E->B, il faut et il suffit que Von ait u[q[^Y) =^ pour tout ^:eE.

(ii) Lorsque la condition de (i) est satisfaite, pour toute famille (^a)aei d^ éléments de E telle
que q^^)==x^ pour tout ael, il existe un A-homomorphisme v : B->E et un seul tel que
v{x^) ==^a pour tout ael, et v est inverse à droite de q,

S'il existe un A-homomorphisme v : B->-E, on doit avoir v{a)=u{a) pour
tout ûeAcB, donc v{q(^)p) ==u{q{^Y) pour tout ^eJL, puisque B^CA. Mais on a
v(q(^) ̂ )= {v {q{^)Y et par définition v{q{^)) =^ (mod. ̂ ) siqov= ig, donc (^(^^^^
puisque ^==0; d'où la nécessité de (i). La suffisance de la condition (i) résultera de (ii).
Or, sous les hypothèses de (ii), l'unicité de v est évidente puisque les monômes II A:^00

a
engendrent le A-module B; comme ces monômes forment en outre une base du A-module B,
il existe une application A-linéaire y de B dans E telle que vÇÎlx^) == Iï^ a) pour toute

a a
famille (^(a))aei à support fini avec o^7z(a)<^ pour tout a. Reste à voir que v est
un homomorphisme d'anneaux. Or, on peut écrire (lï^^^n^^) ==û. Il^, où

a a a

y"(a) ==w(a) ^-^a) si w(a) 4-^(00^5 ^(a) ==w(a) +^(a)—P dans le cas contraire, et aeA
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est le produit des x^ pour les ocel tels que m(a) -\-n[aC)^p, il s'agit de voir que
u(a) == n^ ; mais comme x^ == q[^, cela résulte de l'hypothèse. C.Q.F.D.

a

Corollaire (21.2.2). — Soient B un anneau, A un sous-anneau de B tel que B^cAcB.
6"î7 existe une p-base de B sur A, B ̂  z/^ A-algèbre formellement lisse relativement à B^ (pour
les topologies discrètes).

En effet, soient E une A-extension de B par un B-module L, q : E->B l'augmen-
tation, u : A—>-E l'homomorphisme structural. Dire que E est B^-triviale signifie qu'il
existe un homomorphisme d'anneaux v : B-^E tel que q(v{b))==b et v^) ===«(6^)
pour tout éeB. On en déduit que, pour zeE, on a u{q{^Y) =v{q{^Y}=={v{q{^))Y',
mais en vertu de la relation l?==o, on a aussi 1^=0, et comme v{q{^))—j^eL, on a
(^C^:)))2^^; la condition de (21.2.1, (i)) est donc satisfaite, et E est B-triviale.

Corollaire (21.2.3). — Soient B un anneau, A un sous-anneau de B tel que B^CAcB,
et (^a)aei une p-base de B sur A. Soit L un Tî-module. Alors :

(i) Pour qu'une dérivation D de A dans L se prolonge en une dérivation de B dans L, il faut
et il suffit que D s'annule dans B .̂

(ii) Si D s7 annule dans B ,̂ û^orj, jî^z/r toute famille (j^Jael ^^^^ts de L, il existe une
dérivation D' <fe B rfâ^ L ̂  Î/T^ ^z/fc prolongeant D ̂  ^/fe y^ D'(^) ==ĵ  ^o^r ^OM^ ael.

Étant donnée une dérivation D de A dans L, considérons l'anneau E=Dg(L)
et l'homomorphisme u : A->E défini par u{a) == (a, D(û)) ; un A-homomorphisme
v : B->E inverse à droite de l'homomorphisme canonique q : E->B est alors de la
forme x->{x, D^A;)), où D' est une dérivation de B dans L prolongeant D (20.1.5);
comme u[q[^Y) == [q{^Y^ ^(î^)^)) P0111* ^E, le corollaire résulte aussitôt de (21.2.1)
appliqué à E.

Il résulte de (21.2.3) que la suite

(21 .2 .3 .1) o->Dér^(B, L)-.DérBp(B, L)->DérB?(A, L)->o

(cf. (20 .2 .2 .1) ) est exacte, et que l'application

(21.2.3.2) D'^D^))^

est un isomorphisme du B-module Dér^ (B, L) sur le B-module produit L1 (en faisant D == o
dans (21.2.3)).

Corollaire (21.2.4). — Sous les hypothèses de (21.2.3), la suite

(21.2.4.1) O^QI/B^AB^B/B^ÛB/A-^O

est exacte et scindée, et la famille (^a/A^oc^ael est une ^ase ^u B-moû?^ ^/A-
Cela résulte aussitôt de (21.2.3) et de la formule Dér^(B, L) =HomB(t2g^, L)

(20.4.8).
Corollaire (21.2.5). — Soient A un anneau, B une A-algèbre, (^a)aei une p-base de B

sur A. Alors (^B/AC^a^ael es^ une ^ase ^u ^••module û^.
En utilisant ( 2 1 . 1 . 5 , (ii))? on se ramène en effet au cas où A=A[BP] et il suffit

alors d'appliquer (21.2.4).
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(ai. as. 6) Soient A, B deux anneaux, u : A->B un homomorphisme d'anneaux;
on a (avec les notations de (21.1.4)) un diagramme commutatif

A^ -^ B^)
(21 .2 .6 .1 ) F^ ^FB

A —> B
u

On en déduit donc canoniquement un homomorphisme de B-algèbres
(21.2.6.2) u®i : A^^B-^B^

dont l'image est l'anneau A [B^] (qui est une B-algèbre pour l'homomorphisme Fg : B -^B^).
Théorème (21.2.7). — Soient A un anneau, B une A-algèbre, u : A—^B /'homomorphisme

structural. On suppose vérifiées les conditions suivantes :
(i) L'homomorphisme (21.2.6 .2) déduit de u est injectif.
(il) B admet une p-base (x^)yç^ par rapport à A.
Alors B est une A-algèbre formellement lisse (pour les fopologies discrètes). De façon plus

précise, munissons A et B des topologies discrètes; soient E une A-algèbre topologique admissible
(Oi, 7. i. 2), S{ un idéal de définition de E, G = E/^, v : B->C ^ A-homomorphisme, q : E->C
l'augmentation. Alors, pour toute famille (^Jocei ^éléments de E ^fc ̂  ç^J^^a) ^r

^ ael, z7 œ^ ̂  A-homomorphisme w : B->E ^ un seul tel que v=qow et w(x^)=^
pour tout ael.

Considérons d'abord le cas où E est discret, donc S{ niipotent. On peut se borner
au cas où v est surjectif; en outre, le raisonnement de (19.4.3) permet de supposer S{2=o
et par suite ^==0. Enfin, en considérant l'image réciproque par v de l'extension E de G
par jï, on peut se borner au cas où C=B et où y est l'identité (19.4.4). Comme
l'homomorphisme d'anneaux Fg : ̂ ->^ s'annule dans R, il se factorise en E-^B^E,
et F', considéré comme homomorphisme de B dans E^, est un A-homomorphisme par
définition de la structure de A-algèbre de E^ à l'aide de l'homomorphisme composé
A-^E-SE^, où r : A->E est l'homomorphisme structural de la A-algèbre E; d'ailleurs
r : A^—^E^ est aussi un A-homomorphisme. Il y a donc un unique A-homomorphisme
/: A^^B—^E^ tel que les composés de / et des homomorphismes canoniques
A^-^A^^B et B-^A^^B soient respectivement r et F'. Or, par hypothèse, on
peut identifier A^^B à A^], les homomorphismes canoniques A^—^A^O^B et
B—^A^O^B s'identifiant respectivement à u et à Fg. On peut donc maintenant
considérer E comme une Aj^B^-algèbre au moyen de l'homomorphisme f, et, par
construction, on a /(^(^^r^^ pour tout ^:eE; on est donc dans les conditions
d'application de (21.2.1), d'où le théorème dans ce cas.

Pour passer au cas général, considérons un système fondamental (3^) d'idéaux
ouverts de E, et soient E,== E/^, ^== (^ + 3x)/3x, G^= E^= E/(^ + ̂ ) ; comme E
est admissible, on a E=lim E^ (Oi, 7 .2 .2) . Pour tout couple (a, X), désignons par ̂
l'image canonique de ^ dans E^, par p^ : C->C^ l'homomorphisme canonique,

255



160 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

par q^ l'homomorphisme canonique E^->C^. Comme par hypothèse ̂  est niipotent
dans E^, la première partie de la démonstration prouve l'existence et l'unicité d'un
A-homomorphisme w^ : B-^E^ tel que p^ov=q^ow^ et w^)==^ pour tout a.
L'unicité des w^ montre alors aussitôt que (z^) est un système projectifd'homomorphismes,
et w = lim w^ répond à la question.

Remarque (21.2.8). — La vérification de l'existence et de l'unicité de l'homo-
morphisme w : B->E tel que w[x^ =^ pour tout a peut se déduire directement du
fait que B est une A-algèbre formellement lisse et de ce que les û^/A^a) forment une
base du B-module t2^ (21.2.4), sans faire intervenir le fait qu'il s'agit d'une j^-base
(de sorte que le résultat est valable sans supposer les anneaux de caractéristique p).
En effet, on peut se borner au cas où ^==0; comme Dér^(B, ̂ ^Hom^û^, ^)
par (20.4.8), il existe une A-dérivation D et une seule de B dans S{ telle que D(^)==^
pour toute famille (4) d'éléments de ^; la conclusion résulte donc de (20.1.1).

21.3. p-bases et modules cTimperfection.

(21.3.1) Soient A, B deux anneaux (de caractéristique^), i : A->B, j : B->A
deux homomorphismes d'anneaux tels que l'on ait

(21.3.1.1) j(^Ça))=ap pour tout aeA,

(21.3.1.2) î( j(è))=p pour tout 6eB.

Le plus souvent, i sera injectif, de sorte que A s'identifiera par i : A->B à un sous-
anneau de B; une fois cette identification faite, l'existence de j implique que B^CA,
et j s'identifie alors à Fg.

(21.3.2) Si h : AP->A est l'injection canonique, on a, d'après (21.3.1.1), un
diagramme commutatif

B^ A
( . A A
21.3 .2 .1 ) » | ] f c

A —> AP
FA

si bien que le couple (j, F^) peut être considéré comme un di-homomorphisme de la
A-algèbre B (pour i) dans la A^-algèbre A (pour A). On en déduit un homomorphisme
canonique de A-modules

(21.3.2.2) TTB/A ^ ^BlA®B^j] -> ̂  = ̂ \

(cf. (20.5.4); l'identification de ^^p et du module des différentielles absolues D\
provient de (21.1.5, (ii))).

On posera

(^•S-a^) ©B/A^E/A^A^

("•S.a.é) SB/A-KC^J
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de sorte que l'on a la suite exacte

(21.3.2.5) o -> 3^ -> ©B/A"^ ^1

(on remarquera que ces notations peuvent prêter à confusion puisque ©g^ et TT^
dépendent non seulement de A et de B, mais aussi de i et dej).

(21.3.3) Comme en vertu de (21.3.1.2), on a 'F^==ioj, on peut écrire pour
tout B-module M (cf. (21.1.4))

(2i. 3.3 • i ) M^ == M®^ == (M®^)®^

d'où en particulier

(21.3.3.2) (ÛB/A^-QB/A^]

et on déduit donc de (21.3.2.2) un homomorphisme canonique de ^-modules

(21.3.3.3) W^B •• (^B/A)^ -> ̂ A^Bra.

Compte tenu de (20.5.4.2)3 l'image de cet homomorphisme est le B-module
engendré par les éléments d^{j{b))®i pour éeB. Leur image par l'homomorphisme cano-
nique IB/A : Q^®AB->t2B déduit de i (20.5.2) est donc dans le sous-B-module de 0^
engendré par les d^(i(j{b))) pour éeB$ en vertu de (21.3.1.2), cette image est nulle.
Autrement dit, on a une suite d'homomorphismes

(21.3.3.4) O->SB/AB^-^(^)^-^YB^

qui n'est pas nécessairement exacte, mais où le composé de deux homomorphismes
consécutifs est nul.

Proposition (21.3.4). — Si B est un A-module plat (pour i), la suite (21.3.3.4) est exacte.
Cela résulte de la définition de la platitude.
La proposition (21.3.4) s'applique en particulier lorsque l'on a B^CAcB, i etj

étant respectivement l'injection canonique et Fg, et que B admet une p-base sur A (de sorte
que B est alors un A-module libre). Mais même dans ce cas le noyau Sg^ n'est pas néces-
sairement nul. Toutefois :

Proposition (21.3.5). — Soient B un anneau réduite A un sous-anneau de B tel que
W ÇA CB. Supposons qu'il existe une p-base {x^)^ç^ de B sur A et une p-base (j^çM de A sur W\
alors U homomorphisme canonique (21.3.3.4)

(21 .3 .5 .1 ) (tW^ÏB/A

est bijectif, et les éléments d^x^)®! forment une base du B-module TB/A-
Comme B est réduit, x^x13 est un isomorphisme de B sur B^, et par transport de

structure au moyen de cet isomorphisme, on voit que (^)^L est une P'base de B^ sur A^;
on en conclut que les x^ et les j^ forment une p-base de A sur A^ (21.1.10); par suite
(21.1.5, (ii) et 21.2.5) les d^Çx^) et les d^(jy^) forment une base du A-module Q^;
donc les d^x^)®i et les â^C^x)01 forment une base du B-module t^®^B. Or,
l'image de d^(x{)®i par i^ est û?g(^)=o; d'autre part, l'image de ^(jix) P^ ^B/A
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est d^{y^), et comme lesj^ et les x-^ forment unej^-base de B sur B^ (21.1.10), les d^y^)
sont linéairement indépendants (sur B) dans û^ (21 .2 .5) ; on en déduit aussitôt que le
noyau de i^,^ a une base formée des d^(x^)®i ; comme ce sont les images par (21.3.5.1)
des éléments d^^(x^)®i dans fî^^®^^, et que ces derniers forment une base
du B-module Û^^B^ (21.2.5) , Phomomorphisme (21.3.5.1) de B-modules est
bijectif.

Remarques (21.3.6). — (i) Soient A', B' deux anneaux de caractéristique p, et
supposons que Pon ait deux homomorphismes i' : A'—^B^j' : B'->A' vérifiant (21 .3 .1 .1)
et ( 2 1 . 3 . 1 . 2 ) 3 et des homomorphismes d'anneaux /: A—^A', g : B->B' rendant commu-
tatif le diagramme

A' -^ B' ^-> A'
À A A

i } g } ^

A —> B —> A
i j

Alors Phomomorphisme canonique Q^IA-^^B'IA' (20 • 5 • 4 • 3) donne un di-homomor-
phisme canonique QB/A-^B'/A' rendant commutatif le diagramme

^B/A

0 ——> ^B,A ——> ©B/'A ——> "1

^ ^ ^

0 ——> SB'/A' -^ ©B'/A' ——^ ̂
"B'/A'

(ii) Soit A'une A-algèbre quelconque, et posons B'=B®^A'; alors z'=tôi :A'^B'
et j'=j®i ^'-^A' vérifient (21.3 .1 .1) et (21.3.1.2), et Pon a

"B7A'-"B/A®AA'=^AB'

(20.5.5); on en déduit un A'-isomorphisme canonique

(21.3.6.1) ©B/A^A^eB'/A'

et aussi un 'S'-homomorphisme canonique

(21.3.6.2) W^®^ ̂  ("B'/A')^-

21.4. Cas des extensions de corps.

(21.4.0) Soient K un corps de caractéristique p>o, k un sous-corps de K; alors
Panneau Â;[K?] est égal au corps ^(K^) puisque k est algébrique sur K?. On pourra donc
appliquer les résultats des numéros précédents en remplaçant partout A, B et A\W}
par k, K et kÇK^.

Lemme (21.4.1). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k.
Pour qu'un élément xeK soit p'libre sur k, il faut et il suffit que x^k^).
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En effet, x est racine du polynôme X^—^ de Â;(K^)[X], et l'on sait (Bourbaki,
Alg,, chap. V, § 8, n° i, prop. i) que si x^kÇK^ ce polynôme est irréductible, de sorte
que les éléments i, x, . . . , ̂ -1 forment une base du À: (K^)-module ^(K2^).

Théorème (21.4.2). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension
de k, S un système de p-générateurs de K sur A, Le S une partie p-libre sur k. Il existe alors une
p-base B de K sur k telle que LcBcS. En particulier, toute extension de k admet une p-base
sur k.

On peut se borner au cas où K^ck. En vertu du théorème de Zorn, il existe
dans K une partie B telle que LcBcS, j^-libre sur k et maximale parmi les parties de S
ayant ces propriétés. Il suffit de voir que le sous-corps K' de K engendré par A; et B est
égal à K. Dans le cas contraire, il existerait xeS non dans K'; comme K^ck, on a
K'^K^K^); donc x serait j&-libre sur K' (21.4.1), et par suite Bu{^} sérails-libre
sur k (21.1.10), contrairement à la définition de B. La dernière assertion de (21.4.2)
s'obtient en prenant L=0,S=K. C.Q.F.D.

Corollaire (21.4.3). — Soient k un corps de caractéristique j^>o, K une extension de k.
Pour qu'une famille [x^ d'éléments de K soit p-libre sur k, il faut et il suffit que, pour tout a,
x^ n'appartienne pas au corps K^ engendré par Â;(K^) et par les x^ d'indice (B=(=a.

La condition est nécessaire en vertu de (21.1.10). Inversement, supposons-la
remplie; on peut se borner au cas où (^) est un système de ̂ -générateurs de K. Il existe
alors une sous-famille de (^J qui est une j&-base de K (21.4.2)3 mais cette famille ne
peut être distincte de {Xy), sans quoi, en vertu de l'hypothèse, ce ne serait pas une famille
de ^-générateurs de K.

Corollaire (21.4.4). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k.
Pour que Q.^ = o, il faut et il suffit que K= ̂ (K^). En particulier, pour que Q^==o, il faut
et il suffit que K soit un corps parfait.

En effet, si (^J est une j^-base de K sur k, les d^(x^) forment une base du K-espace
vectoriel Q^/fc (2 T •2 • 5) •

Théorème (21.4.5). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k,
(x^) une famille d'éléments de K. Pour que (^) soit p-libre sur k (resp. une famille de p-générateurs
de K sur k, resp. une p-base de K sur k), il faut et il suffit que la famille (â^/fcC^a)) s01^ une famille
libre (resp. un système de générateurs, resp. une base) dans le 'K-espace vectoriel iî^.

Soit K' le sous-corps (égal au sous-anneau) de K engendré par ^(K^) et les x^,
compte tenu de (20.4.7), on voit que les û^/fcC^a) engendrent ^'ik^^^k'fk' Si les
^K/fc^a) engendrent ^^=^1^(^)5 ^a flèche de gauche dans la suite exacte (20.5.7. i)

^(K^K'K^QK//^) -^K/K' ̂ 0

est surjective, donc ^^'==0, ce qui implique K'=K par (21.4.4).
Si maintenant (^J est une famille j^-libre, elle est une sous-famille d'une j^-base

de K sur k (21.4.2)5 donc les d^[Xy) font partie d'une base du K-espace vectoriel O.^^
(21.2.5), et sont par suite linéairement indépendants sur K. Prouvons réciproquement
que si les d^^(x^) sont linéairement indépendants sur K, la famille (xj est ^-libre sur k.
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Compte tenu de (21.4.3), il suffit de voir que, pour chaque a, ̂  n'appartient pas à K^.
Or, dans la suite exacte

^W^K^-^^IHKP^^klK^ -^0

les images par la flèche de gauche des d^{x^) pour p+ a sont les d^(x^), donc engen-
drent un sous-espace vectoriel de ^^(K^) ne contenant pas d^{x^), et comme ce sous-
espace vectoriel est le noyau de la flèche de droite, on voit que ^/K (^a) + °3 donc x^K^.

Corollaire (21.4.6). — Soient k un corps de caractéristique p>o, K une extension de k,
x un élément de K. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

a) ^(K^).
b) 4/fcW+o.
c) L'élément x est p-libre sur k.
Proposition (21.4.7). — Soient L un corps de caractéristique p>o, K un sous-corps

de L tel que I7CKCL. Alors la suite de ï^-espaces vectoriels

(21.4.7.1) O->O^®KL->Û^->Û^K^O

est exacte; en d'autres termes^ on a ^L/K/L^^0-
C'est un cas particulier de (21.2.4), compte tenu de (21.4.2).
Proposition (21.4.8). — Sous les hypothèses de (21.4.7), l'homomorphisme canonique

(21.4.8.1) (^K^YL/K

est bijectif; si (x^) est une p-base de L sur K, les éléments d^{x^)®î forment une base du L-espace
vectoriel ÏL/K*

C'est un cas particulier de (21.3.5).

2i .5. Application : critères de séparabilité.

Dans ce numéro et les deux suivants, on ne suppose plus que les anneaux considérés
soient de caractéristique j&>o.

(21.5.1) Notons d'abord que le critère (21.2.7) permet de démontrer une partie
du théorème de Cohen sur les extensions séparables (19.6.1), savoir que si k est de
caractéristique p>o et si K est une extension séparable de A, alors K est une A-algèbre
formellement lisse. En effet, K admet unej&'base sur k (21.4.2), et d'autre part, il résulte
du critère de MacLane (Bourbaki, Alg^ chap. V, § 8, n° 2, prop. 3) que dans une clôture
algébrique de K, k^ et K sont linéairement disjoints sur A, et par suite que l'homomorphisme
canonique P'^K-^Â^'^K) est bijectif, ce qui est précisément la condition (i)
de (21.2 .7) , après transport de structure par l'isomorphisme A*->^.

Proposition (21.5.2) (MacLane). — Soient A, B deux anneaux de valuation discrète
complets, m, n leurs idéaux maximaux respectifs^ K==A/în et L=B/n leurs corps résiduels,
u : A-»B un homomorphisme tel que B^(m) ==n, UQ=U®I : K->L l'homomorphisme corres-
pondant pour les corps résiduels. On considère les conditions suivantes :

a) L est une extension séparable de K {pour Uo).
b) Pour tout anneau de valuation discrète complet B' d'idéal maximal u' et de corps résiduel L',
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tout homomorphisme u1 : A->B' tel que BYÇm)^^ et tout K-isomorphisme CT : L-»L' (relatif
à UQ etUQ==u'®î : K-^L'), il existe un isomorphisme w : B->B' tel que u' ==wou et que
WQ == w® î soit égal à o.

b') Pour tout homomorphisme u' : A-^B tel que Bu'(m) ==n et tel que UQ==U'®Î : K->L
soit égal à UQ, il existe un automorphisme w de B tel que u' ==wou et que WQ==W®Î : L->L soit
l^identité.

c) Désignant par u^ : A/m2-> B/n2 Vhomomorphisme déduit de u par passage aux quotients,
alors, pour tout homomorphisme local u[ : A/m^B/n2 tel que gio(^) =gro(^)( ==Uo), il existe
un automorphisme w^ de B/n2 tel que gro(^i) soit l'identité et que u[==w^ou^

c') Pour tout homomorphisme local u[ : A/m^B/n2 tel que gio(^) ==gro(^) et
gr^(u[) = gii(^) (homomorphisme de m/m2 dans n/n2), il existe un automorphisme w-^ de B/n2

tel que gio(wi) soit l'identité et que u[==w-^ou^.
Alors on a les implications c)oc')oa) =i>b) =>b').
Si de plus A est un anneau de Cohen, les cinq conditions précédentes sont équivalentes.
Les implications b)=>bf) et c)^cf) sont triviales. Montrons que a) implique b).

L'homomorphisme u fait de B un A-module sans torsion, puisqu'il transforme par
hypothèse une uniformisante de A en une uniformisante de B; il en résulte que B est
un A-module plat (Oi,6.3.4), donc une A-algèbre de Cohen (19.8.1); le fait que a)
implique b) est alors conséquence de (19.8.2, (i)) appliquée G==B', 3==^, B'étant
considéré comme A-algèbre pour u' et l'homomorphisme B-^B'/îV étant le composé
B-^B/n-^B'/n', qui est un A-homomorphisme en vertu de l'hypothèse UQ=(SOUQ. Le
même raisonnement prouve que ' a ) entraîne c ) , en prenant cette fois G==B/n2, ^^n/n2,
G étant considéré comme A-algèbre pour u[.

Prouvons en second lieu que c ' ) implique a). Les deux homomorphismes u^ et u[
sont tels que u[ ==u^ +D, où D est une dérivation de A/m2 dans n/n2 (20. i . i) ; d'ailleurs,
l'hypothèse gr^(u[) =gr^(u^) signifie que D est nulle dans m/m2, et peut par suite être
considérée comme une dérivation de K == A/m dans n/n2, et n/n2 s'identifie (par choix
d'une uniformisante de B) au K-module L (pour Uo). D'autre part, les conditions
imposées à w^ entraînent que gr^w-^) est aussi l'identité (puisque Mi(m/m2) engendre n/n2) ;
w^ est donc de la forme ^->^+D'(^), où D' est cette fois une dérivation de B/n2 dans
le (B/n2)-module n/n2; comme w^ est l'identité dans n/n2, D' peut encore (par l'identi-
fication précédente de n/n2 et de L) être considérée comme une dérivation de L dans L;
enfin, la relation u[==w^ou-^ signifie que D' prolonge D. Notons d'autre part que toute
dérivation D de K dans L correspond à un homomorphisme u[ vérifiant les conditions
de c ' ) (20. i. i) ; la condition c ' ) signifie donc que toute dérivation de K dans L se prolonge
en une dérivation de L dans lui-même, c'est-à-dire (20.6.5) que L est séparable sur K.

Prouvons enfin que, lorsque A est un anneau de Cohen, b ' ) entraîne c ' ) . Prouvons
d'abord que sous les hypothèses de c ' ) , il existe un homomorphisme u' : A-^B qui vérifie
les hypothèses de b ' } et, par passage aux quotients, donne u[ : A/m2 -> B/n2. En effet,
cela résulte de (19.8.6, (i)) appliqué à l'homomorphisme composé v ' : A-^A/m^B/n2;
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ce dernier se factorise donc en A^>B->B/n2 et les hypothèses sur gro(^) et gr^(u[)
entraînent gîoM =gro(^) ==^o et g1!^') ̂ g^^)? donc rimage par u1 d'une uniformisante
de A est une uniformisante de B, et l'on a par suite B^'(m) ==n. Il suffit alors, pour
obtenir un automorphisme u\ répondant à la question, de prendre Pautomorphisme déduit
par passage aux quotients de l'automorphisme w de B fourni par l'application de V ) à
rhomomorphisme u\

Remarques (21.5.3). — (i) Les propriétés différentielles des corps permettent de
résoudre la question de V unicité du corps de représentants dans un anneau local noethérien
complet G (19.8.7, (ii)). Soient en effet 3 l'idéal maximal de G, K==C/3 le corps
résiduel de G ; on peut se borner au cas 3 4= o. Supposons qu'il existe un homomorphisme
u : K-^C qui, composé avec l'augmentation C->K, donne l'identité; alors, pour que cet
homomorphisme soit unique, il faut et il suffit que ti^ = o. En effet, la condition Q^ == o entraîne
que K est formellement non ramifié sur son corps premier (20.7.4); s'il existait un second
homomorphisme v 4= u répondant à la question, il y aurait un plus grand entier n tel que y
contienne l'ensemble des u{x)—v[x) pour xeïi', par passage au quotient, u et v donne-
raient deux homomorphismes distincts u\ -o' de K dans C/y"^, dont les composés avec
C/y4'1 -> C/y seraient égaux, ce qui contredit la définition (19.10.2). Inversement,
supposons que îî^4=o; il existe alors une dérivation D4=o de K dans 3/32 (20.4.8),
donc un homomorphisme v^ : K->G/32 tel que, si u^ : K->C/32 est obtenu par passage
au quotient à partir de u, on ait v^==u-^-}-'D (20. i . i). Si À: est le corps premier de K, G
est une A-algèbre et K une A-algèbre formellement lisse ( 19.6. i ), et les restrictions de u^
et z^ à k coïncident, donc v^ se factorise en K->C->C/32 et l'on a v 4=^.

Rappelons ((20.6.20) et (21.4.4)) que la condition QK==O signifie que K est
parfait s'il est de caractéristique 4= o, et extension algébrique de Q, s'il est de carac-
téristique o.

(ii) De la même manière, soient W un anneau de Cohen, G un anneau local
noethérien complet, 3 un idéal 4= o de G contenu dans l'idéal maximal; pour que la
factorisation W^>G-^C/3 dans (19.8.63 (i)) soit unique, il faut et il suffit que le corps
résiduel K de l'anneau de Cohen W soit tel que 0^=o. En effet, si 0^4=0 et si m
désigne l'idéal maximal de W, il suffit de composer une dérivation D 4= o de K dans 3/m3
avec l'augmentation W->K pour obtenir une dérivation D'4=o de W dans 3/m3 et
l'on termine le raisonnement comme dans (i) en formant à l'aide de D' un homomor-
phisme ^i : W->C/m3 distinct de l'homomorphisme u^ : W->C/m3 déduit de u par
passage au quotient; on achève le raisonnement en invoquant cette fois (19.8.6, (i)). Si au
contraire f2^ == o, l'unicité de v résulte déjà de (i) lorsque W = K est un corps de caracté-
ristique o. Dans le cas contraire, on a Û^ = o ; en effet, on a alors m ̂ W, p étant la carac-
téristique de K ( 19.8.5), et l'homomorphisme canonique m/m2 -> 0^1 mO^- (20.5.11.2)
est par suite nul. La suite exacte (20.5.12.1) appliquée à W et à K=W/m entraîne
alors que ^==mt2w? d'où notre assertion. Mais alors (20.7.4) W est formellement
non ramifiée (pour sa topologie adique) sur Z, et l'unicité de v se prouve comme dans (i).
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ai . 6. Corps admissibles pour une extension.

(21.6.1) Étant donnés quatre corps Â^CAcKcL, il résulte de (20.6.16) et
(20.6.17) que l'on a une suite exacte

(21 .6 .1 .1 ) o ->YK^®KL -^Y^ ^YL/K/^YL/K/. -> o.

Lorsqu'on laisse fixes ko, K et L et qu'on fait « varier » le corps intermédiaire k
entre Ao et K, on a évidemment Y^^Y^ lorsque k=k^ Lorsque F homomorphisme
canonique s de (21.6. i. i) est encore bijectif, on dit que k est un corps ko-admissible pour
l'extension L de K. L'intérêt de l'existence, sous certaines conditions, de tels corps k, qui
soient pourtant « suffisamment proches » de K (par exemple tels que [K : k] soit fini) est
qu'ils permettent de remplacer dans certaines questions les modules de différentielles f21.

T^kl / • -•^-/'^Oet ^L/A-o (q111 peuvent être « trop grands », par exemple lorsque ko est le corps premier)
par ti^ et f2^, plus aisément maniables.

Lorsque ko est le corps premier, on dira « corps admissible » au lieu de « corps
Ao-admissible ».

On posera

(21.6.1.2)
A(L/K, klko) -Coker(Y^®KL -.Y^J ̂  Ker(Y^ ->Y^)

(espace vectoriel sur L); son rang sera noté rf(L/K, klko) et appelé défaut de
ko-admissibilité de k pour l'extension L de K (il est évidemment nul si et seulement si k
est ^-admissible pour cette extension). Lorsque ko est le corps premier, on écrira A(L/K, k)
et d{LIK,k) au lieu de A(L/K, k / k o ) et rf(L/K, ̂ o).

Proposition (21.6.2). — Soient ^CACKCL quatre corps.
(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Le corps k est ko-admissible pour l'extension L de K (autrement dit, l'homomorphisme

^/K/fc, -> ̂ L/K/fc est injectif, donc bijectif).
b) L'homomorphisme canonique u : T^,^ -> ̂ i^ est nul.
c) L'homomorphisme canonique v : ̂ i^®^L -^Yi^ est surjectif (donc bijectif).
d) On a d(LIK,klko)==o {ou A(L/K, klko) =o).
(ii) Les conditions équivalentes de (i) sont vérifiées lorsque l'on est dans l'un des cas suivants :

a) L est séparable sur k', (3) L est séparable sur K; y) on a AcA^K^), en désignant par p
l'exposant caractéristique de ko.

(i) Les assertions résultent trivialement de l'exactitude de la suite (21.6.1.1).
(ii) Si L est séparable sur A:, on a Y^^==o (20.6.19), donc la condition b) de (i)

est remplie; si L est séparable sur K, on a YL/K/^==O (20.6.19), donc la condition a)
de (i) est remplie; enfin, si l'on a kCkoÇK^, il en résulte que ^K^^LW en vertu
de (21. i .5. i), et la condition a) de (i) est vérifiée.
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(21.6.3) Supposons que Pon ait un diagramme commutatif de monomorphismes
de corps

KQ —> K —> 1\. —>• JLj

î î î î
^ _> k —^ K —> L

II résulte alors de (20.6 .173 (ii)) que Pon a un homomorphisme canonique

(21.6.3.1) A(L/K, klk,) -> A(I//K', k'^

avec une propriété de transitivité évidente, de sorte que Pon peut dire que A(L/K, kjko)
est un foncteur en le quadruplet (^05 ^5 K., L).

Proposition (21.6.4). — (i) Soient Â:CÂ;'CÂ:"CKCL cinq corps. On a une suite exacte
d^homomorphismes canoniques

(21.6 .4 .1) o->A(L/K, AW-^A(L/K, ̂ 7A)->A(L/K, A'V^-^o

et par suite F égalité

(21.6.4.2) rf(L/K, ̂ 7A)=rf(L/K, A'V^) +rf(L/K, À'/A).

(ii) 5'oî^ AoCAcKcLcM cinq corps. On aune suite exacte d^homomorphismes canoniques

(21.6.4.3) o->A(L/K, A;/^)®LM^A(M/K, ^o)->A(M/L, ̂ o)->o

^^ ^ûr jMî^ V égalité

(21.6.4.4) dfMIK, klk,) =</(M/L, A/^) +rf(L/K, ̂ o).

(i) Considérons le diagramme commutatif

o —> YT^/J^L —> Y^/^/fc^L —> YT./,.,,/,,®^L —> o'^Klk'lk®]^ ^K|k"^k(^K^ ^K/^V^^K^ •

' ~^LIk'lk ' ->YL/A;"/fc ' Tl-L|k"|k'

o -> A(L/K, A'/A:) -^ A(L/K, A;"//;) -> A(L/K, Â;"/^) -> o

où Pon peut considérer les trois lignes comme des complexes T[, Tg, T^ respectivement;
la suite exacte (21.6.1.1) et la définition de A (21.6.1.2) montrent que l'on a une
suite exacte de complexes o—^T^->T^->T^->o; appliquons-lui la suite exacte de coho-
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mologie, et notons que, en vertu de l'exactitude de (21.6.1.1), la cohomologie de T[
et celle de T^ sont nulles sauf en un seul et même degré, pour lequel les modules de
cohomologie sont tous deux égaux à Y^^®^L; comme T[ et T^ ont ainsi même
cohomologie, celle de T^ est nécessairement nulle, ce qui prouve (i).

(ii) Considérons de même le diagramme commutatif

o -> A(L/K,A/Ao)®iM -^ A(M/K,A/Ao) -> A(M/L, kjk^) -^ o

^LlKlk^ïM - M/L/fc,--> YM/K/AO Y

0 - - - ^/K/fc0!^ YiM/K//C YM/L/fc

où de nouveau on considère les trois lignes comme des complexes T[\ T^ et T^; la suite
exacte (21.6.1.1) et la définition de A (21.6 .1 .2) donnent ici une suite exacte de
complexes o->T^ ->T^ —-Tg'-^o à laquelle on applique encore la suite exacte de
cohomologie; cette fois, en vertu de l'exactitude de (21.6. i. i), la cohomologie de T^
et celle de T^* sont nulles sauf en un seul et même degré, pour lequel les modules de
cohomologie sont tous deux égaux à YM/L/K? on conclut donc ici que la cohomologie
de TI* est nulle, ce qui établit (ii).

Corollaire (21.6.5). — (i) Étant donnés cinq corps kck1 ck" cKcL, pour que k"
soit k-admissible pour l'extension L de K, il faut et il suffit que k' soit k-admissible et que k" soit
k'-admissible pour l'extension L de K.

(ii) Étant donnés cinq corps AgCAcKcLcM, pour que k soit k-admissible pour
l'extension M de K, il faut et il suffit qu'il le soit pour l'extension L de K et pour l'extension M de L.

Cela résulte aussitôt des relations (21.6.4.2) et (21.6.4.4), les valeurs de d
étant ^ o.

Corollaire (ai. 6.6). — Soient AoCÀcKcL quatre corps, et supposons que k soit
k-admissible pour l'extension L de K. Alors; si k^ A', K', L' sont quatre corps tels que
AoC^cA'cAcKcK/cL'cL, k ' est k-admissible pour l'extension I/ de K'.

21.7. L'égalité de Cartier.

Le résultat suivant traduit en termes de différentielles un théorème de MacLane
sur les dérivations :
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Théorème (21 .7 .1) (Cartier). — Soient K un corps., L une extension de type fini de K.
Alors Û^K et ^L/K sont des L-espaces vectoriels de rang fini, et Von a

(21 .7 .1 .1 ) rg^K—rgÏL/K-deg.trKL.

Si L' est un corps tel que KcL'cL, on a la suite exacte (20.6.15.1) (appliquée
à A == P, corps premier de K, A = K, B == L/, G = L)

0 ̂ YL-A L ̂ L/K ̂ LIL' ^L'IK®L' L ->"L/K -̂ LL' -^0

d'où (Oui, 11.10.2)

^L^llK——^LIK^^gL^llL'——^L^LIL') + (^I/ ^L/K —^L'^L'/K) •

Comme par ailleurs deg. tr^L=deg. tr^L/+deg. tr^L, on voit, par récurrence sur le
nombre de générateurs de l'extension L, que l'on est ramené à prouver (21 .7 .1 .1 )
lorsque L=K(^). Distinguons alors trois cas :

a) x est transcendant sur K; comme L est séparable sur K, on a alors Y^=o
(20.6.3); d'autre part, (20.5.9) et (20.4.13) montrent que Q^ est de rang i, d'où
(21.7 .1 .1) dans ce cas.

b) L est une extension algébrique séparable de K, de sorte que l'on a encore
YL/K==O (20.6.3). D'autre part, on a û^==o par (20.6.20), d'où encore (21.7.1 .1) .

c ) L est une extension algébrique inséparable de K; le raisonnement du début
montre qu'on peut se borner au cas où L^cK; il résulte donc de (21.4.8) que l'on a
^lA/K^ fgiPL/Kî dîoù encore (21 .7 .1 .1 ) .

Corollaire (21.7.2). — Soient K un corps, L une extension de type fini de K, k un
sous-corps de K. Alors 0^ et ^L/K/fc sont ^es espaces vectoriels de rang fini sur L, et
Von a

(21.7.2. i ) rg t^/K—rg YL^ == deg. trj. +û?(L/K, k).

Par suite, on a F inégalité

(21.7.2.2) rg Û^K— rg Y^K/fc ̂  deg. tr^L.

En outre, pour que les deux membres de ( 2 1 . 7 . 2 . 2 ) soient égaux, il faut et il suffit que k soit un
corps admissible pour l'extension L de K.

En effet, comme l'homomorphisme Y^K-^Y^K/A; est surjectif, on a par défini-
tion (21 .6 .1 .2 ) rg Yj^—rg Y^K/fc^=^(L/K, k), et le corollaire résulte donc aussitôt
de (21 .7 .1) et de (21.6.2).

Corollaire (21.7.3). — Soient ÀcKcL trois corps tels que L soit une extension de type
fini de k. Alors on a

( 2 1 . 7 . 3 . 1 ) rg^-rg^^deg. t^L+^L/K, A).
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Par suite, on a F inégalité

(2I.7-3-2) rg^—rgKÛK/^deg. tî L

V égalité étant atteinte si et seulement si k est un corps admissible pour l'extension L de K.
On a en effet la suite exacte (20.6.1.1)

O-^L/K/fc -^K/fc ^KL-^ûL/fc-^L/K-^O

donc le premier membre de (21.7.3.1) est égal à

^L^L/K—fg^L/K/fc

et il suffit d'appliquer (21.7.2) .
L'intérêt de ce dernier corollaire est qu'il ne fait intervenir que des modules de

différentielles, à l'exclusion de modules d'imperfection. Nous verrons d'ailleurs plus
bas (21.8.6) que pour toute extension de type fini L de K, il existe un sous-corps k
de K tel que [K : k] soit fini et qui est admissible pour l'extension L de K, de sorte
que les deux membres de (21.7.3.2) sont alors égaux.

Corollaire (21.7.4). — Soit K une extension de type fini d'un corps k. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) K est une extension finie séparable de k.
b) K est une k-algèbre formellement non ramifiée (19 .10 .2) .
c) K est une k-algèbre formellement étale (19 .10 .2 ) .
d) On a û^==o.
En effet, on sait (les topologies étant discrètes) que les conditions b) et d ) sont

équivalentes (20.7.4) et que a) entraîne que K est une A-algèbre formellement
lisse (19.6. i), donc la conjonction de a) et b) équivaut à c ) . Tout revient à voir que d )
entraîne a ) . Or, en vertu de (21.7.1.1) , la relation Q^==o entraîne que K est
algébrique (donc finie) sur k et que Yp/fc^0? c'est-à-dire (20.6.3) que K est séparable
sur k.

Remarque (21.7.5). — En vertu de (20.6.3.2) et de (Om, 11.10.2) le premier
membre de (21.7.1.1) n'est autre que la caractéristique d^ Euler-Pomcaré du complexe
K.(C/B/A) introduit dans (20.6.3), pour C = = L , B = = K et A==P (corps premier de K).
Dans le chapitre consacré à la théorie des intersections et au théorème de Riemann-Roch,
un rôle important sera joué également par les caractéristiques d'Euler-Poincaré généra-
lisées (à valeurs dans des groupes de classes de ^-Modules) de complexes généralisant
les complexes F.(C/A) considérés dans (20.6.22).

21.8. Critères d'admissibilité.

Nous revenons à nos conventions antérieures et supposons donc que tous les corps
considérés dans ce numéro sont de caractéristique p>o.

Lemme (21.8.1). — Soient K un corps, k un sous-corps de K, (Â:Jaçi une famille filtrante
décroissante de sous-corps de K telle que k=== H ̂ . Soient V un espace vectoriel sur K, (^)i^^

a£ 1
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une famille finie de vecteurs de V; si la famille (^) est libre sur k, il existe un indice y tel qu'elle
soit aussi libre sur k^.

Soit r le rang de la famille (fl,)i^^n sur K, et raisonnons par récurrence sur n—r\
la proposition est évidente pour n = r, car alors la famille (^)i^^r est libre sur K, donc
sur tout sous-corps de K. Supposons par exemple que (û^)^^ soit libre sur K, et

r

écrivons û , , i = = S \a, avec \eK; la famille (â^^,+i étant libre sur À:, les \ ne
t = = i

peuvent tous appartenir à k\ supposons par exemple que \^k. Alors il existe un
indice P tel que \^k^\ on en conclut que la famille (û^^^y+i est libre sur k^ $ en effet,
comme la famille {a^^^y est libre sur tout sous-corps de K, si la famille (^)i^^r+i
n'était pas libre sur kn, a^^ serait égal à une combinaison linéaire des û, à coefficients
dans ka, et comme ces coefficients sont nécessairement les \, on aboutit à une
contradiction. Il suffit maintenant d'appliquer l'hypothèse de récurrence en remplaçant K
par Ap et la famille (AJ^ei P^ ^a sous-famille des k^ contenus dans k^.

Lemme (21.8.2). — Soient K un corps, p son exposant caractéristique, ko un sous-corps de K,
(^Jocei une famille filtrante décroissante de sous-corps de K telle que H Â;a(KP)=Â;o(KP). Si
Wi<i<n est une famille finie d'éléments de K qui est p-libre sur ko, il existe un indice oc tel que (^)
soit p-libre sur A^.

En effet, dire que la famille (^) est j^-libre sur un sous-corps A de K signifie que
n

la famille finie des monômes îl x^ avec o^m{i)<p est libre sur ^(K^); il suffit donc
i=Q

d'appliquer le lemme (21.8.1) à cette famille de monômes dans l'espace vectoriel V= K,
et aux sous-corps ^(K?) et koÇ'K?) de K.

Théorème (21.8.3). — Soient K un corps de caractéristique p>o, ko un sous-corps de K,
(Â;J une famille filtrante décroissante de sous-corps de K contenant ko. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

. a) n^,(K^)=Ao(K^).

b) Pour toute extension L de K telle que YL/K//CO solt un L-^fl^ vectoriel de rang
fini [ce qui a lieu en particulier si L est une extension de type fini en vertu de (21.7.2)) , il existe
ocel tel que k^ soit ko-admissible pour l'extension L de K.

b') Pour toute extension L==K{x) de K, avec ^eK, il existe ael tel que k^ soit
ko-admissible pour l'extension L de K.

c) L'application canonique

(21.8.3. i ) ÛK/̂  ->Hm ^K/^
a

est injective.
L'application canonique (21.8.3.1) est bien entendu obtenue par passage à la

limite projective dans le système projectif d'homomorphismes ^t/fc,-^!/^ (20.5.3.3).
Nous allons prouver le théorème suivant le schéma logique c) =>b) =>b') =>a) =>c).

Dire que k^ est Ào-admissible pour l'extension L de K signifie que l'homomorphisme
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canonique YL/K^^L/R/^ est injectif; or, si N^ est le noyau de cet homomorphisme,
les N^ forment un système filtrant décroissant de sous-espaces vectoriels de YL/K/A; ? et
comme YL/K/^ est Par hypothèse de rang fini, il revient au même de dire que l'un
des Na est o ou que leur intersection est o. Mais cette intersection n'est autre que le noyau
de l'homomorphisme limite projective ^^->\im T^^. Or, on a le diagramme
commutatif a

YL/K/AO ~^ lim Y^K//^

^AL -> Hm^K/^0^

où la flèche verticale de gauche est injective par définition. Pour prouver que c )
entraîne b), il suffit donc de montrer que c ) entraîne que l'application canonique

(21.8.3.2) "KAV -> Um(^®KV)

est injective pour tout espace vectoriel V sur K (et en particulier pour V=L). Or cela
est évident si V == K" puisque alors W®^ == W" pour tout espace vectoriel sur K et
que les produits et limites projectives commutent. D'autre part, pour tout élément ^
du premier membre de (21.8.3.2) il existe un sous-espace V de V de rang fini
tel que ^^K^®^' (identifié canoniquement à un sous-espace de Û^®^V); si ^+o,
son image dans lim(Q^ ®K^') "'est donc pas nulle; comme le foncteur lim est exact

a

à gauche, l'image de ^ dans le second membre de (21.8.3.2) est donc aussi =f= o, ce qui
achève de montrer que c) implique b).

Il est trivial que b) entraîne b ' ) \ montrons que b ' ) entraîne a). Avec les notations
de b ' ) , on peut supposer que L=j=K. Il résulte alors de (21.4.7) que l'on a
^ YL/K/^^^ ^/K^ I- Si YL/K/^=O il n'y a rien à démontrer en vertu de (21.6.1.1).
Sinon, YL/K//C. s'identifie canoniquement à YL/K et si l'on pose a = ̂  Y^/K a une base
formée du seul élément d^a®î (21.4.7); YL/K/A., a donc une base formée du seul
élément d^{a)®î, et dire qu'un sous-corps k^ est Ao-admissible pour l'extension L
de K signifie que l'on a d^{a) =t=o, ou encore (21.4.5) que a^k^K.^. Or, pour tout
^^(K^), on a â?K/fc,(âO=^=o et K^û^+K, donc on peut appliquer b ' } , qui prouve
l'existence d'un a tel que a^k^K^; autrement dit b ' ) implique a).

Reste à montrer que a) implique c ) . Soit (^)^çn une j&-base de K sur Ao; alors,
les û?K/A;o(^) forment une base du K-espace vectoriel £i^ (21.4.5)3 et la condition c)
signifie que pour toute partie finie J de l'ensemble d'indices M, il existe un ael tel
que les d-^^x^) pour (lej soient linéairement indépendants dans û^ ; mais cela signifie
aussi (21.4.5) que les ̂  pour ^ej forment une famille j^-libre sur k^, et l'existence d'un a
ayant cette propriété découle de (21.8.2) et de l'hypothèse a).
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Corollaire (21.8.4). — Soient K un corps de caractéristique p>o, ko un sous-corps de K,
(^a)aei une famille filtrante décroissante de sous-corps de K, contenant ko, telle que

n^{KP)=ko(KP).

Soient L une extension de K telle que YL/K//CO soît un ^'^pace vectoriel de rang fini; alors,
pour tout corps K' tel que KcK'CL, il existe ael tel que k^ soit ko-admissible pour l'extension L
de K'.

Il suffit d'appliquer (21.8.3) et (21.6.6).
Corollaire (21.8.5). — Soient K un corps de caractéristique p>o, ko un sous-corps de K,

(^a)aei une famille filtrante décroissante de sous-corps de K contenant ko, telle que

n^(KP)=koW.
Alors, pour toute extension L de K telle que YL/K^, solt un ^-espace vectoriel de rang fini,
on a n^{LP)==ko{U).

Supposons en effet que M soit une extension de L telle que YM/L/A-O solt un M-espace
vectoriel de rang fini. La suite exacte (21.6.1.1)

O^YL/K//Co0LM^YM/K//Co^TM/L/fco

et l'hypothèse montrent alors que Yj^/fco est aussl un M-espace vectoriel de rang
fini. Il existe donc un indice a tel que k^ soit /admissible pour l'extension M
de K (21.8.3), donc aussi pour l'extension M de L (21.6.6) ; cela ayant lieu pour toute
extension M de L telle que Y^//co s01^ de rang fini, le corollaire résulte de l'équi-
valence de a) et b) dans (21.8.3).

Corollaire (21.8.6). — Soient K un corps, p son exposant caractéristique, ko un sous-corps
de K. Si L est une extension de K telle que Y^/K/fc, s01^ un ^'espace vectoriel de rang fini,
il existe un sous-corps k de K, contenant k^tV^), tel que [K : k\ soit fini, et qui soit k^-admissible
pour l'extension L de K.

Il suffit en effet, en vertu de (21.8.3), de construire une famille filtrante
décroissante (^a)aei de sous-corps de K, contenant K^ et ko, pour lesquels [K : ky\<i +00
et n^^^oÇK^). Pour cela on considère une ^-base (^)^çj de K sur ko et, pour toute

a
partie finie H de J, on considère le sous-corps k^ de K engendré par ^(K^) et les x^
d'indice XeJ—H; il résulte de cette définition que (^)^çn est une J^-base de K sur k^,
et on en conclut aussitôt que les Ag vérifient les conditions voulues.

Remarques (21.8.7). — (i) On a déjà vu (21.7.2) que si L est une extension
de type fini de K, Y^/K/fc, est de rang fini pour tout sous-corps ko de K. Il en est de
même si L est une extension sêparable de K, car en vertu de (20.6.19), on a
YL/K/A-O == °- Enfin, si L est une extension de type fini d'une extension sêparable L,o de K, le
même raisonnement que dans (21.8.5) montre que Y^/fe., est encore de rang fini (et en
fait est isomorphe à un sous-espace de Y^^)-
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(ii) Dans l'énoncé de (21.8.5), et par suite aussi dans celui de (21.8.3, b)), on ne
peut omettre l'hypothèse que Y^K/^ est de rang fini sur L. Prenons pour k^ le
corps premier Fy, pour K un corps tel que [K : K^] soit infini dénombrable (par exemple
le corps de fractions rationnelles F^(Xi, . . ., X^, . . .) à une infinité d'indéterminées);
le procédé de construction de (21.8.6) montre aussitôt qu'il existe une suite infinie
strictement décroissante (KJ de sous-corps de K telle que KQ=K et ^K^=KP. Nous
allons construire une suite croissante d'extensions finies M^ de K, telle que si M est la
réunion des M^, l'extension L=M11P de K mette (21.8.5) en défaut. Pour cela, soit x
un élément de K—K^, posons M^K^ et M^K^a^, a^x, ...,û^) pour 7^1, où
les a^ sont construits par récurrence de façon que a^eK^ et a^^M^x) pour tout n :
cela est possible, car M^{x) est de degré fini sur K^, tandis qu'il n'en est pas de même de K^.
On en conclut aussitôt que x^ M = LP, mais comme x== [a^x)a^1, on a xeK^M) = K^LP)
pour tout n.

Proposition (21.8.8). — Soit k un corps de caractéristique p>o, et soient
A==Â:[[Ti, .. ., TJ] Panneau des séries formelles à r indéterminées sur k, K=A;((Ti, . . ., T^))
son corps des fractions. Alors il existe une famille filtrante décroissante (AJ de sous-anneaux
noethériens de A telle que A soit un ^-module libre de type fini pour tout a et que, si K^ est le corps
des fractions de A^, on ait riK^=K^.

a

On peut écrire Kp=kp({^^ . . ., TP) ) ; on a vu dans la démonstration de (21.8.6)
qu'il existe une famille décroissante (ÂJ de sous-corps de k telle que [k : AJ soit fini
pour tout a et Hk^^kP; il est clair que si l'on pose A^=^[[Tf, . . ., T?]], A est un
A^-module libre de type fini', tout revient donc à prouver la relation

(21 .8 .8 .1 ) n/;,((Tf, ...,T^))=P((Tf, ...,T?)).

Comme Çtk^^k19, cela va résulter des deux lemmes suivants :
a

Lemme (21.8.8.2). — Si k' est une extension d^un corps k, on a

^'[[Ti, ..., TJjn^Ti, .. ., TJ) =^[[T,, . .., TJ].

En effet, posons C=k[[T^ .. ., TJ], D=/;'[[Ti, ...,TJ]; comme A((T,, . . . ,T,)) est
le corps des fractions de G, il suffira de prouver que D est un C-module fidèlement plat
(Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 3, n° 5, prop. 10). Or, G et D sont des anneaux locaux
noethériens, et si m est l'idéal maximal de G, on a D/m^'D^ (G/mQ®^', donc D/m^D
est un (C/mO-module plat; il suffit donc d'appliquer (Om, 10.2.1) et (0^, 6.6.2).

Lemme (21.8.8.3). — Soient k un corps, (AJ une famille filtrante décroissante de sous-
corps de k, et posons kç== fU^. On suppose qu'il existe une puissance q de l'exposant caractéristique
de k telle que kqCkQ. Alors on a

(21.8.8.4) n^((T,, ..., T,))==/;o((T,, ..., T,)).

Il suffit de prouver qu'un élément /+o du premier membre de (21.8.8.4)
appartient au second membre. Soient y un indice, ^^[[Ti, . . ., TJ] tel
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que gfe^[[rT^, ...,T,.]]; quitte à remplacer g par ^, on peut supposer que
geko[[T^, ...,Ty]]. Alors, pour tout oc^y? on a

.̂[[Ti, . .., TJ]n^((T,, . .., T,)) ==À;J[T,, . . . , T,]]

en vertu du lemme (21.8.8.2). Mais il est clair que l'intersection des anneaux
^[[Ti, ...,T,]] n'estautreque ^[[T^ ...,TJ], et l'on a donc bien fek^T^ ...,T,)).

21.9. Modules de différentielles complétés dans les anneaux de séries formelles.

Dans ce numéro, les corps ne sont plus nécessairement supposés être de caracté-
ristique >o.

Lemme (21.9.1). — Soient k un corps; A un anneau local noethérien complet qui est une
k-algèbre, K le corps résiduel de A. Si K est une extension de type fini de k, le A-module Q1^ est
de type fini.

En vertu de (20.7.15), il suffit de prouver que Q^/fc est un K-espace vectoriel de
rang fini. Or, par hypothèse, K est le corps des fractions d'une À-algèbre de type
fini B; comme ûg^ est un B-module de type fini en vertu de (20.4.7), la conclusion
résulte de (20.5.9).

Proposition (21.9.2). — Soient Â:o un corps; A un anneau local noethérien complet qui est
une k^-algèbre formellement lisse, m son idéal maximal, K == A/în son corps résiduel {de sorte
qu'en tant qu'anneau A est isomorphe à un anneau de séries formelles K[[T^, . . ., T^]] (19.6.5)).
Si K est une extension de type fini de k^, alors Q^ est un A-module libre de rang égal à
dim(A) +deg. tr^K. En outre, pour tout sous-corps k de k^ tel que Q^ soit de rang fini,
ù\^ est un A-module libre de rang égal à dim(A)+deg. tr^K+rg^(a^).

Il est clair que, si P est le sous-corps premier de Â:o, K est une P-algèbre formellement
lisse (19.6.1). Notons d'autre part que l'on a Y^o/p^0 : en eî!et' cela fevient à voir
que l'homomorphisme

^/WP^K ï' "WP^ -̂  "l/P^AK

est injectif (20.6.14.5), u désignant rhomomorphisme structural Â:o->A. Mais comme A
est une Â:o-algèbre formellement lisse par hypothèse, il résulte de (20.7.2) que u^p
est formellement inversible à gauche, donc (19.1.7) ^/P®IK est inversible à gauche
et a fortiori injectif, ce qui prouve notre assertion. Appliquant la suite exacte (20.6.22. i),
où A, A, B, G sont remplacés par P, Â:o, A, K, il vient la suite exacte

o^TK^^m/m^^^K^ÛK^^o

de sorte que l'on a
rgK^A/AK) ==rgK(m/m2) +(rgK(tiK/J-rgK(ÏK/J) -^(m/m2) +deg. tr,,K

en vertu de (21.7. i ). D'autre part, iî^ est un A-module formellement projectif (20.4.9),
et comme sa topologie est la topologie m-préadique (20.4.5), ^/^/în^+ ̂ t/fc, est un
(A/Tî^4'1) -module projectif pour tout j (19.2.4), donc libre (0^, 10.1.2) et de rang
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^rg^D^K). En vertu de (21.9.1), Ô^ est un A-module de type fini, et en outre
ce A-module est plat en vertu de (0^ 10.2.i) ; il est donc libre (0^, 10. i .3) de rang n,
d'où la première assertion.
^ ^ Comme par hypothèse ̂  est de rang fini sur k,, le produit tensoriel complété
^ik^kA s'identifie à Û^®^A; comme A est une ^-algèbre formellement lisse, il
résulte de (20.7.18) que l'homomorphisme

^AIW : "U0^ -> ̂

admet un inverse à gauche qui est un A-homomorphisme continu, ce qui implique en
particulier que son image est fermée dans Ô^; la suite exacte

o->^AA^^->â^->o

est donc exacte et scindée en vertu de (20.7.17) et de ce qui précède; ce qui achève de
prouver la proposition.

Corollaire (21.9.3). — Soient k un corps, A l'anneau de séries formelles A:[[T\, ..., T ]],
muni de sa structure usuelle de k-algèbre. Alors Ù\^ est un A-module libre de rang r=dim(A).

Il suffit de noter que A est une A-algèbre formellement lisse (19.3.4), et d'appliquer
(21.9.2) avec A:o==A==K.

Lemme (21.9.4). — Soient k un corps de caractéristique p>o, A une k-algèbre qui est
un anneau local noethérien complet, B une sous-k-algèbre de A isomorphe à une k-algèbre topologique
de la forme k[[T^ ..., T,]] et telle que A soit une î-algèbre de type fini. Si B^ est la sous-algèbre
W1?? • • • î T?]] de B, Ù\^ s'identifie canoniquement à û^.

Toute dérivation continue de Bi dans un A-module topologique P, qui est restriction
d'une A-dérivation continue de A dans P, est nulle, car elle l'est dans le sous-anneau
A;[Tf, . . ., T^] des polynômes, et ce dernier est dense^dans B^. La suite exacte (20.3.7. i)
montre donc que l'homomorphisme canonique

Dér. cont^(A, P) -> Dér. cont^A, P)

est bijectif; la conclusion résulte de (20.7.14.4), compte tenu de ce que 0.^ est un
A-module de type fini (20.4.7), donc séparé et complet puisque A est un anneau local
noethérien complet.

Proposition (21.9.5). — Soient A un anneau local noethérien complet intègre, AQ un sous-
anneau de A isomorphe à un anneau de séries formelles k[[T^ .... TJ] sur un corps k, tel que
A soit une A^-algèbre finie et que le corps des fractions E de A soit une extension séparable du
corps des fractions LQ de Ap. Alors on a

("•9-5-I) ^A^A/^rg^Û^^E) =dim(A).

Notons que si îUo est l'idéal maximal de \, la topologie de A est la topologie
îîîo-adique puisque A est une Ao-algèbre finie (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5,
cor. 3 de la prop. 9) et induit sur AQ la topologie nîo-adique (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. III, § 3, no 4, th. 3). On sait (21.9. i) que Q^ est un A-module de type fini et,
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en vertu de (21.9.3) îiJ^ est un Aç-module libre de rang r == dim(Ao) = dim(A) (16.1.5);
le produit tensoriel ^l^®Ao^ est donc un A-module libre de rang r identique à son
séparé complété; enfin ^i/^ est un A-module de type fini (20.4.7), donc identique à
son séparé complété (Oj, 7.3.6). Cela étant, dans la suite d'homomorphismes

(".9-5-2) Qi^A^âi^^->o

on sait que v est surjectifet que Im{u) est dense dans Ker(^) (20.7.17); mais tout sous-Aç-
module de tij^ est fermé pour la topologie îîîo-adique (O^, 7.3.5), donc la suite (21.9.5.2)
est exacte. Notons d'autre part que puisque A est entier sur AQ, \ intégralement clos
et E séparable sur L.o, t2i/A, est un A-module de torsion (20.4.13, (iv)); tensorisant la suite
exacte (21.9.5.2) par E, il vient une suite exacte

Ôi^^E->tîi^E->o

d'où rg^ûj^^E)^/". H reste donc à montrer qu'il existe, dans Î2^®^E, r éléments
linéairement indépendants sur E. Or, soient D^=^/^T^ les dérivations canoniques de AQ
dans lui-même (i ^î^r) ; elles se prolongent de façon unique en des dérivations (encore
notées DJ de E dans lui-même, puisque E est extension séparable finie de L.o; par
restriction à A, ces dérivations donnent des dérivations de A dans E, et il est immédiat
que ces dérivations prennent leurs valeurs dans un même sous-A-module de type fini
de E; comme elles sont continues dans Aç et que la topologie de A est la topologie
rrto-adique, on a ainsi formé r dérivations continues de A dans un A-module topologique,
qui sont évidemment linéairement indépendantes puisque D^(Ty)==8^; ceci achève
de prouver la proposition.

La proposition suivante est un analogue « formel » de (21.7.3) :
Proposition (21.9.6). — Soient Â:oCA:CK.o trois corps de caractéristique p">o, tels que

[Ko : A] < + oo ; o^ pose

Lo=Ko(CI\, . . . , T,)), Mo=Ko((Tï, . . . , T^))

L=A((T,, . . . , T,)), M=À((T?, . . . , T^)), N=A;((Tf, ..., T?)).

Soit E une extension de type fini de L().
(i) Si TK,/A.(, ̂ t de rang fini, on a

(21.9.6. i) %QE/M-rgK"K,/.= (^+deg. tr^E) +rf(E/Ko, k,) +rf(E/Mo, N//;o)

(notations de ( 2 1 . 6 . 1 ) ) , et en particulier on a

(21.9.6.2) rg^/M—rgiA/^r+deg. tr^E+rf(E/Ko, Ao).

En outre, si les deux membres de (21.9.6.2) sont égaux, ils le restent lorsqu'on remplace k par
un corps k' tel que k^Ck9Ck.

(ii) On suppose en outre que [ko : Ag]< +°°- Soit (AJ une famille filtrante décroissante
de sous-corps de Ko contenant k^, tels que [Ko : ky\< +00 pour tout a et que n^(Kg) ==Â:o(Kg) ;

oc
alors il existe un a tel que, pour k==k^, les deux membres de (21.9 .6 .2) soient égaux.
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(i) On sait (21.1.5, (ii)) que rg^e/M ne change pas quand on remplace M
par M(Lg); comme Lg=Kg((T?, . . . , TP)) et que ^(K^) : k]< +00, on a

M(H)=A(Kg)((Tï, . . . ,T^);

de même û^ ne change pas quand on y remplace k par A: (Kg), si bien que l'on peut
supposer que KgcA, ce que nous ferons dans toute la suite. Nous introduirons aussi les corps

Ao=Â:o(Kg), N^^ÇTf,...,^'))

de sorte que l'on a le diagramme de corps

Ko ————> Mo ————> Lo ————> E
t t t

k -> N -> M ————^ L

î î
^ -^ ^ ^ N'

Nous nous proposons d'évaluer la différence 8 du premier et du second membre
de (21.9.6.2).

Il résulte de (21.7.3) que l'on a

rgE^/M-rgMo"M/M^deg. tr^E+rf(E/Mo, M)

et comme Lo est une extension finie de Mo, on a deg. tr^E==deg. tr^ E. D'autre part,
une j&-base de Ko sur k==k(K^ est aussi une j&-base de Mo sur M, donc (21.4.5), on a

^Mo^Mo/M^gK^Ko/fe

si bien que l'on a

(21.9.6.3) 8=rf(E/Mo,M)-rf(E/Ko,Ào)-^.

Notons maintenant le lemme classique :
Lemme (21.9.6.4). — Pour tout corps k, le corps de séries formelles K=A:((Ti, . . ., T,.))

est une extension séparable de k.
Rappelons rapidement la démonstration de ce lemme pour être complet. Il suffit

(Bourbaki, Alg^ chap. VIII, § 7, n° 3, démonstration du th. î) de prouver que pour
toute extension finie k ' de A:, K®^A:' est sans élément niipotent; mais si l'on pose
A==A[[Ti, ...,TJ] et S=A—{o}, K®^' est égal à S-^A®^), et A®,A' s'identifie
canoniquement à l'anneau intègre A'^Â/^TI, . . ., TJ] et A à un sous-anneau de A',
d'où la conclusion.

Utilisant ce lemme et (21.6.2, (ii)),on a </(Lo/Ko, A:o)==o, et la formule (21.6.4.4)
donne donc

</(E/Ko,Â:o)=rf(E/L,,A;,).
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Les formules (21.6.4.4) et (21.6.4.2) donnent d'autre part

rf(E/Mo, M)=û?(E/Lo, M) +^(Lo/Mo, M),
rf(Lo/Mo, M)=rf(Lo/Mo, M/N) +rf(Lo/Mo, N)

d'où
S-rf(E/Lo, M) +û?(Lo/Mo, N)-rf(E/Lo, Â;o) +rf(4/Mo, M/N)-r.

Nous allons montrer que l'on a la relation

(21.9.6.5) rf(Lo/Mo,M/N)=r.

Pour cela, remarquons que, par définition, on a

rf(Lo/Mo, M/N) = rg^o/M/N-rgM^Mo/M/N •

Compte tenu des deux suites exactes

0 -^Lo/M/N -^ ^M/N^LO -^ ^/N -> °WM -> 0

0 -> T^'Mo/M/N -^ ^M/N^M^ -^ "Mo/N -> ^Mo/M -^ 0

il vient

d{ LQ/MO , M/N) = rg^ ̂ /M - %, ̂ ,/N - rgMo ̂ M,/M + rgM, "Mo/N •

Or, on a N(L^)DM, donc îi^^^Lo/M (21. i .5, (ii)). D'autre part, les Tf( i^^r)
forment une j&-base de M sur N, et une j^-base de KQ sur k est aussi une ^-base de Mo
sur M, donc, comme M^CN,

î-gMo "Mo/N = r + rg^ ̂  = r + rg^ Q^/M

en vertu de (21.4.5) et (21.1.10), ce qui prouve (21.9.6.5).
On a encore, par (21.6.4.2),

rf(E/Lo, M)-rf(E/Lo, /;o)-^(E/Lo, M/^)

et ^(Lo/Mo, N)=rf(Lo/Mo, N//:) +rf(Lo/Mo, A).

Mais comme Lo est séparable sur KQ (21 .9 .6 .4) , on a û?(Lo/Ko, A)==o, et par suite
aussi ûf(Lo/Mo, k)==o ((21.6.2) et (21.6.4)). Il vient donc

8=rf(E/Lo, M/Ao) +rf(Lo/Mo, N/A).

Appliquons encore deux fois (21.6.4.2) au premier terme du second membre
de cette formule; on obtient

^(E/Lo, M//;o)=rf(E/Lo, M/N) +^(E/Lo, N/A;) +rf(E/Lo, A/^).

Comme McN(L^), on a ûf(E/Lo, M/N)==o (21.6.2), donc (par (21.6.4.4))

8=a?(E/Lo, klk,) +rf(E/Mo, N/A).

Mais Mo et Lg sont des extensions séparables de Ko (21.9.6.4), donc
â?(Lo/Ko, klko) = â?(Mo/Ko, klko) =o (21.6.2), et appliquant encore deux fois (21.6.4.4),
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on a rf(E/Lo,/:/A:o)==û?(E/Ko, À:/Â:(,)==rf(E/Mo5 A:/Â:o), d'où, par une dernière application
de (21 .6 .4 .2 ) ,

S=û?(E/Mo,N/^o

ce qui prouve (21.9.6.1). En outre, lorsque k est remplacé par une sous-extension k1

de A:o, N est remplacé par une sous-extension N", donc ûf(E/Mo, N7^o)^(E/Mo, N I ko)
(21.6.4.2), ce qui démontre la dernière assertion de (i).

(ii) Pour tout a, posons N^==^((Tf, . . . ,Tf)). En vertu de (21.9.6.1) et
de (21.8.3), il s'agit de montrer (compte tenu de ce que K^CÂ^ et de ce que E est
une extension de type fini de Mo) que l'on a

nN,=Ao(M^).
y.

Or, on a

(21.9.6.6) nN,=N /=(Â;o(K^)((Tf, . . . ,Tf))

en vertu de (21.8.8.3) et de la relation nA^==Â;o(K^) (21.8.6). D'autre part, on a
ko(Mo)==ko{Ko{(Tf, . . . ,Tf))) . Pour acheter la démonstration de (21.9.6, (ii)), il
reste donc à prouver le

Lemme (21.9.6.7). — Soient ko un corps de caractéristique p>o tel que [ko : k^]< +00-»
Ko une extension de ko. Alors on a

(21.9.6.8) (^o(K^))((T,, ....T^^oTOCIi, . . . ,T,))).

Comme k^cK^ on a WoTO, . . ., T,)))=K^((Ti, . . ., T,)). Si (^^, est
une base de ko sur k^ il est immédiat que (^.) est aussi un système de générateurs de
chacun des deux membres de (21.9.6.8) sur K^((Ti, . . . ,T^)) .

Remarque (21.9.7). — L'assertion de (21.9.6, (ii)) ne s'étend pas au cas où [Â;o : k^]
est infini. Prenons en effet pour ko le corps Fy(XJ^o des fractions rationnelles à une
infinité d'indéterminées, de sorte que les X^ forment une j^-base de ko sur Fy, et par
suite [ko : k^]== 4-00. Dans l'énoncé de (21.9.6), prenons Ko==Â;o (donc nécessairement

00

k==ko), Lo==A;o((T)), pour El' extension Lo(^), où y est racine du polynôme Y^— S X^T^

de Lo[YJ. Alors la différence 8 des deux membres de (21.9.6.2) est non nulle. En effet,
E est séparable sur ko, sans quoi y serait élément de Â;o(L^), et l'on voit aussitôt que cela
n'est pas possible (dû au fait qu'il y a une infinité de X^ algébriquement indépendants) ;
on a donc û?(E/Ko, A:o)==o, la formule (21.9.6.3) se réduit à 8==û?(E/Mo,Mo)—i, et il
est clair que Û?(E/MQ, Mo)==rgE TE/MO- Tout fevient à vérifier que ce rang est 2. Or on
a E^CMo, une j&-base de E sur LQ est formée du seul élément^, et L,o a évidemment une
^-base sur Mo formée du seul élément T; donc, puisque E est extension algébrique de Mo,
notre assertion résulte de (21.7.1) et (21.4.5).

Proposition (21.9.8). — Soient ko un corps (de caractéristique quelconque)^ Ko une extension
séparable de ko, A un anneau local noethérien complet, qui est une ko-algèbre et dont le corps résiduel
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est une extension finie de Kg. Pour tout idéal premier p de A, soit fe(p) le corps résiduel de A. en p.
Alors, pour tout corps k tel que ^cAcKo et tel que [Ko : k]< +00, on a

(21 .9 .8 .1 ) rgk(p)(A^p)/^A/pfe(P))—rgK.QK,/&>dim(A/p)+r^^^^^

Supposons en outre que \k^ : Ag]< +00 (où p est l'exposant caractéristique de kç). Alors
on peut trouver un corps k tel que Â;o(Kg) ckcKo et [Kg : k\< +00, pour lequel les deux membres
de (21.9.8.1) sont égaux.

Comme A/p a même corps résiduel K que A et est complet, on peut se borner au
cas où A est intègre et p=o; on posera alors E=fe(p), corps des fractions de A.
Comme Kç est formellement lisse sur k^ (19.6.1), il existe un Â;o-monomorphisme
Ko->A faisant de A une Ko-algèbre; on sait en outre qu'il existe une sous-Ko-algèbre \
de A, Ko-isomorphe à une algèbre de séries formelles Ko[[Ti, ..., T^]] et telle que A
soit une Ao-algèbre finie (19.8.9), ce qui entraîne que E est une extension finie du
corps des fractions Lo==Ko((Ti, ...,T,)) de Ao. On a alors Yic./?^0 puisque Ko
est séparable sur Â;o, et deg.tr^E==o; en outre, comme A est une Ao-algèbre finie
on a dim(A)=dim(Ao) (16.1.5).

Si p=ï, on a rg^O.^®^E)=r par (21.9.5) et (17.1.4. (in)). et "L^0

puisque Ko est extension finie séparable de k (21.7.4); d'autre part ^k,==o, E étant
extension séparable de Â;o; les deux membres de (21.9.8. i) sont donc égaux dans ce cas.

Supposons maintenant que p>i\ si B==A;[[Ti, ...,T,]], A est une B-algèbre
finie, donc, en posant BI=/;[[TÏ, ...,T^]], Ô^ s'identifie à ̂  (21.9-4^ et en
désignant par M le corps des fractions Â;((T?, . .., T2;)), il résulte de (20.5.9) que Û^®^
s'identifie à tî^; l'inégalité (21.9.8.1) n'est autre alors que (21.9.6.2), et la dernière
assertion du corollaire résulte de (21.9.6, (ii)).

§ 22. CRITÈRES DIFFÉRENTIELS DE LISSITÉ FORMELLE
ET DE RÉGULARITÉ

Les principaux résultats de ce paragraphe sont :
a) Les critères (22.2 .2) et (22.5.8), qui donnent des conditions nécessaires et

suffisantes pour qu'un anneau local noethérien complet A contenant un corps k soit
formellement lisse sur k', le critère (22.5.8) s'énonce sans faire intervenir de notions
différentielles, et complète (19.6.6); l'énoncé (22.2.2) , de nature un peu plus
technique, permet de donner une classification, pour k fixé, des anneaux locaux A
considérés (22.2.5) : ils sont donnés par leur dimension n et leur corps résiduel K,
sous la seule condition n^rg^f^.

b) Le théorème (22.3.3), et le corollaire (22.7.6) du critère jacobien de
Nagata (22.7.3), qui donnent des conditions permettant d'affirmer qu'un anneau
localisé d'un anneau local noethérien complet A contenant un corps k est géométriquement
régulier sur A; ils joueront un rôle important dans l'étude des propriétés « fines » des
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anneaux locaux faite au chap. IV, § 7. On ne possède pour le moment aucune
démonstration de (22.7.6) indépendante du critère jacobien de Nagata.

c ) Le critère jacobien de Zariski (22.6.7) et ses variantes, qui sont des conséquences
faciles de (20.7.8).

22.1. Relèvement de la lissité formelle»

Théorème (22.1.1). — Soient s : A->A,u : A->B deux homomorphismes Panneaux,
3 un idéal de B, G Vanneau quotient B/3. On suppose que G est une A-algèbre formellement lisse
pour la topologie discrète.

(i) Supposons vérifiées les conditions suivantes :
a) 3/32 es^ un C-module projectif.
(3) U homomorphisme canonique SçO/^—^gr^B) (19.5 .2) est bijectif.
y) U homomorphisme caractéristique X : ̂ c/A/A~^3/32 (20.6.20) est injectif.
8) Le C-module ûa/A^B0 est projectif.
Alors B, muni de la topologie ^-préadique, est une A-algèbre formellement lisse.
(ii) Inversement, supposons que B soit une A-algèbre formellement lisse pour la topologie

^-préadique, et que A soit une A-algèbre formellement lisse pour la topologie discrète. Alors les
conditions a), (3), y)? ^) ^e (i) son^ vérifiées.

En vertu de la suite exacte (20.6.22.1) (qui est applicable, puisque B/32 est
une extension A-triviale de G par 3/ 32, G étant supposée être une A-algèbre formellement
lisse (19.4.4)), la condition y) équivaut à Ï^/A^0? ou encore à la suivante :

y') U homomorphisme ^B/A/A^C : ̂ 1/A(><)A^'"-^B/A(X)B(^ est irijectif.
(i) Les conditions a) et (3) entraînent que B est une A-algèbre formellement lisse

pour la topologie 3-préadique (19.5.4). Il revient donc au même de dire que B est
(pour la topologie 3-préadique) une A-algèbre formellement lisse, ou une A-algèbre
formellement lisse relativement à A. Pour voir que B est une A-algèbre formellement lisse,
il suffit donc, en vertu de (20.7.2), de prouver que P homomorphisme continu de
B-modules topologiques ^B/A/A : ̂ A/A^A^ ""^B/A est formellement inversible à gauche. Or,
puisque B est une A-algèbre formellement lisse, le B-module topologique ûg^ est formel-
lement projectif (20.4.9) et sa topologie est déduite de celle de B (20.4.5). En vertu
de (19.1.9), il suffit donc, pour que ^B/A/A solt formellement inversible à gauche,
que ^B/A/A^C solt inversible à gauche. Mais en vertu de y')? cette dernière application
est injective, donc on a la suite exacte (20.6.14.7)

O->^/A®AC-^ÛB/A®BG^QB/A®BG-^O.

Enfin, en vertu de 8), le C-module ^B/A^B^ est projectif, donc la suite exacte précédente
est scindée^ ce qui achève de prouver (i).

(ii) Si B est une A-algèbre formellement lisse pour la topologie 3-préadique,
et A une A-algèbre formellement lisse pour la topologie discrète, B est une A-algèbre
formellement lisse pour la topologie 3-préadique (19.3.5, (ii)); les conditions a) et (3)
résultent donc de (19.5.6). En outre, (20.7.2) montre que u^^ est formellement
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inversible à gauche, donc ^B/A/A^C est inversible à gauche (19. i .7), et a fortiori injectif.
Enfin, Î^B/A est un B-module formellement projectif (20.4.9), et par suite ^B/A^B^
est un C-module projectif (19.2.4).

Corollaire (22.1.2). — Soient s : A->A, u : A->îï deux homomorphismes d'anneaux,
m un idéal maximal de B, K == B/m le corps quotient. On suppose que les A-algèbres A et K soient
formellement lisses pour la topologie discrète. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est une A-algèbre formellement lisse pour la topologie m-préadique.
b) Uhomomorphisme canonique

(22.1.2.1) SKOn/m^gr^B)

est bijectif, et l9 homomorphisme caractéristique

(22. i. 2.2 ) y, : YK/A/A-^/^

est injectif.
Cela résulte aussitôt de (22.1.1) , les conditions a) et 8) étant ici trivialement

vérifiées, puisque K est un corps.
Remarque (22.1.3). — Supposons vérifiées les hypothèses de (22 .1 .2 ) et en outre

supposons que m/m2 soit un K-espace vectoriel de rang fini. Alors, pour que B soit
une A-algèbre formellement lisse pour la topologie m-préadique, il suffit que les conditions
suivantes soient satisfaites :

(22. i. 3. i ) Étant donnés une algèbre de polynômes E == K[T^, . . ., TJ, l'idéal maximal n
de E engendré par les T, (i^'^n), et un idéal 63^ dans E, tout A-homomorphisme v : B->E/b,
qui, par passage aux quotients, donne l9 identité K->K, se factorise en B—^E/n^-^E/b, où w
est un A-homomorphisme.

(22.1.3.2) Si F est l9 extension triviale D^ (K) (« algèbre des nombres duaux sur K »),
p

p : A->F un homomorphisme d9 anneaux tel que le composé A—^F->K soit l9 homomorphisme
canonique, alors tout A-homomorphisme v : B->K qui, par passage aux quotients, donne l9 identité
K->K, se factorise en B—»-F->K, où w est un A-homomorphisme {pour la structure de A-algèbre
sur F définie par p).

En effet, on a vu (19.5.5) que la condition (22.1.3.1) entraîne que l'homo-
morphisme canonique (22.1.2 .1) est bijectif. En vertu de (22.1 .2) , il suffit ensuite
de voir que l'homomorphisme canonique MB/A/A® ÏK : ̂ I/A^A^'^^B/A^B^ est injectif,
ou encore (puisque! s'agit d'espaces vectoriels sur K) que pour tout K-espace vectoriel L,
F homomorphisme canonique Dér^(B, L) ->Dér^(A, L) est surjectif{en vertu de (20.4.8)) ;
il est clair que pour cela, il faut et il suffit que l'homomorphisme canonique
Dér^(B, K)->Dér^(A, K) soit surjectif, d'où notre assertion, en vertu de (20.1.5).

On notera que les deux conditions (22.1.3.1) et (22.1.3.2) sont entraînées par
la suivante :

(22.1.3.3) Pour toute A-algèbre locale artinienne E de corps résiduel égal à K, et tout
idéal niipotent r de E, tout A-homomorphisme B-^E/r qui, par passage aux quotients, donne
l9 identité K->K, se factorise en B-^E-^E/r, où u est un A-homomorphisme.
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Ce résultat se généralise comme suit :
Proposition (22.1.4). — Soit 9 : A-^B un homomorphisme local Panneaux locaux

noethériens, k (resp. K) le corps résiduel de A (resp. B). Pour que B soit une A-algèbre formellement
lisse (pour les topologies préadiques), il faut et il suffit que pour tout anneau local artinien C,
de corps résiduel égal à K, tout homomorphisme local A->G (faisant de G une A-algèbre
topologique}, et tout idéal niipotent 3 de G, tout A-homomorphisme local B->C/3 tel que
r homomorphisme K->K obtenu par passage aux quotients soit l'identité, se factorise en B-^C->C/3,
où f est un A-homomorphisme local.

La condition étant nécessaire par définition (19.3.1)5 montrons qu'elle est suffisante.
Comme les A-homomorphismes locaux de B dans une Â-algèbre locale discrète provien-
nent par extension des A-homomorphismes locaux de B dans cette algèbre, on peut se
borner au cas où A et B sont complets, en vertu de (19.3.6). Lorsque A est un corps k, la
proposition résulte de (22. i. 3.3), où l'on prend pour A le sous-corps premier de k, et de
(19.6. i). Dans le cas général, posons Bo = B®^A == B/mB (m idéal maximal de A), qui
est complet. Si CQ est une A-algèbre locale artinienne de corps résiduel égal à K, 3o un idéal
niipotent de Cg, tout A-homomorphisme local go : Bo-^Co/^o donnant l'identité sur K par
passage aux quotients, donne par composition un A-homomorphisme local

^:B->Bo-^Co/3o

qui par hypothèse se factorise donc en B->Co-^Co/3o, où y est un A-homomorphisme
local; mais comme Cç est une A-algèbre, / se factorise en B->Bo-4Co, où fo est un
A-homomorphisme local. On voit donc que les hypothèses de l'énoncé sont encore
remplies lorsqu'on y substitue B() et A à B et A respectivement; donc B() est une A-algèbre
formellement lisse d'après ce que l'on vient de voir. Appliquant (19.7.2) et (19.7.1),
on voit qu'il existe un anneau local noethérien complet B', un homomorphisme
local A ->B' faisant de B' un A-module plat et une A-algèbre formellement lisse, et un
A-isomorphisme UQ : B^B'^^A^BQ. Soit VQ l'isomorphisme réciproque de UQ; nous nous
proposons de montrer qu'il existe un A-homomorphisme local v : B->B' tel que VQ
provienne de v par passage aux quotients. Pour cela, désignons par n et n' les idéaux
maximaux respectifs de B et B', et, pour toutj, soit Wy : ï|{nj+l+mB)->Bf|Çnfî+l+mK/)
l'homomorphisme déduit de VQ par passage aux quotients; il suffira de former pour
tout j un A-homomorphisme local y : B/r^'^—^B'/n^4'1 tel que les diagrammes

B/n^1 -X BVn'^1 B/n^ ——1—^ B'/n'^1

^ ^
B/n^' —> B'/n^' B/Qt^+mB) -> B'/O^+mB')

vy-i wj

soient commutatifs; B et B' étant complets, l'homomorphisme y==limy. répondra à
la question. Or, la formation par récurrence de v. résulte de l'hypothèse sur B et du
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même raisonnement que dans (19.3.10.1), en utilisant le lemme (19.3.10.2) et le
fait que n11 +(nfj'}'l+m'Sf)=n/i +mB'. Il résulte alors de (19.7.1.4) que v est un
A-isomorphisme, car B' est un A-module plat, et B est complet pour la topologie
m-préadique, les idéaux rn '̂B étant fermés dans B pour la topologie n-adique
(Oi, 7.3.5). C.Q.F.D.

22.2. Caractérisation différentielle des algèbres locales formellement lisses
sur un corps.

(22.2.1) Soient k un corps, P son sous-corps premier, A une À-algèbre qui est
un anneau local, m son idéal maximal, K=A/m son corps résiduel. Comme K est
séparable sur P, K est une P-algèbre formellement lisse pour la topologie discrète (19.6.1),
et par suite la P-extension A/m2 de K par m/m2 est V-triviale, et l'homomorphisme
caractéristique

(22.2. i. i ) X A / f c : ^Kik -^în/rn2

est donc défini (20.6.23).
Théorème (22.2.2). — Sous les conditions de ( 2 2 . 2 . 1 ) 3 pour que A soit une k-algèbre

formellement lisse pour la topologie m-préadique, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient
satisfaites t

(i) Uhomomorphisme canonique S^m/m2) ->gim(A) est bijectif.
(ii) Uhomomorphisme caractéristique ̂  : T^^m/m2 est injectif.
C'est un cas particulier de (22.1 .2) , où l'on remplace A par P, A par A; et B

par A; K et k, étant séparables sur P, sont en effet des P-algèbres formellement
lisses (19.6.1).

Remarque (22.2.3). — La condition (ii) de (22 .2 .2 ) peut être remplacée par une
quelconque des suivantes :

a) L'homomorphisme canonique Q^K^t^®^ est injectif.
b) Pour tout 72, rhomomorphisme canonique Q^A/m^^^l^A/m^1) est

inversible à gauche.
c ) L'homomorphisme canonique t^ê^A->Ô^ est inversible à gauche.
d ) A est une A-algèbre formellement lisse (pour la topologie m-préadique) relativement

au corps premier.
En effet, on a déjà remarqué dans (22. i . i) que Pinjectivité de ̂  est équivalente

à a ) , et que la conjonction de a) et de la condition (i) de (22 .2 .2) équivaut à celle
de d ) et de (i). Enfin, on a aussi vu dans (22.1.1) que b) et d ) sont équivalentes, et
l'équivalence de b) et c ) résulte de (19.1.8).

(22.2.4) La principale application de (22 .2 .2) a tra^t aux A-algèbres locales
noethériennes et complètes (cas où m/m2 est un K-espace vectoriel de rang fini). De
façon précise, soient k un corps, K une extension de A, V un K-espace vectoriel de
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rang fini; nous considérons les triplets (A, a, (B), où A est une A-algèbre locale
noethérienne complète formellement lisse d'idéal maximal m, a : A/m^K un isomor-
phisme de A-algèbres, (B : m/m2—^ un di-isomorphisme d'espaces vectoriels (pour
risomorphisme a). Étant donnés deux tels triplets (A, a, (B), (A', a', [B'), une équivalence
du premier sur le second est un A-isomôrphisme u : A^A' tel que (si m' est l'idéal
maximal de A'), les diagrammes

* / ?r°(M) A , / , / 9 ë^W , / ,9A/m —> A'/m m/m2 —> m / m 2

K ——> K V ————> V
^ ^

sont commutatifs. Il est immédiat que les classes d'équivalence des triplets (A, a, p)
forment un ensemble que nous noterons FL(K/A,V). Remarquons maintenant qu'à tout
triplet (A, a, (B) est associé le K-homomorphisme composé d'espaces vectoriels

YK^-^m/m2—^ (où ^/K est considéré comme un di-homomorphisme relatif à a""1);
la définition précédente prouve (par (20.6.22.2)) que ce K-homomorphisme ne dépend
que de la classe d'équivalence de (A, a, (î) dans FL(K/A, V); autrement dit on a défini une
application canonique

(22.2.4.1) FL(K/Â:, V)->HomK(Y^, V).

Proposition (22.2.5). — Soient k un corps, K une extension de A, V un fi-espace vectoriel
de rang fini. L'application canonique (22 .2 .4 .1) est une bijection de FL(K/A, V) sur
l'ensemble des 'K-homomorphismes injectifs de Y^ dans V.

(i) Pour montrer que (22.2.4.1) est injective, il faut prouver ce qui suit :
soient A, A' deux A-algèbres locales noethériennes complètes formellement lisses, m, m'
leurs idéaux maximaux respectifs, a : A/m^K, a' : A'/m'^K deux A-isomorphismes ;
supposons donnés deux A-isomorphismes v° : A/m^A'/m', v1 : m/m^m'/m'2 tels que les
diagrammes

soient commutatifs. Il s'agit de prouver qu'il existe un k-isomorphisme u : A^A' tel
que gr°{u) == y° et gr^z/) = v1. Remarquons en premier lieu que puisque K est un corps,
Fhomomorphisme canonique (20.6.7.1) est bijectif (20.6.11), donc il existe déjà un
k-isomorphisme v : A/m^A'/m'2 tel que gr°(y)==y° et gr l(y)=y l. Notons maintenant
que puisque À' est métrisable et complète, et A une A-algèbre formellement lisse,
l'homomorphisme composé A-^A/m2-^'/^!'2 se factorise en A—^A'—^A'/m'2, où u est
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un k-homomorphisme (19.3.11), et l'on a donc déjà gr°{u) =v° et gr1^) =y1. Or, on a
le diagramme commutatif

S^m/m2) -^ gr'^A)

W gT (M)

S^m'/m'2) -> gr^A')

où les flèches horizontales sont les homomorphismes canoniques, et w provient de v° et v1 ;
comme v° et u1 sont bijectifs, il en est de même de w, et puisque A et A' sont des A-algèbres
formellement lisses, on déduit de (22 .2 .2 , (i)) que gr(^) est bijectif, mais comme A et A'
sont séparés et complets, cela entraîne que u lui-même est bijectif (Bourbaki, Alg. comm.y
chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. i).

(ii) Reste à montrer que l'image de (22 .2 .4 .1) est l'ensemble des homomorphismes
injectifs de Y^ dans V;on sait déjà par (22.2.2, (ii)) qu'elle est contenue dans cet
ensemble; il suffira alors de prouver le

Lemme (22.2.5.2). — Pour tout K.-homomorphisme h : YK/A;""^? il existe une k-algèbre A
qui est un anneau local noethérien régulier et complet^ d'idéal maximal m, de corps résiduel K,
et un T^-isomorphisme p : m/m^V tels que A==[Bo^^.

En effet, si ce lemme est prouvé, le fait que A est régulier entraîne que la condition (i)
de (22.2 .2) est satisfaite (17.1 .1) ; si en outre h est injectif, (22 .2 .2 ) montrera que A
est une A-algèbre formellement lisse dont la classe aura h pour image (par contre si h
n'est pas injectif, la A-algèbre A dont (22 .2 .5 .2 ) prouve l'existence n'est pas formellement
lisse).

Pour prouver (22.2 .5 .2) , soient B la K-algèbre S^(V), n l'idéal d'augmentation
de B et A = Ê la K-algèbre complétée de B pour la topologie n-préadique (de sorte que A
est isomorphe à l'algèbre de séries formelles K[[T\, . . ., TJ] si n=rg^V). En vertu
de (20.6. n) il existe sur A/m2 (où Tn==nA) une structure de A-extension de K par V
{distincte en général de la structure A-triviale définie par l'injection canonique A->K—^A)
telle que h soit l'homomorphisme caractéristique de cette extension. Si f: A->-A/m2 est
l'homomorphisme structural, le fait que A soit séparable sur le corps premier permet
(19.6.1) de factoriser/en A-^A—^A/m2, et la A-algèbre A ainsi définie répond à la
question (20.6.22.2).

Théorème (22.2.6). — Soient k un corps, K une extension de A. Pour qu'il existe une k-algèbre
locale noethérienne A, d'idéal maximal m, telle que A/m = K et que A soit formellement lisse
(pour sa topologie m-préadique), il faut et il suffit que Y^ soit un ÏL-espace vectoriel de rang
fini. La k-algèbre A est alors déterminée [à un k-isomorphisme près donnant par passage aux quotients
l'identité K—^K) par sa dimension, qui est soumise à la seule condition d'être ^rg^ÏK^.

Comme m/m2 est de rang fini sur K, la nécessité de la condition résulte
de (22.2.2 , (ii)); inversement, (22.2.5) montre que la condition est suffisante et que
l'on peut prendre pour m/m2 un K-espace vectoriel de rang quelconque ^rg^ÏK/fc)-
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En particulier, l'homomorphisme identique de Y^ associe canoniquement à K une A-algèbre
noethérienne complète, formellement lisse, pour laquelle Tg^ est isomorphe à m/m2.

Remarques (22.2.7). — (i) Soit A un anneau local noethérien, de corps résiduel A;
il résulte de (19.7.1) et (19.7.2) que la détermination des A-algèbres A qui sont des
anneaux locaux noethériens complets et qui sont formellement lisses est équivalente au
même problème où A est remplacé par A, et est donc en principe entièrement résolue
par (22 .2 .5)3 qui ramène la question à la structure des corps résiduels des A-algèbres
cherchées, en tant qu'extensions de A.

(ii) Le fait que Y^ soit de rang fini sur K n entraîne pas que K soit « de
multiplicité radicielle finie » sur k (cf. (19.6.6)). Par exemple, soient Ag un corps parfait
de caractéristique ^>o, A==A()(T) le corps des fractions rationnelles à une indéterminée
sur k et K^P"00 la plus petite extension parfaite de k. On a alors ûg== ^K/A; == ° { 2 I ' 4 • ' ï ) 9
donc par définition (20.6.1.1) Y^==Û^K, et comme ^==^0(1^), T est une ^-base
de k sur A^, donc (21.4.5), 0^ est de rang i sur A, et par suite Y^ de rang i
sur K. Mais pour tout n le corps résiduel de l'anneau local K®^ est isomorphe à K
donc n'est pas séparable sur kP .

Le théorème (22 .2 .2) se généralise comme suit :
Proposition (22.2.8). — Sous les conditions de (22.2. i), supposons que la caractéristique p

de k soit >o; soit (AJ une famille filtrante décroissante de sous-corps de k, telle que flA^A^ ̂ A^.

Alors la condition (ii) de (22.2.2) peut se remplacer par l'une quelconque des suivantes :
a) // existe <Xo tel que Vhomomorphisme canonique

^/^K^ni/^K
soit injectif pour tout a^oco.

b) II existe OQ tel que A soit une k-algèbre formellement lisse (pour la topologie m-préadique)
relativement à A^, pour tout a^ap.

c) Pour tout a et tout entier n^-o, Vhomomorphisme canonique

^/^(A/m^1) -^^(A/m^1)
est inversible à gauche.

En effet, si A est une A-algèbre formellement lisse, elle l'est a fortiori relativement
à tout sous-corps de A, ce qui entraîne c ) en vertu de (20.7.2) et (19. i .7); il est clair
que c ) implique b ) , en vertu de (20.7.2)5 et que b) implique a ) . Enfin, compte tenu
de (22.2.3), il reste à prouver que a) entraîne que l'homomorphisme canonique
u : û^®^K-^i^®^K- est ^J^if' O^ on a pour tout a un diagramme commutatif

^00,K ^ ^K

^®,K -> ÛÎ K
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et l'hypothèse que u^ est injectif pour a^oco implique que Ker(^) est contenu dans
V intersection des Ker(yj. Mais on a vu (21.8.3) que cette intersection est nulle en vertu
de l'hypothèse fU^Â^) ==^5 ce qui achève la démonstration.

a
Proposition (22.2.9). — Sous les hypothèses de (22 .2 .1 ) , les conditions suivantes sont

équivalentes :
a) A/m2 est une k-extension k-triviale de K par m/m2.
b) XA/fc-0-

c) U homomorphisme canonique ( 2 0 . 5 . 1 1 . 2 )

SK^^m/m2^,®^

est injectif (en d'autres termes, la suite

(22.2.9.1) o^m/m^al^K^^K/^o

est exacte).
L'équivalence de b) et ^ résulte de la suite exacte (20.6.22.1); l'équivalence

de c ) et a) résulte de (20.5.12), la suite (22.2 .9 .1) étant scindée si elle est exacte,
puisqu'il s'agit d'espaces vectoriels.

On notera que si K est séparable sur A, les conditions équivalentes de (22.2 .9)
sont satisfaites, en vertu de la définition de ^^ (22.2.1) et de (20.6.3).

Corollaire (22.2.10). — Sous les hypothèses de (22 .2 .1 ) , considérons un sous-corps k^
de k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A/m2 est une k-extension k^-triviale de K par m/m2.
y-Alk

b) Uhomomorphisme composé YK/^o'^^K/fc'^111/1112 est nu^'
c) Uhomomorphisme caractéristique XA//C : ̂ K/fc"^^1/^12 se factorise en YK/fc^^K/fc/A-o""^/1112-
En outre y lorsque ces conditions sont remplies, U homomorphisme y^ est déterminé de façon

unique et coïncide avec V homomorphisme caractéristique de la k—extension k^-triviale A/m2 de K
par m/m2.

Comme le composé dans b) n'est autre que /j^, l'équivalence de a) et b) résulte
de (22.2.9); d'autre part, b) et c ) sont équivalentes en vertu de la suite exacte (20.6.18. i )

^K//co ~^^*K/fc "^^Ky/c/feo ~>0

et comme l'homomorphisme canonique Y^->YK//(;//CO est surjectif, cela implique l'unicité
de ^/ ; le fait que ^/ est l'homomorphisme caractéristique de la Ào-extension A/m2 résulte
de (20.6.22.2).

Corollaire (22.2.11). — Sous les hypothèses de (22 .2 .1) , soit p l'exposant caractéristique
de k, et soit (AJ une famille filtrante décroissante de sous-corps de k telle que ^\k^(kp)=kp. Si ~Y^

est de rang fini sur K, il existe un indice a tel que A/m2 soit une ky-extension ky-triviale de K
par m/m2.

On sait en effet (21.8.3) qu'il existe alors un indice a tel que F homomorphisme
canonique Y^ -^^Kikik solt bijectif, donc la condition b) de (22.2.10) (où k^ remplace ko)
est satisfaite.
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22.3* Application aux relations entre certains anneaux locaux et leurs
complétés.

Lemme (22.3.1). — Soient Aç un anneau semi-local noethérien, A une A^-algèbre finie
{qui est donc un anneau semi-local noethérien, cf. Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5,
cor. 3 de la prop. 9). Si AQ et A sont les complétés de AQ et A pour leurs topologies préadiques
respectives, alors; lorsqu'on munit Aç, A et A des topologies discrètes, A est une A-algèbre formel-
lement lisse relativement à \ ( 1 9 . 9 . 1 ) .

On sait en effet que A=A®^Ao (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5,
cor. 3 de la prop. 9 et chap. III, § 3, n° 4, th. i), donc la proposition résulte de (19.9.3).

Proposition (22.3.2). — Soient A un anneau local noethérien régulier, K son corps des
fractions, p la caractéristique de K. On suppose vérifiée Pune des hypothèses suivantes :

(i) p=o.
(ii) p">o et il existe une famille filtrante décroissante (A(J de sous-anneaux noethériens

de A, tels que A soit une Ay^-algèbre finie pour tout a, que A^ a cA^ pour un entier A (a) convenable,
et que, si K^ désigne le corps des fractions de A^, on ait nK^K^) ==K^.

oc
Soient alors B une A-algèbre finie intègre et contenant A, n un idéal premier de B, G l^ anneau

local B^, q un idéal premier du complété C tel que qnC==o, de sorte que Vanneau local Cq est
une algèbre sur le corps des fractions L de B. Alors C^ est une L-algèbre formellement lisse pour
sa topologie ç\-adique, et par suite un anneau géométriquement régulier sur L (19.6.5).

Distinguons deux cas.
I) Supposons que n contienne l'idéal maximal m de A, et par suite nnA==m.

Alors n est maximal (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° i, prop. i) et si r est le
radical de l'anneau semi-local B, G est le séparé complété de B pour la topologie
n-préadique, et un des composants de l'anneau semi-local Ê, complété de B pour la
topologie r-préadique (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 4, prop. 8); on peut
donc écrire C^==B^, où q' est l'idéal premier de B image réciproque de q. Notons
maintenant que B est un sous-anneau de Ê et l'hypothèse q n C = = o entraîne q'nB^^,
donc Ê^, est aussi localisé de l'anneau Ê®gL en un de ses idéaux premiers q", dont q'
est l'image réciproque dans B. En outre on a B ==Â(x)^B (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV,
§ 2, n° 5, cor. de la prop. 9 et chap. III, § 3, n° 4, th. i), donc B®gL=Â®^L; enfin,
si p est l'idéal premier de A, image réciproque de q", le fait que A->B est injectif et
la commutativité du diagramme

B -> Ê

î î
A -^ A

entraînent que pnA==o, donc (Â®^L),,, est aussi localisé de l'anneau

Â^L=(Â^K)®KL
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en un de ses idéaux premiers. Pour montrer que cet anneau local est une L-algèbre
formellement lisse, il suffit donc de prouver que Âp®^K est une K-algèbre formellement
lisse (19.3.5, (iii) et (iv)); d'ailleurs Âp®^K==Âp puisque pnA==o. On va appliquer
les critères (22.2.2) et (22.2.8). En premier lieu, comme A est régulier, il en est de
même de À (17.1.5), donc de Âp (17.3.2), et la condition (i) de (22 .2 .2) est
vérifiée (17.1.1). Il suffit par suite (lorsque p>o) de vérifier la condition b) de (22.2.8).
Or, (22.3.1) montre que, pour tout a, À est une A-algèbre formellement lisse relati-
vement à A^ (pour les topologies discrètes) ; par suite Â®^ K^==ÂO^(A®^ KJ
est une (A®^ KJ -algèbre formellement lisse relativement à K^, pour les topologies
discrètes (19.9.2, (iii)). Mais comme A est une A^-algèbre finie, on a A®^K^==K;
comme A^ est un anneau de fractions de A®^K, on en conclut (19.9.2, (iv))
que Ap est une K-algèbre formellement lisse relativement à K^, pour la topologie
discrète, et a fortiori pour sa topologie p-adique ((19.3.8) et (19.9.5)). Mais cela
est précisément la condition b) de (22.2.8), donc la proposition est démontrée dans
ce cas pour j&>o. Lorsque p==o, le corps résiduel de A est séparable sur K, et
comme Ap est un anneau régulier, c'est une K-algèbre formellement lisse en vertu
de (19.6.4).

II) Cas général. Soit $ l'idéal premier nnA de A, et posons S=A—s, de sorte
que S^A = Ag, et l'on a G == (S'^s-i^, où cette fois, S^n contient l'idéal maximal $A<,
de As. Comme Ag est régulier (i 7.3.2) et S^B une Ag-algèbre finie intègre contenant Ag,
tout revient à vérifier la condition (ii) pour Ag lorsque p>o : or, posons 5^==$nA^
et considérons l'anneau local (AJg . Pour tout ^5, on a par hypothèse, en posant
q==ph^\tqeA^ et ^s, donc tqf^; si l'on pose S^==A^—5^, on voit donc que l'on a
Ag =80"^, et l'hypothèse entraîne que Ag est une (AJg -algèbre finie; en outre, K^ est
aussi le corps des fractions de (AJg , ce qui achève la démonstration.

Théorème (22.3.3). — Soient A un anneau local noethérien complet, p un idéal premier
de A, B r'anneau localiséAp, q un idéal premier du complété B, r = q nB. Alors F'anneau localisé B
de B est une ^-algèbre formellement lisse pour les topologies préadiques.

L'idéal premier r de B est de la forme n?, où nCp est un idéal premier de A,
et l'on a By=A^; soit k le corps résiduel de B,;, qui est aussi le corps des fractions de
l'anneau local intègre et complet A" =A/n. Comme B est un B-module plat (Oj, 7.3.5)5
Ê(, est un B^-module plat (O;, 6 .3 .2 )3 et pour prouver que Êq est une B^-algèbre
formellement lisse, il suffit de prouver que B^®g k = B^/rÊ^ est une A-algèbre formellement
lisse (19.7.1). Or Ê^/rÊq= (Ê/rB)^,, où q' est l'image canonique de q dans Ê/rÊ$
on a par définition q 'n (B/ r )==o et B/r=Ap,, où p '==p/n; en outre Ê/rÊ est le
complété de B/r.

On est donc ramené à démontrer le corollaire suivant :
Corollaire (22.3.4). — Soient A un anneau local noethérien complet et intègre, K son

corps des fractions, p un idéal premier de A, B l!'anneau localisé Ap. Alors, pour tout idéal premier q
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^ complété Ê, fe/ ̂  qnB=o, Vanneau local B, ̂  ̂  K-algèbre formellement lisse pour sa
topologie q-adtque, donc un anneau géométriquement régulier sur K.

En effet, il résulte de (19.8.9) qu'il existe un sous-anneau \ de A qui est un
anneau de séries formelles sur un corps de caractéristique p>o ou sur un anneau de
Cohen (on rappelle que les anneaux de Cohen ont un corps des fractions de caracté-
ristique o), et est tel que A soit une Ao-algèbre finie. Or, on sait que l'anneau A, est
régulier (i 7.3 • 8) et vérifie l'une des hypothèses (i), (ii) de (22.3.2), en vertu de (21.8.8) •
il suffit donc d'appliquer (22.3.2), en remplaçant B par A et A par Ag.

22.4. Résultats préliminaires sur les extensions finies d'anneaux locaux dont
l'idéal maximal est de carré nul.

Proposition (22.4.1). — Soient A un anneau local dont l'idéal maximal m est de carré
ml, K=A/m son corps résiduel; désignons par V l'idéal m considéré comme K-espace vectoriel.
Soient T.. (i<î<Sr) des indéterminées, et pour chaque i, soit F, un polynôme unitaire de A[T.]
de degré d,; désignons par A' le quotient de l'anneau de polynômes A[T^, ..., T,] par l'idéale
engendré par les r polynômes F,. Supposons que A' soit un anneau local, et soient m' son idéal
maximal, K'=A'lm' son corps résiduel. Alors :

r

(i) Si l'on pose d=îïd,, A' est un A-module libre de rang d, et l'on a [K' : K]^d.

(ii) Pour que [K':K]=d, il faut et il suffit que A'®^K=A'/tnA' soit un corps
(nécessairement isomorphe à K'), autrement dit, que m'=mA'. On a dans ce cas m'2=o, et
si V désigne l'idéal m' considéré comme K'-espace vectoriel, l'homomorphisme canonique V® K'-LV
est bijectif Cet par suite rgK,V'=rggV).

Sans supposer A' local, il est évident, par division euclidienne et récurrence sur r,
que si t, est la classe de T, mod. 6, les monômes M,= '̂...ç'-, où o<v<rf—i'
forment une base du A-module A'. Si A' est supposé local, K/ est un quotient de
A'lmA'=A'^K, donc [K' : K]<[A'®^K : K]=d, et il ne peut y avoir égalité que
si nt'=mA', ce qui démontre (i) et la première assertion de (ii). D'autre part, il est
clair que lorsque m'==mA', on a m'̂ o, et V®^K'=m®^A'=mA'=V' puisque A'
est un A-module libre.

Remarque (22.4.2). — Lorsque A estartinien (autrement dit rg^V) fini), l'hypothèse
que A' est local entraîne toujours que rg^în'/m^rg^V), comme nous le verrons
plus loin (22.5.2). On notera que ces deux rangs peuvent être égaux sans que l'on
ait m'=ntA'.

Proposition (22.4.3). — Les hypothèses sur A et les notations étant celles de (22.4.1),
supposons que les F( soient de la forme

(22.4.3.1) F,(T,)=T^+ S c,,rTdi~k

Kft<d, lk l

où d,^2 pour tout i, et c^em (« polynômes d'Eisenstein »}. Alors :
(i) A' est un anneau local, et son corps résiduel K'=A'/m' est isomorphe à K.
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(ii) Le noyau de U homomorphisme canonique V-^V/=în7m'2 est U idéal n de A engendré
par les ^==6:^. (« termes constants » ûfey F .̂), ^ fc conoyau de cet homomorphisme a pour base
sur K/ les images des T^ ; en particulier^ on a

(22.4.3.2) rg^VQ =rgK(V) +r-r'

o^ r'^rg^n). Lorsque rg^(V) ^ yîm (autrement dit lorsque A ^ artinien), pour que
rg^(V') ==rg^(V), il faut et il suffit que les Ç, soient linéairement indépendants sur K.

(i) II est clair que A^î^^M^7 est isomorphe à K[Ti, . . ., T,]/b', où b'
est l'idéal engendré par les r polynômes Tf1; c'est donc un anneau local de corps
résiduel K, dont l'idéal maximal est engendré par les classes des T, mod. b', d'où (i).

(ii) Soit ^ Çi^i^r) la classe de T^ mod. b; il résulte de (i) que l'idéal maximal m'
de A' est donné par

r

m'=mA'+S^A'
1=1

d'où, compte tenu de m^o,
m'^Su.A'+S^mA'.•^T

On en conclut que A'/m'2 est isomorphe à l'anneau A[T^, . . ., TJ/c, où c est l'idéal
engendré par les éléments

F, (i^r), T,Ty (i^r, i<;^r), AT, (i^r, xem).

Comme d^o. et que les Tf appartiennent à c, les hypothèses faites entraînent que c
est aussi engendré par les éléments

Ç, (i^r), T,T, (i^r, î^j^r), T,x (i^^r, xem).

Soient CI=ST,T,A[TI, . . ., TJ, C2=Ci+SmT,A[Ti, . . ., TJ, de sorte que
i , j i

c=^4-S^.A[Ti, .. ., TJ. Il est clair que A[Ti, . . ., TJ/q est le A-module somme
»

directe de A et des At^\ où t^ est la classe de T, mod. Ci. On en déduit que
A[Ti, . . ., TJ/Ca est somme directe de A et des Ktf\ où t^ est la classe de T, mod. Cg.
Enfin A[TI, . . . ,TJ/c est somme directe de A/n et des K^, où t\ est la classe
de T, mod. c, et n est l'idéal de A engendré par les Ç,; dans l'identification de A'/îît'2

à A[Ti, . . ., TJ/c, l'image de V s'identifie à m/n, et ce qui précède prouve donc (ii).
Proposition (22.4.4). — Les hypothèses sur A et les notations étant celles de (22.4.1),

supposons que K soit de caractéristique p>o {donc p.iem dans A) et que les F, soient de
la formeJ p-i
(22.4.4.1) TO) -T^+P^Tr'-fi

avec c^eA et ^eA pour tout i et tout k tel que ï^k^p— i ; en outre si a^ est la classe def^ mod. m,
on suppose que la famille (^)i^i^y est p-libre sur K^ (« absolument p-libre »). Alors :

(i) A' est un anneau locale d'idéal maximal mA', dont le corps résiduel K/ est isomorphe
à l'extension de K obtenue par adjonction des a^ {ï^i^r).
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(iï) Les éléments d^f^i^, forment une base du noyau N=Y^ de U homomorphisme
canonique i^^K' -> Û^®^K'.

(i) Cette fois A^K^A'/mA' est isomorphe à K[Ti, ...,T,]/b', où b' est
l'idéal engendré par les polynômes T^—a,; l'hypothèse faite sur les û, entraîne que est
anneau quotient est un corps (21.1.8), d'où les assertions de (i).

Avant de démontrer (ii), nous établirons le
Lemme (22.4.4.2). — Soient A un anneau, A une A-algèbre, 3 un idéal de A tel que

Panneau C==A/3 soit de caractéristique p>o {ce qui équivaut à dire que p.ie^ dans A).
Soit n l'image canonique de p . ï dans 3/32. Si G est une ÇA/pA) -algèbre formellement lisse
pour les topologies discrètes, on a une suite exacte canonique
(22.4.4.3) o^(3/32)/c.Tr->^®^C->n^-->o.

Posons en effet A'=A/^A, 3'==3/^A, de sorte que C^A'/^. Comme
A'==A®^(A/^A), on a ^I/A^A^^^IVA' à un isomorphisme canonique près, A' dési-
gnant Panneau AfpA (20.5.5). Appliquant alors la suite exacte (20.5.14.1) à la
A'-algèbre formellement lisse C=A73', on obtient la suite exacte

O^TO'^^AVA^A'C-^A'-^O

et comme Phomomorphisme A-^V est surjectif, on a ^/A'^^/A a un isomorphisme
canonique près (20.5.15); d'où la suite exacte (22.4.4.3) en vertu de ce qui précède.

(ii) Comme on a m'^o, nous désignerons encore par V l'idéal m' considéré
comme K'-espace vectoriel, et nous poserons

(22.4.4.4) Vo^V/K^-m/^+M), yQ=Vf|Kf.p=mf|(mf2+pAf),

Appliquant la suite exacte (22.4.4.3) au cas où A = Z, à la Z-algèbre A (resp. A')
et à son idéal m (resp. m'), il vient, puisque K (resp. K') est séparable sur le corps
premier Z/^Z, donc une (Z/j&Z)-algèbre formellement lisse (19.6.1), les suites exactes

(22.4.4.5) O-->VO->Û^K->ÛK-^O, O^VO-^^I/^^-^^K'-^O-

Considérons alors le diagramme (22.4.4.6) où les deux colonnes médianes sont
la seconde suite (22.4.4.5) et la première tensorisée par K'; comme la première suite
exacte (22.4.4.5) est formée d'espaces vectoriels sur K, les deux colonnes médianes
de (22.4.4.6) sont exactes; en outre, le diagramme formé par ces colonnes et les
flèches horizontales qui les connectent est commutatif, en vertu de la démonstration
de (22.4:4.2) et de la commutativité du diagramme (20.5.11.3). La dernière ligne
de (22.4.4.6) est la suite exacte obtenue à partir de (20.6.1.1) en y remplaçant A,
B, C par Z, K et K' ; la ligne médiane est obtenue par tensorisation avec K' de la
suite exacte de K-modules déduite de (20.6.1.1) en y remplaçant A, B, C par Z,
A, K respectivement. Le diagramme formé de ces deux lignes et des flèches verticales qui
les connectent est commutatif en vertu de la commutativité de (20.6.4.3). Notons
d'autre part qu'on est sous les conditions d'application de (22.4.1, (ii)), donc la ligne
supérieure du diagramme (22.4.4.6) est exacte, les colonnes extrêmes du diagramme
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V.®.K''O^K V.

N Ql^K' -^ ÛI,®^K' ——. t2i«/AK'

YK'/K Û^®KK' û1, ^ "K-/K

sont donc formées respectivement des noyaux et des conoyaux des flèches horizontales
médianes, ce qui achève de prouver que le diagramme est commutatif. En outre :

Lemme (22.4.4.7). — Les homomorphismes
N^Y,,,,.- et

"LAK'^/K^K'/K

du diagramme (22.4.4.6) sont bijectifs.
En effet, le diagramme du serpent (Bourbaki, Alg. comm.y chap. 1, § i, n° 4, prop. 2)

appliqué aux deux colonnes médianes de (22.4.4.6) donne une suite exacte

O^N->YK,K->0^tîi^®^K'->nK,K^O.

Or, si ^ est l'image canonique de T, dans A', la relation F^) =o, jointe au fait que
dans A'on a j&. lemA'cm', montre aussitôt que F on a â^ent'^, donc d^f^î^,==o;
cela prouve que les d^f^ij^ appartiennent à N. En outre, leurs images dans YK'/K !sont

les d^® i^, qui forment une base de YK'/K sur ï^' (21 • 4 • 7) ? compte tenu de (22.4.4.7)5
cela achève de démontrer (22.4.4).

(22.4.5) Considérons maintenant deux anneaux A, B de caractéristique p>Qy et
deux homomorphismes

A-^B^A
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vérifiant les conditions de (21.3.1). Soif en outre m un idéal de carré nul dans A;
posons

K = A/m, B(K) = B®^K = B/Bî(m)
et soient

9 : A-^K, ^ : B->B(K)

les homomorphismes canoniques.
Gomme 9 est surjectif, ^B^/A s'identifie canoniquement à ^ /K (20.5.15).

Notons que, puisque j^2, pour tout xem, on a j(î(^)) ==^===0, ^autrement dit
j(î(m))=o; par passage aux quotients on déduit donc de j un homomorphisme

^)/A ————-—— ^^X^U ÎICIIL a ^B^/K ^-Ô-^-

Notons que, puisque j^>2, pour tout xem, on a j\i{x)) ==^===0, autrement dit

3 ' : B(K)-^A

tel que, si z '==^oi : A-^B(K), on ait

J*W))=^ et ^/(J/^))=y pour xeA et j^eB^).

En posant, suivant les notations de (21.3.2)

^ = ̂ /^"(K)^ = "B /̂K^B^A,.,

on a donc (21.3.2.2) un homomorphisme canonique

^•4-5.ï) TT^QB^^.

D'autre part, on déduit de i et j, par passage aux quotients (tenant compte de
ce que ^(i(nt))=o) des homomorphismes

K -> B^) -^ K

de sorte que l'on a le diagramme commutatif

A -^ B -^ Aç! ^1 /^ [v
K ̂  B(K) ^ K

II est clair en outre que l'on a

^oM)^" et îoC;oW)==^ pour .yeK et tëB^).

On définit donc de même

QB(K^=ÛB„)/K^K,,==©,^/,®^K

donc, en tensorisant (22.4.5.1) par K, on obtient un K-homomorphisme canonique
(22.4.5.2) ^=^®^ : ©^ ̂  Q^K.
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II résulte aussitôt des définitions que le diagramme

P) ^fK Q1 (50 K^B^/K ————> "A^A^

"By/K\ I ^/A

ÛK

est commutatif, TCg ^ étant F homomorphisme canonique correspondant à ÎQ et jç(K)
(21.3.2.2). Par restriction à 3g /K==Ker(7iB y^)? F homomorphisme TTg ^ définit donc
un homomorphisme canonique

(22.4.5.3) SB^/K - Ker^AK -> ÛK^K/A-

(22.4.6) Les hypothèses et notations étant celles de (22.4.5), supposons en outre
que m soit un idéal maximal de carré nul, donc K. un corps, et notons V l'idéal m
considéré comme K-espace vectoriel. Comme K est une algèbre formellement lisse sur
son corps premier Fy (21.5.2) et que A est une algèbre sur Fy (de sorte que t^==tî1^, ),
on déduit de (20.5.14) que Fon a une suite exacte

(22.4.6.1) O-^V-.Q^^-^K-^-

On a donc par (22.4.5.3) un homomorphisme noté

(22.4 •6.2) XB/A^SB^/K^V

que nous appellerons homomorphisme caractéristique de la A-algèbre B (relative à i, j et m).
Il résulte des définitions que pour que ^g^ soit injectif, il faut et il suffit que n^ ^ soit
injectif, le noyau de ce dernier étant évidemment contenu dans S g ^.

Proposition (22.4.7). — Soient A un anneau local artinien dont l'idéal maximal m est
de carré nul, K == A/m son corps résiduel, V l'idéal m considéré comme 'K-espace vectoriel; on
suppose que A est de caractéristique p>o; soient

(22.4.7.1) F,(TJ=Tf-/, avec /,eA(i^r)

et désignons par B l'anneau quotient de A[Ti, . . ., TJ par l'idéal engendré par les r polynômes F^.
Alors :

(i) B est un anneau local.
(ii) Si m' est l'idéal maximal de B, K^B/m' son corps résiduel, V le ^-module m7m'2

considéré comme K''-espace vectoriel, alors, pour que rg^(V) =rg^' (V7), il faut et il suffit que
l^ homomorphisme caractéristique de Ti-espaces vectoriels

(22.4.7.2) XB/A ^ ^/K-^V

(cf. (22.4.6.2)) soit injectif.
Désignons encore par ^ ( i< î<r ) la classe de/, mod. m; les a^ ne sont plus néces-

sairement ^-indépendants sur K?, mais on peut toujours supposer que la sous-famille
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{^s+i^i^r est J^-libre sur K^ et forme une p-base sur K^ du corps K^i, ..., a^) de sorte
que l'on a

^eK^a^, . . . ,^) pour i^O.

Désignons par A" Panneau quotient de A[Tg_^, ...,TJ par l'idéal engendré
par les F, d'indice i^s+i', alors, par (22.4.4), A" est un anneau local dont l'idéal
maximal est m" = mA" (donc de carré nul) et le corps résiduel K/' = K(û^^, .... û^).
On a donc a.eK'^ pour i ^ z < ^ et par suite, dans A", l'élément^, pour i ^z'^j, peut
s'écrire

(22.4.7.3) fi=^+h,

où &eA" et ^em" (comme m'^^o et ^"==0, il est immédiat que A, est déterminé
de façon unique par ces conditions). Remplaçant T^ par T^.4-^, on voit donc que si
l'on pose

G.TO^T^+^^r^-^ . (K^.)
B est l'anneau quotient de A'^Ti, . . ., TJ par l'idéal engendré par les G,; or, tous
les coefficients de G^ sauf le coefficient dominant appartiennent à m", donc on est dans
la situation de (22.4.3), B est un anneau local, et son corps résiduel K/ est isomorphe
à K", ce qui prouve (i) (qui d'ailleurs résulte directement de ce que B^CA, et par
suite il n'y a qu'un seul idéal de B au-dessus de m).

Notons maintenant que pour que (22.4 .7 .2) soit injectif, il faut et il suffit qu'il
en soit ainsi de

^K:^K^K-.ni0,K
(par (22.4.6)). Or B^)=B/mB est l'algèbre quotient de C==K[Ti, ...,T,] par l'idéal
engendré par les polynômes 'F^==T?—a^ et comme ^0/1^-=o il résulte de (20.5.13)
que Qg /K est un B(K)-module libre ayant pour base les d^ ^, où ^ est l'image canonique

\K/ \K.)

de T^ (i^^r). Mais par définition (22.4.5) l'image canonique par j ' : B/^->A d'une
classe mod. mB d'un élément xeB est l'élément xpeA; on en déduit aussitôt,
puisque t^==f^ que l'image de rfg /K/i®1 P^ ^B /K est ^fi®1 dans î2^®^K; la(^•i (KJ
condition que n^ ^ soit injectif est donc équivalente au fait que les d^f^i^ sont linéairement

\K.)

indépendants sur K, ou encore que leurs images d^j\®ï^ sont linéairement indépendants
sur K' dans Q\®^K.'.

Or, si l'on applique (22.4.4) à la A-algèbre A", on voit que le noyau de l'homo-
morphisme canonique ^®^K'-^f2^,®^,K' a pour base les d^f^S)ï^. pour s-{-i^i^r.
La condition précédente équivaut donc encore à dire que les d^.f^)i^, sont linéairement
indépendants dans fî^,®^,^' pour i^i^s. Or, on a d^,f^=d^.h^ par (22.4.7.3);
d'autre part, si V" est le K'-espace vectoriel m", on a rg^(V") ==rg^(V) (22.4. i, (ii)),
et la condition rg^(V') =rg^(V) est donc équivalente à rg^(V") ^rg^V7). Mais il
résulte de (22.4.3) que cette dernière relation est équivalente au fait que les classes h^

295



200 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

dans V" sont linéairement indépendantes sur K'. Or, dans Q^^K', les d^.h^î^. sont
les images canoniques (20.5.11.2) des A.par Y'injection V/'—t2^®^K' (cf. (22.4.6. i)),
et cela achève de prouver (22.4.7).

On a en outre prouvé :
Corollaire (22.4.7.4 ). — Pour que rg^ (V) = rg^ (V), il faut et il suffit que les éléments

Û?^®IK (i^î^r) soient linéairement indépendants dans le K.-espace vectoriel ^\®\K.
Remarque (22.4.8). — On peut définir les homomorphismes (22.4 5.2) et

(22.4.6.2) dans des conditions un peu différentes. Soient A un anneau, m un idéal
de carré nul dans A, K=A/rrt, p un nombre premier tel que p . iem (autrement dit K
est de caractéristique^, mais non nécessairement A). Soit d'autre part B une A-algèbre
qui est un A-module fidèlement plat (de sorte que AcB), et supposons que l'on ait

(22.4.8.1) yeA+j&BcA+mB

pour tout j^eB. Si yF^x+p^ avec xeA, ̂ eB, la classe mod.(An^B) de x est bien
déterminée, et comme Anj&B=^A puisque B est un A-module fidèlement plat, on a
ainsi défini une application canonique j : B->A/j&A, telle que, pour xeA, j{x) soit la
classede ^mod.^A. D' ailleurs, si f eB etyp=xf-{-p^ avec ;c'eA, ^'eB, il est immédiat
que les éléments {y-{-fY—x—x' et [ y y ' Y — x x ' appartiennent à pS en vertu du fait
que les coefficients binomiaux (^) sont des multiples de p pour i^i^p—i. L'appli-
cation j est donc un homomorphisme d9 anneaux. Par composition, on déduit de j un
homomorphisme . j ' : B-^A/^A-^A/m==K et par suite un homomorphisme JQ : B,^->K.
tel que j'soit le composé B->B(K)=B®^K-^K; en outre, si ^ : K->B/K) est l'application
canonique, ^ etj'o vérifient les conditions de (21.3. i ) pour les anneaux de caractéristique?^ K
et B(K). Cela étant, pour définir un K-homomorphisme TT^ /^ : ̂ 3 /K®B ^['T^^t^AK-?
il suffit (20.4.8) de définir une K-dériuation

(22.4.8.2) DO:B(K)^(X^K

où le second membre est considéré comme un B/^-module au moyen dej'o. Pour cela,
il suffit de définir une A-dérivation

(22.4.8.3) D:B->îi^K

qui s9 annule dans mB (le second membre étant considéré comme B-module au moyen
de J'Y Or, si l'on a la relation yp=x-\-p^ avec j/eB, xeA, ̂ eB, l'élément d^x®i^ de
ÎÎ^®^K ne dépend que de la classe j(j^)mod. pA de x (donc seulement dey), car pour tout
teA ona d^(pt)==pd^{t), donc d^{pt)®i==o dans ^®^K=Q^/mû^, puisque ^.iem.
On peut donc prendre

D(J;)=^®IK.

Le fait que D est une dérivation résulte aisément de ce que^* est un homomorphisme
d'anneaux; en outre, pour teA, on a d^tî)x)==tpd^{x) -{-ptp~lxd^{t) et l'on en tire que
D(^)=Œ)(^), donc D est une A-dérivation; enfin, si l'on a de plus tem, on a
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D(^)==Œ)(j/)==o puisque tî^®^K est annulé par m. On a ainsi défini l'homomor-
phisme (22.4.5.2) cherché, et il est immédiat de vérifier que Phomomorphisme composé

.. ^(K)/^ o1^ -K- -̂  O1

^B/^/K ————> ^A^A^ -> ^K{"•)

est encore l'homomorphisme canonique TTg ^ (relatif à ÎQ et jo). On a donc aussi un(^)
homomorphisme canonique analogue à (22.4.5.3).

Si maintenant K est un corps, AfpA est une F^-algèbre, et l'on a la suite
exacte (20.5.14)

0->V/M->^A®A/pAK~>^K-^0

et d'autre part on a la suite exacte (20.5.12.1)

M->^A®A (A/M) ̂ ^A-^O
qui montre, en tensorisant avec K, que les K-espaces vectoriels Î2^®^K et Û^^®^^K
sont isomorphes. L'analogue de (22.4.6.2) est donc ici un homomorphisme

(22.4.8.4) S^/K^V/M-m/^+M).

Ceci dit, le critère (22.4.7), où Von remplace V et V par V/j&A et V'/^B respectivement,
reste valable en supposant seulement que K soit de caractéristique p>o (autrement dit, que
p . iem dans A), et que les F^(T^) soient de la forme plus générale (22.4.4. i) : en effet, B est
un A-module libre (donc fidèlement plat), et il suffit de reprendre le raisonnement
de (22.4.7) , en y remplaçant (22.4.6.2) par (22.4.8.4) et V" par V/J^A".

22.5. Algèbres géométriquement régulières et algèbres formellement lisses.

Proposition (22.5.1). — Soient A un anneau local régulier, A' un anneau local contenant A
et qui est une A-algèbre finie, m (resp. m') l'idéal maximal de A (resp. A'), K==A/m
(resp. K/^A'/m') son corps résiduel. Pour que A' soit un anneau régulier, il faut et il suffit
que Von ait

(22.5. i. i ) rg^m/m2) == rgK/ (m'/m'2).

En effet, le premier membre de (22.5. i . i) est dim(A) (17 .1 .1) et comme AcA'
et que A' est une A-algèbre finie, din^A^^din^A) (16.1.5); l'égalité (22.5 .1 .1)
est donc nécessaire et suffisante pour que A' soit régulier (17.1.1).

Remarques (22.5.2). — (i) Soient Ai==A/m2, A^A^A^A'/i^A'; comme
l^A'Cm'2, nîi = m7înA' est l'idéal maximal de A[ et mi/Tîti2 est un K'-espace vectoriel
isomorphe à m'/îît'2? la condition de régularité de A' ne dépend donc que de la structure
de la A^-algèbre A[, ce qui va nous permettre ci-dessous d'appliquer les résultats
préliminaires de (22.4) sur les algèbres finies sur des anneaux artiniens.

(ii) II résulte de la démonstration de (22.5.1) et de (16.2.6.1) que l'on a en
tout cas
(22.5.2. i ) rg^Çm/în2) ̂  rg^ (m'/m'2).

297

26



202 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

(iii) Supposons que A et A' vérifient les hypothèses générales de (22.4.1) . On
sait (19.8.10) qu'il existe un anneau local régulier B, d'idéal maximal n, tel que A soit
isomorphe à B/n2; désignons par G,eB[TJ un polynôme unitaire dont l'image canonique
dans A[Tj soit F^ ( i^ î^r ) ; alors, si B' est l'anneau quotient de B[Ti, . . ., TJ par
l'idéal engendré par les G,, il est clair que B' est un B-module libre de rang d et que
A'^B'^A^B'/r^B'; comme A' est supposé être un anneau local, il en est de même
de B', et si n' est l'idéal maximal de B', B'/n' est isomorphe à K' et n'/n'2 isomorphe
à m7 Im'2 en tant qu'espace vectoriel sur K/ ; l'inégalité (22.5.2. i) montre donc que l'on a,
sous les hypothèses de (22.4.1)

(22.5.2.2) rgKC^rgK^m'/m'2).

Corollaire (22.5.3). — Soient A un anneau local régulier, m son idéal maximal, T^ ( i ̂  ̂  r)
des indéterminées, et pour chaque i, soit

(^.5.3.,) F.tT^T-.+ .̂T?.-1

un polynôme unitaire de A[TJ, tel que d^ 2 pour tout i et c^em. Soit A' le quotient de l'anneau
de polynômes A[Ti, . . .3 TJ par l'idéal engendré par les r polynômes F,. Alors :

(i) A' est un anneau local, et son corps résiduel K' est isomorphe au corps résiduel K de A.
(ii) Pour que A' soit un anneau régulier, il faut et il suffit que les classes Ç, mod. m2 des

éléments ^.(i^^) soient linéairement indépendantes sur K.
En effet, avec les notations de (22.5.2, (i)), si F, désigne le polynôme de Ai[TJ

obtenu en appliquant aux coefficients de F, l'homomorphisme A->Ai, A[ se définit
à partir de Ai et des polynômes F, comme dans (22.4. i), et la conclusion résulte donc
de (22.5.1) et de (22.4.3).

Théorème (22.5.4). — Soient A un anneau local régulier, K son corps résiduel; on suppose
que K est de caractéristique j^>o; soient

(22.5.4.1) F.(T.) =Tr+/j,^Tr'-/<k=l

avec c^eA et f,eA (i^r); soit B Vanneau quotient de A[Ti, ...,T,] par V idéal engendré
par les r polynômes F,. Alors B est un anneau local, et les conditions suivantes sont équivalentes :

a) B est régulier;
b) les éléments d^f^îyi (i^î^) sont linéairement indépendants dans le K-espace vectoriel

iy^K;
c) si B'^B/n^B et si F on pose Sg JK=SB/./K {22.4.^), l'homomorphisme carac-

téristique SB ^->mlm2 (22.4.6.2) est injectif.
En effe^, B' se définit encore à partir de Ai = A/m2 et des polynômes F, obtenus

en appliquant aux F, l'homomorphisme A-^Ai. Compte tenu de ce que ti^A1^ est

canoniquement isomorphe à Q^®^ (20.5.12, (ii)), le théorème résulte de (22.5.1)
et de (22.4.7.4), en utilisant la remarque (22.4.8) lorsque Ai n'est pas de
caractéristique p.
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(22.5-5) Soient k un corps de caractéristique ^>o, A un anneau local, k' une
extension radicielle finie de k telle que k^Ck, m l'idéal maximal de A, K=A/m son
corps résiduel; rappelons que A'==A®^k1 est un anneau local dont le corps résiduel
est le même que celui de l'anneau local K®^' (Bourbaki, Alg. comm.y chap. V, § 2,
n° 3, lemme 4). Notons que l'on a A^==A®^'K=='K®^k\ et par suite (21.3.6)

(22.5.5.1) ©A^/K-Q^®^

à un isomorphisme canonique près. En outre, on sait (21.4.7) que l'on a 3^;==o,
autrement dit Phomomorphisme canonique (21.3 .2 .2)

^k'Ik : ©fc'/fc^^K

est injectif, si bien que l'on a une injection canonique

(M.5.5.2) ©A^/K-^K^K

qui s'explicite de la façon suivante (compte tenu de (22.5.5.1)) : pour tout x'çk\ à
l'élément d^, /p^'01^0^ de Q^, ^A' ^ on ^alt correspondre l'élément

(K) (K) [K)

<4(^)®iK de ^®,K.
Lemme (22.5.6). — Avec les notations de (22.5.5) :
(i) Le noyau de Phomomorphisme canonique TT^ /^ ( 21 .3 .2 .2 ) s'} identifie par (22.5.5.2)

à (©^®,K)nY^.
(ii) Soient A^ == A/m2, A[ == A-^^k' = A'/mW ; alors rhomomorphisme caractéristique ̂ /A,

(22.4.6.2) s'identifie à la restriction de l^ homomorphisme caractéristique 7^ : ̂ ^—^î == m/m2

(20.6.24) à (0^®,K)nÏK/,.
(i) En vertu de (20.6.9), appliqué en remplaçant A par le corps premier, B par k,

G par K et E par Ai==A/m2 (extension de K par V==m/m2), il suffit (cf. (22.5.5))
de vérifier que si x ' e k ' et si j^eA-^ est un élément dont la classe mod. m/m2 est x^ek,
alors l'image de d^x'^^i^ par l'homomorphisme canonique ^®^K->Q^®^K est
â^®i^, ce qui résulte des définitions.

(ii) Comme A^) == K®^Â;' == (A^)(K) (en vertu de la relation K==Ai/(m/m2)),
©^, ^ s'identifie à ©^ ^ et la vérification r.ésulte du même calcul que dans (i) et
de la définition (22.4.5.2) de n[^ /g.(Iî)

Proposition (22.5.7). — Soient k un corps de caractéristique ^>o, A une k-algèbre qui
est un anneau local régulier^ m son idéal maximale K=A/m son corps résiduel; soit V==m/m2,
considéré comme V^-espace vectoriel. Soient k1 une extension finie de k telle que k^Ck, et A' == A® ̂ k' ;
pour que P'anneau local A' soit régulier^ il faut et il suffit que la restriction de l'homomorphisme
caractéristique 7^ : YR/A;-^ (20.6.24) à (©^®fcK)nY^ soit injective.

Il s'agit de prouver que la condition de l'énoncé est équivalente à (22 .5 .1 .1)3
en désignant par m' l'idéal maximal de A', par K'=A7m' son corps résiduel. Avec
les notations de la remarque (22.5.2, (i)), on a A[==A-^^k\ Or, soit (^)^.^ unej^-base
de k ' sur A, de sorte que a^=b^k, et k ' est isomorphe au quotient de l'anneau de
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polynômes k[T^, . . ., TJ par l'idéal engendré par les polynômes F,==Tf—é, ( i ^ î^ r ) ;
on en déduit que A[ est isomorphe au quotient de l'anneau de polynômes Ai[Ti, . . ., TJ
par l'idéal engendré par les F^. On peut alors appliquer le critère (22.4.7), et la condition
de l'énoncé équivaut donc au fait que /^/Ai solt mjectif; on conclut à l'aide de (22.5.6).

Nous pouvons maintenant démontrer la réciproque de (19.6.5) :
Théorème (22.5.8). — Soient k un corps, p son exposant caractéristique, A une k-algèbre

locale noethérienne. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) A est une k-algèbre formellement lisse (pour sa topologie préadique).
b) A est géométriquement régulier sur k.
b') Pour toute extension finie k ' de k telle que k^Ck, A^A®^7 est un anneau régulier.
Compte tenu de (19.6.6), on peut se borner au cas p>i.
Le fait que a) implique b) n'est autre que (19.6.5), et b) entraîne trivialement b ' ) .

Montrons que b ' ) entraîne que les conditions de (22 .2 .2 ) sont satisfaites; c'est évident
pour la première (17.1.1) puisque b 1 ) entraîne d'abord que A est régulier. D'autre part,
soit (^a)aei une J^-base de k^ sur A; on sait que les éléments d^x^ forment une base
du Â;-espace vectoriel Q^ (21.4.5), donc les éléments d^x^i^ forment une base du
K-espace vectoriel Û^K. On en conclut (cf. (22.5.5)) que lorsque k ' parcourt
l'ensemble des sous-extensions de k^, finies sur A, la famille des sous-espaces Q^®^K
de 0^®^ est filtrante croissante et a pour réunion t^®/,K. Il résulte alors de (22.5.7)
que la condition b ' ) entraîne que ^/fc est injectif, ce qui n'est autre que la condition (ii)
de (22.2.2) .

Corollaire (22.5.9). — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne formellement
lisse. Alors, pour tout idéal premier p de A, Vanneau local Ap est une k-algèbre formellement lisse
(pour la topologie p-préadique).

En effet, avec les notations de (22.5.8, b ' ) ) , il suffit de montrer que l'anneau
local A ®^k' est régulier; mais comme c'est un anneau de fractions de l'anneau
local A®^' et que ce dernier est régulier par hypothèse, il en est de même de
\®^ (17.3.6).

Remarques (22.5.10). — (i) La conclusion de (22.5.8) est en défaut lorsque, dans
la condition b ' ) , on se borne aux extensions monogènes kt=k{x) de k (avec xpek). II se
peut en effet que pour toutes ces extensions k ' , on ait Y^/c0 {^k'ik®^) = °? ^len ̂  ^K/fc+ °5
cela signifie que pour tout xek1110 tel que xfk, on doit avoir d^)®!^^^, ou
encore d^) =)= o, c'est-à-dire A^K^; autrement dit, on doit avoir K^nA^P, bien
que K soit une extension inséparable de A. Or, on construit aisément des exemples de
telles extensions : partons d'un corps parfait kç^ de caractéristique p>o, soient X, Y, Z
trois indéterminées et posons Â;==A:o(X,Y) et K^A^X^+ZY^) ; on vérifie aisément
que K vérifie les conditions précédentes, donc Yic/fc^0- Appliquons maintenant le
lemme (22 .2 .5 .2 ) en prenant V==K et pour h l'homomorphisme nul, A est alors un
anneau de valuation discrète ayant K pour corps résiduel, avec ^A/fc^0? et n5est donc
pas une À-algèbre formellement lisse par ( 2 2 . 2 . 2 ) ; toutefois A®^' est un anneau
régulier pour toute extension monogène k'Ck^ de A.
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(ii) Le corollaire (22.5.9) amène à considérer la question suivante : si A est une
A-algèbre noethérienne, à quelles conditions l'ensemble des idéaux premiers peSpec(A)
tels que Ay soit une A-algèbre formellement lisse est-il ouvert ? Nous en aborderons plus
tard certains cas particuliers.

22. 6. Critère jacobien de ZariskL

Théorème (22.6.1) (critère jacobien de lissité formelle). — Soient A, B deux
anneaux topologiques, u : A->B un homomorphisme continu faisant de B une A-algèbre formellement
lisse, 3 un idéal de B (non nécessairement fermé), C=B/3 la A-algèbre topologique quotient,
Pour que C soit une A-algèbre formellement lisse, il faut et il suffit que V homomorphisme
canonique (cf. (20.5.11.2))

( 2 2 . 6 . 1 . 1 ) W^/^-^B/A^BC

soit formellement inversible à gauche (cf. ( 1 9 . 1 . 5 ) ) .
En effet, dire que B (resp. G) est une A-algèbre formellement lisse signifie (19.4.4)

que Fon a Exalcotop^ (B, L) = o (resp. Exalcotop^(C, L) ==o) pour tout B-module
(resp. C-module) discret L annulé par un idéal ouvert de B (resp. G). Gomme par
hypothèse Exalcotop^ (B, L) == o pour tout C-module discret L annulé par un idéal
ouvert de C, dire que G est une A-algèbre formellement lisse signifie donc que l'homo-
morphisme canonique Exalcotop^(C, L)-^Exalcotop^(B, L) est injectif, et le théorème
résulte donc de (20.7.8).

Rappelons (19.5.3) que lorsque B et G sont des A-algèbres formellement lisses,
3/32 est un G-module topologique formellement projectif; en outre, les homomorphismes
canoniques 9^ : S^(3/32) -> g^y4-1 sont des bimorphismes formels lorsque B est supposé
être un anneau préadmissible.

Corollaire (22.6.2). — Les hypothèses et notations étant celles de (22.6.1), supposons
de plus que dans B le carré de tout idéal ouvert soit ouvert, et que sur 3 la topologie induite par celle
de B soit identique à la topologie déduite de celle de B (19.0) (on notera que ces deux conditions
sont vérifiées lorsque B est noethérien et sa topologie préadique (Oi, 7.3.2), ou si la topologie
de B est la topologie ^-préadique). Soit (b^) un système fondamental d'idéaux ouverts de B et
posons B^==B/b^ pour tout À. Alors :

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) G est une A-algèbre formellement lisse.
b) Pour tout \, U homomorphisme de B^-modules

(22.6.2.1) (S/^^B^n^BBx

déduit de S^/A P^ tensorisation, est inversible à gauche (autrement dit un isomorphisme sur
un facteur direct de ^B/A^B^).

(ii) Supposons de plus que Panneau topologique G soit préadmissible (Oi, 7 .1 .2 ) et
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soit & un idéal de définition de G ; alors les conditions a) et b) de (i) équivalent aussi à :
c) U homomorphisme de (G /fi) -modules

{ïl^)®cW)-^^MCi&)
est inversible à gauche.

Les hypothèses entraînent que sur ûg^ la topologie est déduite de celle de B (20.4.5),
donc (i) résulte de (22.6.1) et de (19.1.7). D'autre part, rappelons (20.4.9) que
puisque B est une A-algèbre formellement lisse, 0.^^ est un B-module formellement projectif,
donc Qg^gB^ est un B^-module projectif pour tout X (19.2.4); l'équivalence de c )
avec a) et b) lorsque G est préadmissible résulte alors de (19.1.9).

En particulier :
Corollaire (22.6.3). — Soient A un anneau, B une A-algèbre, 3 un idéal de B, C =B/3;

on suppose A, B, C munis des topologies discrètes et que B est une A-algèbre formellement lisse.
Pour que C soit une A-algèbre formellement lisse, il faut et il suffit que r homomorphisme canonique
(22.6. i. i) soit inversible à gauche.

On notera que puisque toute A-algèbre G est quotient d'une algèbre de polynômes
A[TJ^i, et que cette dernière est formellement lisse (19.3-3)? le critère (22.6.3) permet
en principe de reconnaître si C est une A-algèbre formellement lisse.

Proposition (22.6.4). — Soient A un anneau, B une A-algèbre formellement lisse (pour
les topologies discrètes), 3 un idéal de B, C=B/3; on suppose que 3/32 est un C-module
de type fini. Soient p un idéal premier de C, fe(p) le corps résiduel de Cp, p' l'image
réciproque de p dans B, q l'idéal premier de A. image réciproque de p'. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Cp est une A^-algèbre formellement lisse (pour les topologies discrètes).
a') C est une A-algèbre formellement lisse (pour les topologies discrètes).
b) U homomorphisme canonique

(22.6.4.1) O/WcMp) ^Û^®B^(P)

est injectif.
c) II existe feC—p tel que C^ soit une A-algèbre formellement lisse.
Si de plus B est noethérien, les conditions précédentes sont encore équivalentes à
d) G est une A^-algèbre formellement lisse pour la topologie p-préadique sur Cy et la topologie

discrète (ou la topologie ç\-préadique) sur A^.
Comme A^ est une A-algèbre formellement lisse (19.3.5, (iv) et (h)), on sait

déjà que a) et a ' ) sont équivalentes (i9.3-5. (u))- on a Gp^Bp'/SBp^ et Bp' est une

A-algèbre formellement lisse pour la topologie discrète (19.3.5, (iv)); en outre
Û B / / A = (^B/A) . { 2 0 ' 5 ' 9 ) ' L'équivalence de a ' ) et b) résulte alors de l'application
de (22.6.3) à Bp, et Cp, en tenant compte de ce que t2g^ est un B-module projectif
((20.4.9) et (19.2.1)) et 3/32 un B-module de type fini, et en utilisant
(19.1.12). L'application de (19.1.12) prouve aussi l'équivalence de b) et c ) . Enfin,
notons que puisque Bp, est une A^-algèbre formellement lisse pour les topologies
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discrètes ( I 9 - 3 - 5 ? (iv))? Kp7? mum ̂  la topologie p'-préadique, est encore une A^-algèbre
formellement lisse lorsque l'on prend sur Aq la topologie discrète ou la topologie
q-préadique (19.3.8). Pour moritrer l'équivalence de b) et d ) lorsque B est noethé-
rien, appliquons (22.6.2) à l'anneau \ discret (ou q-préadique) et à l'anneau B ,
muni de la topologie p'-préadique ; comme Cp est préadmissible et que pCp est un
idéal de définition pour sa topologie, on peut invoquer l'équivalence de c ) et a)
dans (22.6.2).

Corollaire (22.6.5). — Sous les hypothèses générales de (22.6.4)3 l'ensemble des peSpec(C)
tels que Cp soit une A-algèbre formellement lisse (ou une A^-algèbre formellement lisse, en
désignant par q l'image réciproque de p dans A) pour les topologies discrètes, est ouvert
dans Spec(C).

Cela résulte de la forme c ) de (22.6.4). On notera que lorsque B est noethérien,
on peut remplacer les topologies discrètes par les topologies préadiques.

Corollaire (22.6.6). — Sous les hypothèses générales de (22.6.4)3 les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) G est une A-algèbre formellement lisse (pour les topologies discrètes).
b) Pour tout peSpec(C) (ou seulement pour tout idéal maximal p de C), Cy est

une A-algèbre formellement lisse (ou une A^-algèbre formellement lisse, en désignant par q
l'image réciproque de p dans A) pour les topologies discrètes.

En outre, lorsque B est noethérien, on peut remplacer dans b) les topologies discrètes par les
topologies préadiques sur A^ et G .

La dernière assertion résulte de (22.6.4). En vertu de (22.6.3), la condition a)
équivaut au fait que l'homomorphisme (22.6. i . i) est inversible à gauche; l'équivalence
de a) et b) résulte donc de (19.1.14)3 compte tenu du fait que ûg^ est un B-module
projectif et 3/32 un C-module de type fini.

Proposition (22.6.7). — Soient ko un corps, k une extension séparable de ko, G une k-algèbre
de type fini.

(i) Soit p un idéal premier de C. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Cp est une ko-algèbre formellement lisse pour la topologie discrète.
b) Gp est une ko-algèbre formellement lisse pour la topologie p-préadique.
c) II existe feC—p tel que Cy soit une ko-algèbre formellement lisse pour la topologie

discrète.
d) Cp est un anneau géométriquement régulier (19.6.5) sur ko.
En outre l'ensemble des peSpec(C) ayant l'une quelconque de ces propriétés est ouvert

dans Spec(G).
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) G est une ko-algèbre formellement lisse pour la topologie discrète.
b) Tout peSpec(C) vérifie les conditions équivalentes de (i).
c) Tout idéal maximal m de C vérifie les conditions équivalentes de (i).
d) Pour toute extension k' de ko, C0^k' est un anneau régulier (17.3.6) ; on dit encore

que G est un anneau géométriquement régulier sur ko.
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(iii) Soient B==A[Ti, . . ., TJ une algèbre de polynômes, 3 un idéal de B tels que C soit
isomorphe à B/3. Soit q ^n iû^W premier de B contenant 3 ̂  ^o^ p == q/3. Z^y conditions de (i)
JOTZ^ û/orj encore équivalentes à la suivante (« critère jacobien de Zariski ») :

e) II existe un système d'éléments C/^i^^ ^e 3? engendrant l'idéal 3q dans Bq et des
k^-dérivations Dy de B dans lui-même (i^j^m) tels que det(Dy(y^)) ^q.

On sait que G est toujours isomorphe à une A-algèbre de la forme B/3. Comme B
est une A-algèbre formellement lisse (19.3.3) et que A, étant séparable sur Ag, est une Ag-
algèbre formellement lisse (19.6. i), B est une A^-algèbre formellement lisse (19.3.5, (ii)).
L'équivalence des conditions a) y b ) , c ) de (i) résulte donc de (22.6.4), et celle de a), b ) , c )
dans (ii) résulte de (22.6.6); l'équivalence de a) et d ) dans (i) résulte de (22.5.8);
comme tout localisé de C!®^A' est aussi un localisé de Cp^A' pour un idéal premier
peSpec(G) convenable, l'équivalence de d) et b) dans (ii) résulte de l'équivalence de d )
et a) dans (i). Enfin, comme îig^ est un B-module projectif, l'équivalence du critère
de Zariski e ) et des autres conditions de (i) découle de (19. i. 12) et de (22.6.3), compte
tenu de (20.4.8).

Zariski s'intéressait en fait à un critère différentiel de régularité pour les anneaux
locaux Cp. Comme il revient au même de dire qu'un anneau local noethérien contenant
un corps est régulier ou est formellement lisse en tant qu'algèbre sur son sous-corps
premier (19.6.4), on obtient aussitôt un tel critère en remplaçant Ag par le sous-corps
premier de k dans (22.6.7); en particulier, on obtient le résultat suivant, que nous
retrouverons plus tard (IV, 6.12.5) comme cas particulier de résultats plus généraux
de Nagata :

Corollaire (22.6.8) (Zariski). — Soit G une algèbre de type fini sur un corps. Alors
l'ensemble des peSpec(G) tels que Cp soit un anneau local régulier est ouvert dans Spec(C).

Remarques (22.6.9). — (i) Les énoncés de (22.6.7) sont encore valables si au lieu
de supposer A; séparable sur Ao, on suppose seulement qu'il est de multiplicité radicielle
finie, autrement dit (19.6.6) qu'il existe une extension radicielle finie Aç de Ao telle que
le corps résiduel de l'anneau artinien local A®^Aç soit une extension séparable k' deAy.
Il existe alors un Ao-monomorphisme k'-^k®^ qui, composé avec l'homomorphisme
canonique A®^AQ->A', donne l'identité, puisque A' est une A^-algèbre formellement
lisse (19.6. i) ; on en conclut que C®^Ao est muni d'une structure de A'-algèbre de type
fini, et comme A' est séparable sur Aç, on peut appliquer (22.6.7) à cette A'-algèbre;
on en conclut notre assertion en appliquant (19.4.7). Comme nous n'aurons pas à
nous servir de cette généralisation, nous en laissons le détail au lecteur. Nous ignorons
par contre si les résultats de (22.6.7) sont valables sans aucune hypothèse sur l'extension A
de AO.

(ii) Sous les hypothèses générales de (22.6.7), soit (AJ une famille filtrante
décroissante de sous-corps de A contenant Ao et telle que ^Aa(AP)=Ao(AP) (où p est
l'exposant caractéristique de Ao). Utilisant une méthode de décompte des dimensions
due à Nagata, on peut montrer que, dans le critère jacobien (22.6.7, (iii)), on peut
se borner à des dérivations D- de B qji soient des A^-dérivations pour un a convenable.
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L'intérêt de ce résultat est qu'il y a toujours de telles familles (AJ pour lesquelles [k : A;J
soit fini (21.8.6). Nous ne démontrerons pas ce raffinement du critère de Zariski, dont
nous n'aurons pas à faire usage. Dans (22.7), on va donner, pour les anneaux locaux
complets, une variante (due aussi à Nagata) du critère de Zariski, qui se démontre
essentiellement par la même méthode (avec des difficultés techniques un peu plus grandes).

22.7. Le critère jacobien de Nagata.

(22.7.1) Le critère jacobien de Nagata est l'analogue du critère jacobien de
Zariski, mais pour des anneaux quotients d'anneaux de séries formelles sur un corps. Nous
en donnerons, comme Nagata [31], deux versions, présentées ici comme critères de lissité
formelle.

Proposition (22.7.2). — Soient k un corps, A=k[[T^ .... T,]] un anneau de séries
formelles sur k, muni de sa structure usuelle de k-algèbre, q un idéal de A, B ==•- A/q. Soit p un
idéal premier de A contenant q. On suppose qu'il existe une sous-k-algèbre C' de G == A/p, isomorphe
à une algèbre de séries formelles k[[X^, .... XJ], telle que G soit finie sur C et que le corps
des fractions L de G soit une extension séparable de L'==Â;((Xi, . . ., XJ) (hypothèse toujours
satisfaite si k est de caractéristique o). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Bp =-= Ay/qAp est une k-algèbre formellement lisse pour la topologie p-préadique.
b) I I existe des k-dérivations D, ( i < i^ m) de A dans lui-même, et des éléments / ( i ̂  ̂  w)

de q, tels que les images desf, dans qAp engendrent cet idéal de Ap, et que Von ait det(D,/)<^p.
c) Bp est un anneau régulier.
Le corps résiduel de Bp est fe(p); comme A;((Xi, . . . ,X^) est séparable sur k

(21.9.6.4), fe(p) est séparable sur k par hypothèse, et l'on sait déjà que dans ces conditions
les propriétés a) et c ) sont équivalentes (19.6.4). D'ailleurs Ap est un anneau régulier
((17.1.4) et (17.3.2)), et comme son corps résiduel fc(p) est séparable sur k, Ay est
formellement lisse sur k pour la topologie p-préadique (19.6.4). Il résulte donc de
(22.6.2, (ii)) que la condition a) équivaut au fait que l'homomorphisme de L-espaces
vectoriels

(22.7.2.1) jo : (q/q2)®^ -> ̂ ®,L=Qi^L

soit injectif.

Considérons d'autre part l'homomorphisme composé

(22.7.2.2) j : (q/q2)®^ -^ n^L -> Û^L

et montrons que la condition b) équivaut à dire que j est injectif. Notons en effet que
(q/q^A^Ç^/^v^Ap1^ la condition b) signifie que si F,==j(//®i), où // est
l'image de/, dans qAp^Ap, la matrice (<F,,D,®i>) est inversible; donc cela
entraîne que les F, sont linéairement indépendants, et a fortiori qu'il en est de même
des //®i; mais comme ces derniers engendrent (qAp^Ap)®^ L, on en conclut que j
est injectif. Inversement, supposons j injectif, et prenons les/ tels que les //®i forment
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une base de (qA^A^^L; alors les F, forment une base de l'image dej; mais on
sait (21.9.3) que Q^ est un A-module libre de rang r et les A-dérivations de A dans
lui-même engendrent son dual; le fait que les F, soient linéairement indépendants
entraîne donc l'existence de A-dérivations D^ de A dans lui-même telles que la
matrice (<F,,D^.®i>) soit inversible, autrement dit la condition b ) .

Ces remarques montrent déjà que b) entraîne a ) . Pour prouver inversement que
la condition a) entraîne que j est injectif, considérons le diagramme commutatif

(q/q2)®^ -^ Ô^L

(22.7.2.3)

(p/p2)®^ -> Ô^L

et notons le lemme suivant :
Lemme (22.7.2.4). — Soient R un anneau local régulier, m son idéal maximal, K=R/m

son corps résiduel. Si n est un idéal de R tel que R/n soit régulier, alors Vhomomorphisme canonique

(22.7.2.5) a : (n/n2)®^ -> (m/m2)®^

est injectif.

En effet, on sait (17.1.6) que n est engendré par une suite (.^)i^^ faisant partie
d'un système régulier de paramètres (^)i^^ de R; les images des ^ {i^i^t) forment
une base de (n/n2)®^!^, et leurs images par a font partie de la base de (în/în2)®^!?.
formée des images des x^ pour i^i^n, d'où le lemme.

Ce lemme et le diagramme (22.7 .2 .3) ramènent donc (en vertu de l'hypothèse a})
à prouver que i est injectif. Or, dans la suite

(22.7.2.6) p/p^âl^(A/p)^â^-^o

on sait (20.7.20) que g est surjectif et que l'image de h est dense dans le noyau de g
pour la topologie m-adique (m étant l'idéal maximal de A) ; comme fl^ est un A-module
de type fini, tous les sous-modules du (A/p)-module ÛJ^®^ (A/p) ==ÔJ^(§)^(A/p) sont
fermés pour la topologie m-adique (Oj, 7.3.5), donc la suite (22.7.2 .6) est exacte.
Tensorisant par L, il vient la suite exacte

(p/p2)®^L^Ô^®^L^â^®^L->o.

Or, l'hypothèse de séparabilité faite sur L entraîne, en vertu de (21.9.5), que
-^ ^s.

îî^yp^®^/pL est de rang s sur L; comme i2j^®^L est de rang r sur L (21.9.3),
on a rgi/Im(î)) ==r—s . Mais comme A/p est finie sur une sous-algèbre isomorphe
à Â:[[Ti, ...,TJ], on a dim(A/p)==j ( (17 .1 .4 )^ (16 .1 .5 ) ) ; donc

r—s == dim(A) —dim(A/p) = dim(Ap)

306



§ 22 PRÉLIMINAIRES 211

par (16.5.11). Or, comme A? est régulier (17.3.2), dim(Ap) est égal au rang sur L
de pAp/p^p (17.1.1), donc au rang sur L de (p/p2)®^!,, ce qui achève de prouver
que i est injectif.

Théorème (22.7.3). — Soient k un corps, A un anneau local noethérien complet de corps
résiduel K. On suppose que :

i° [A : kp]< +°° (où p est l^ exposant caractéristique de k) ;
2° K est une extension finie d'une extension séparable Ko de k;
3° A est muni d^une structure de 'Ko-algèbre formellement lisse (pour la topologie

préadique).
Soient q un idéal de A, B = A/q, p un idéal premier de A contenant q. Les conditions suivantes

sont équivalentes :
a) Bp est une k-algèbre formellement lisse (pour la topologie p-préadique).
b) II existe des k-dérivations D^ de A dans lui-même ( i ̂  i^ m) et des éléments fi{i^:i^:m)

de q, tels que les images des f^ dans qA? engendrent cet idéal de Ap, et que Von ait det(D^/.)^p.
b') 11 existe une sous-extension k' de Ko, contenant Kç, telle que [Ko : kt]< +00, des

k'-dérivations D^ de A dans lui-même {i^i^m) et des éléments f^ de q (i^z^m), tels que les
images des f^ dans qA? engendrent cet idéal de A? et que Von ait det(D^-)^p.

Distinguons deux cas, suivant que p=ï ou p>i.
A) k est de caractéristique o. Comme K est alors une extension séparable de Ko,

il résulte de (19.6.4) que A est Ko-isomorphe à un anneau de séries formelles
K[[Ti, .... TJ] muni de sa structure usuelle de K-algèbre. Mais alors, compte tenu
de (19.8.83 (ii)) appliqué à A/p, on voit que les conditions générales de (22 .7 .2^ sont
vérifiées en y remplaçant k par K. En outre, en vertu de (19.6.4), il revient au même
de dire que Bp est une A-algèbre formellement lisse ou une K-algèbre formellement lisse,
les deux conditions étant équivalentes au fait que Bp est un anneau régulier. On peut
donc appliquer les conclusions de (22.7.2), et il est immédiat que cela prouve l'équi-
valence de a)^ b) et b 1 ) (avec k'==K.Q dans b ' } ) .

B) k est de caractéristique j&>o. Comme A est une Ko-algèbre formellement lisse
et que Ko est séparable sur k, il résulte de (19.3.55 (ii) ) et (19.6.1) que A est une A-algèbre
formellement lisse; en vertu de (22.5.9)5 Ap est aussi une A-algèbre formellement lisse
pour la topologie p-préadique. Il résulte donc encore de (22.6.2, (ii)) que la
condition^ équivaut au fait que l'homomorphismejo défini dans (22.7 .2 .1) (où L = fc(p))
est injectif. Donc (19.1.12, c ) ) montre donc déjà que b) implique a); comme par
ailleurs b ' } implique trivialement b), tout revient à montrer que l'hypothèse quejo est

injectif entraîne b ' ) .
Désignons d'abord par k ' une sous-extension quelconque de Ko telle que

[Ko : A']< +°°- Notons que û^ est un A-module libre de type fini. Par le raisonnement
de (22.7.2) , il suffit de montrer que (pour un choix convenable de A'), Phomomorphisme
composé

(22.7.3.1) Ï : W)®AL ̂  til̂ L -> Û^,®^L

307



212 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

est injectif. Considérons encore le diagramme commuta tif

^L ̂  Q^C

g^L ^> Q^(

x^L —^ Q^

^L -^ 0^

,®J.

•®AL

W)®AL

(22.7.3.2) «

Comme jo est injectif, on a Ker(z'ooa)=o. Mais comme A? est un anneau
régulier et que l'hypothèse a) implique que Bp==Ap/qAp est aussi un anneau régulier
(^•S^), 1e lemme (22 .7 .2 .4) montre que a est injectif, d'où a^Ker ^)=o. Si i'
est le composé des homomorphismes de la seconde ligne de (22.7.3 .2) , on a de même
Ker(J /)=a~ l(Ker(^ /)), et tout revient donc à montrer que, pour un choix convenable
de k ' , on a
(22.7.3.3 ) Ker(î') = Kerfî).

Mais le même raisonnement que dans (22 .7 .2) montre que l'on a une suite exacte

(p/p2)®^ -^ Ô^L -> Ô^®^L -> o.

Or, les hypothèses faites permettent d'appliquer (21.9.8), donc il existe une
sous-extension k' de Ko contenant K^, telle que [Ko : Â:'̂  +00, et pour laquelle on a

^L^A/p^A/p1-) = dim(A/p) +rg^r^+rg^^ .

Mais on a
dim(A/p) == dim(A) — dim(Ap)

par (16.5.11)
din^A^rgLap/p2)®^)

puisque Ap est régulier (17.1.1) et enfin
dim(A) +rgKA^=rgJâ^L)

en vertu de (21.9 .2) ; on obtient donc
(22.7.3.4) rgL(Ker(r))=:rgLÏ^.

D'autre part, le corps résiduel de Ap étant formellement lisse sur le corps premier
de A, on a une suite exacte (20.6.22.1)

^ ̂  (pAp)/(pA,)2 —> ûl^L

et comme A? est une Â;-algèbre formellement lisse pour la topologie p-préadique, il suit
de (22 .2 .2 ) que 7^ ^ est un homomorphisme injectif, donc Ker(z) est isomorphe à Y^,
et compte tenu de (22.7.3.4) et de ce que Ker(z) CKer(i'), cela achève de prouver
(22.7.3.3) et par suite le théorème.
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Remarque (22.7 •4)- — 0" a en ^alt montré (en utilisant (21.9.6)) que la
condition é'^) est encore équivalente aux autres conditions de (22.7.3) lorsque l'on
assujettit k' à être un des corps d'une famille filtrante décroissante (AJ de sous-corps
de Ko contenant K^, tels que [Ko : k^]< +°° pour tout a et que D^^K^.

Corollaire (22.7.5). — Sous les hypothèses générales de (22.7.3), V'ensemble des idéaux
premiers neSpec(B) tels que B^ soit une k-algèbre formellement lisse (pour la topologie n-préadique)
est ouvert dans Spec(B).

Avec les notations de (22.7 .3)3 il suffit de voir que si By est formellement lisse
sur k, il en est de même de By, pour tout p'eV(q) assez voisin de p dans Spec(A). Or,
si les A-dérivations D^ et les éléments j^ de q vérifient le critère b) de (22.7.3)3 on a aussi
y==det(D^) ̂ p' pour p'eD(jf) ; d'autre part, il existe un g ^ p tel que les images desf^
dans qAp, engendrent qAp. pour p'eD(^) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° i,
prop. 2)5 ce qui achève de prouver le corollaire.

Corollaire (22.7.6) (Nagata). — Soit B un anneau local noethérien complet contenant
un corps. Alors ï'ensemble des neSpec(B) tels que B^ soit régulier est ouvert dans Spec(B).

En effet, B est une algèbre sur un corps premier k, donc (19.8.8, (i)) de la forme A/q,
où A==Ko[[Ti, . . ., TJ] est un anneau de séries formelles et Ko une extension de k;
d'autre part, dire que B^ est régulier équivaut à dire que c'est une A-algèbre formellement
lisse pour la topologie n-préadique (19.6.4). Toutes les conditions d'application de
(22.7.5) sont donc réalisées.

Remarques (22.7.7). — (i) Nous verrons plus loin, avec Nagata, en utilisant (22.7.6),
que l'on peut étendre la conclusion de (22.7.6) au cas d'un anneau local noethérien
complet quelconque (IV, 6.12.7).

(ii) La conclusion du théorème (22.7.3) n'est plus nécessairement exacte lorsqu'on
ne suppose plus que [k : k^ soit fini. Prenons par exemple A;=Fy(XJ^o, A=Â:[[T, UJ],

00

q égal à l'idéal principal A/, où f^V19— 2 X^T^; A est un anneau factoriel dans lequel/
n==0

est un élément extrémal, car il est extrémal dans l'anneau de polynômes A((T))[U],
donc aussi dans l'anneau de séries formelles A((T))[[U]] (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. VII, § 3)5 et a fortiori dans A. Prenons p=q, de sorte que Bp est le corps
désigné par E dans (21.9.7), qui est séparable sur k (loc. cit.), donc une A-algèbre
formellement lisse. Mais on a ici, avec les notations de (22.7.3), A;==Ko==K, et les
A-dérivations de A dans lui-même sont les combinaisons linéaires de ^/êT et ^/^U;
comme on a Ç//^T== Ç//^U==o, les critères b) et b ' ) de (22.7.3) ne sont pas vérifiés.

§ 23. ANNEAUX JAPONAIS

Les résultats de ce paragraphe seront complétés dans IV, (7.6) et (7.7).

23. i. Anneaux japonais.
Définition (23.1.1). — On dit qu'un anneau intègre A est un anneau japonais siy pour

toute extension finie K' de son corps des fractions K, la fermeture intégrale A' de A dans K' est
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un A-module de type fini (autrement dit, une A-algèbre finie). On dit qu'un anneau A est
universellement japonais si toute A-algèbre intègre de type fini est un anneau japonais.

Il est clair que si A est un anneau japonais, tout anneau de fractions S~1A est alors
un anneau japonais, car (avec les notations précédentes) S^A' est la fermeture intégrale
de S~lA dans K', et est évidemment un S "^A-module de type fini.

Un anneau intègre noethérien, même un anneau de valuation discrète, n'est pas
nécessairement un anneau japonais [30].

Proposition (23.1.2). — Soient A un anneau noethérien intègre, K son corps des fractions.
Si, pour toute extension radicielle y^ K' de K, la fermeture intégrale de A dans K/ est un A-module
de type fini, alors A est un anneau japonais.

Comme A est noethérien, il suffit, pour vérifier que A est un anneau japonais,
de voir que pour toute extension quasi-galoisienne finie L de K, la fermeture intégrale B
de A dans L est un A-module de type fini. Or L est une extension galoisienne de la plus
grande extension radicielle K/ de K contenue dans L; et si A' est la fermeture intégrale
de A dans K', B est la fermeture intégrale de A' dans L. Mais on sait que dans une
extension séparable de K', la fermeture intégrale de A' est un A'-module de type fini
(Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § i, n° 6, cor. i de la prop. 20), d'où la proposition.

Il résulte de (23.1.2) que lorsque K est de caractéristique o, dire que A est un anneau
japonais signifie que sa clôture intégrale A est un A-module de type fini.

Théorème (23.1.3) (Tate). — Soient A un anneau intègre noethérien, x 4= o un élément
de A. Supposons vérifiées les conditions suivantes :

(i) A est intégralement clos.
(ii) p == xA est premier et A est séparé et complet pour la topologie p-préadique.
(iii) AfxA est un anneau japonais.
Alors A est un anneau japonais.
Nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme (23.1.3.1). — Soient A un anneau, x un élément de A non diviseur de o dans A

et tel que xA==p soit premier; alors, pour tout entier n>o, V image réciproque de xnAy dans A
est^A.

En effet, supposons que beA soit un élément tel que b/i^x^fs dans Ap, où aeA
et j^p; il existe donc s ' ^ p tel que s'sb^xW, d'où s'sbep, et comme s ' s ^ p , cela
entraîne éep, autrement dit b==xb' avec b'eA, puisque x est non diviseur de o, on
en conclut s ' s b ' ==xn~las et il suffit de raisonner par récurrence sur n.

Pour démontrer le théorème, on peut se borner au cas où le corps des fractions K
de A est de caractéristique p>o, puisque A est intégralement clos. Soit K' une extension
radicielle finie de K, de sorte qu'il existe une puissance q=p6 telle que K^cK; en
remplaçant K' par une extension radicielle plus grande, on peut même supposer qu'il
existe j^eK.' tel que y(l=x. Soit A' la fermeture intégrale de A dans K'; comme A est
intégralement clos, A'est l'ensemble des ^'eK' tels que ^ / îeA /nK=A. Posons V==Ap;
l'idéal maximal m==^V de V étant principal, on sait que l'anneau local noethérien V
est un anneau de valuation discrète (17.1.4); comme V est intégralement clos, le même

310



§ 23 PRÉLIMINAIRES 215

raisonnement que ci-dessus montre que la fermeture intégrale V de V dans K/ est
l'ensemble des x ' e K ' tels que ^^eV; on sait (Bourbaki, Alg. comm.^ chap. VI, § 8,
n° 6, prop. 6, et chap. V, § 2, n° 3, lemme 4) que V est un anneau de valuation discrète^
dont l'idéal maximal m' est l'ensemble des ^eK' tels que x^em et en outre le corps
résiduel V'/îîî' est une extension finie de V/m (loc. cit., chap. VI. § 8, n° i, lemme 2).
Montrons que, pour tout entier n >o, on a

(23.1.3.2) m^nA'^yA'.

En effet, comme J^==A:, on a y^v^f, donc j^A'cm^nA'. Inversement, soit
^'em^nA', et posons x ' ^ ^ ' y ^ avec ^'eK'. On a A^eA7; d'autre part, A:'est somme
de produits t [ . . . t ' ^ avec ^/ em', donc ^em, et l'on en conclut que ^eir^nA. Or le
lemme (23.1.3.1) prouve que mnnA=^nA, donc on a ^'^e^A, ou encore ^eA
puisque A?+O, ce qui établit (23.1.3.2).

Montrons en second lieu que sur A' la topologie xA'-préadique est séparée; cette
topologie est aussi la topologie jA'-préadique de A', et il résulte de (23.1.3.2) que cette
topologie est induite par la topologie m'-préadique de V7 qui est séparée puisque V est
un anneau de valuation discrète.

Prouvons ensuite que A'fxA est un A-module de type fini. Comme x ==j^ et que
JkAf|J^C+lA est isomorphe à A'/jA', on peut se borner à montrer que AfyA est un
A-module de type fini; mais la formule (23.1.3.2) appliquée pour n = = i montre
que A'IjyA est un sous-anneau de V'/îît', c'est-à-dire du corps résiduel de V, qui est
une extension finie du corps résiduel V/m de V. Or V/m est le corps des fractions de A/p,
et comme A' est entier sur A, A'jyA' est entier sur A/p, donc contenu dans la fermeture
intégrale de A/p dans V/m'; comme par hypothèse A/p est un anneau japonais
noethérien, A'fyA' est un (A/p)-module de type fini, et a fortiori un A-module de type
fini.

Cela étant, la topologie ^A'-préadique de A' étant séparée, A' est un sous-anneau
de son complété À' pour cette topologie; mais puisque AfxA est un A-module de
type fini et que A est séparé et complet pour la topologie .vA-préadique, A' est un A-module
de type fini en vertu de (Oi, 7.2.9), donc il en est de même de A, C.Q^.F.D.

Corollaire (23.1.4). — Soit A un anneau japonais noethérien et intégralement clos. Alors
tout anneau de séries formelles A[[Ti, .... TJ] est un anneau japonais.

On sait que pour tout anneau noethérien intégralement clos B, l'anneau de séries
formelles B[[T]] est noethérien et intégralement clos (Bourbaki, Alg. comm., chap. V,
§ i, n° 4, prop. 14); on peut donc, par récurrence sur n, se borner à prouver
que A[[T]] est un anneau japonais. Or l'élément ^=T vérifie toutes les conditions
de (23.1.3), d'où la conclusion.

Théorème (23.1.5) (Nagata). — Tout anneau local noethérien intègre complet A est un
anneau japonais.

On sait (19.8.8, (ii)) qu'il existe un sous-anneau B de A qui est un anneau local
complet et régulier, tel que A soit une B-olgèbve finie; il suffit évidemment de prouver
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qae B est un anneau japonais, autrement dit, on peut se borner au cas où A est en outre
régulier. Raisonnons par récurrence sur 7Z==dim(A), le théorème étant évident pour n==o.
Supposons donc n>o, et, en désignant par m l'idéal maximal de A, soit x un élément
de m—m2; on sait (17.1.8) que AfxA est un anneau régulier, et en outre ( (17 .1 .7 )
et (16.3.4)) que dim(A/^A)=n—i; de plus, l'idéal xA est fermé dans A (Oi, 7.3.5)5
donc AfxA est complet. En vertu de l'hypothèse de récurrence, A/xA est donc un anneau
japonais, et il résulte alors de (23.1.3) qu'il en est de même de A.

Corollaire (23.1.6). — Soient A un anneau local noethérien intègre complet, K son corps
des fractions, K' une extension finie de K; alors la fermeture intégrale A' de A dans K' est un anneau
local complet,

On sait déjà par (23.1.5) que A' est une A-algèbre finie, donc un anneau semi-local
noethérien complet, et par suite un composé direct d'anneaux locaux; mais comme A'
est intègre, c'est nécessairement un anneau local.

Proposition (23.1.7). — Soient A un anneau local noethérien intègre, K son corps des
fractions, K/ une extension finie de K, A7 la fermeture intégrale de A dans K/. On suppose que le
complété A est réduit, et Von désigne par R son anneau total des fractions.

(i) Si l''anneau ROj^K/ est réduit (ce qui aura lieu en particulier lorsque K' est
une extension séparable de K, R étant composé direct de corps, extensions de K
(Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n° 3, cor. i du th. i)), alors A' est un A-module de
type fini.

(ii) Si en particulier R est une ÏL-algèbre séparable, alors A est un anneau japonais.
(i) Posons pour simplifier Ai=Â, A[=A'®^A^, Ki=K/OO^Ai. Comme Ai est un

A-module plat (Oi, 7.3.5), A[ s'identifie à un sous-anneau de K^ et est évidemment
entier sur Ai. D'autre part, si l'on pose Ki==K(S)^Ai, on peut écrire Ki==K/®^Ki;
comme A est intègre et que Ai est un A-module plat, tout élément =4= o de A est
Aï-régulier (01,6.3.4); comme K^S^A, où S=A—{o}, on a Kl=S~ lAl, et la
remarque précédente prouve que Ki s'identifie à un sous-anneau de l'anneau total des
fractions R de Ai. Puisque tout K-module est plat, K[ s'identifie à un sous-anneau de
K/OO^R, qui par hypothèse est réduit et est une R-algèbre finie. Désignons par q, ( i ^z^n )
les idéaux premiers minimaux de Ai, par B^ l'anneau intègre Ai/q^, par L^ le corps
des fractions de B^, de sorte que R est composé direct des L,, et K'®^ composé direct
des K/®^!^; ces dernières K-algèbres, étant réduites, sont des composées directes de
corps, extensions finies des L^. Comme B^ est un anneau local intègre complet, le théorème
de Nagata (23.1.5) prouve que la fermeture intégrale de B^ dans K'®^^ est un
B^-module de type fini, et a fortiori un Aï-module de type fini; comme tout élément de
K/®K^ qui est entier sur Ai est aussi entier sur B^ (étant annulé par qj, on en conclut
finalement que la fermeture intégrale de Ai dans K'^^R est un Aï-module de type
fini. Mais comme Ai est contenu dans cette fermeture intégrale et que Ai est noethérien,
Ai est aussi un Aï-module de type fini. Enfin, comme Ai est un A-module fidèlement
plat (Oj, 7.3.5), on en conclut que A' est un A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. I, § 3, n° 6, prop. n).
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(ii) L'hypothèse entraîne que les L, sont des extensions séparables de K, donc
K'®^^ est réduit (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n° 3, th. i) et Pon peut appliquer (i)
à toute extension finie K' de K, ce qui démontre notre assertion.

23.2. Clôture intégrale d'un anneau local noethérien intègre.

(23.2.1) Dans ce qui suit, pour tout anneau A, nous noterons A,^ pour simplifier,
le quotient de A par son nilradical (de sorte que si X == Spec (A), on a X,^ == Spec (A,J ) •

Nous dirons qu'un anneau local A est unibranche si l'anneau A^ est intègre et si
la clôture intégrale de A^ est un anneau local, ce qui généralise la définition donnée
dans (111,4.3.6). Nous dirons que A est géométriquement unibranche s'il est unibranche
et si le corps résiduel de l'anneau local, clôture intégrale de A^ est une extension radicielle
de celui de A. Il est clair qu'un anneau local intégralement clos est géométriquement
unibranche; il résulte de (23.1.6) qu'un anneau local noethérien intègre complet est
unibranche.

Lemme (23.2.2) (*). — Soient A un anneau intègre. A' sa clôture intégrale ; pour que
le morphisme canonique f: Spec (A7)-> Spec (A) soit radiciel, il faut et il suffit que pour tout
peSpec(A), Ap soit géométriquement unibranche ; lorsqu'il en est ainsi, f est un homéomorphisme.

En effet, pour tout peSpec(A), la clôture intégrale de Ap est A? (Bourbaki,
Alg. comm., chap. V, § i, n° 5, prop. 16), et tous les idéaux premiers de Ap au-dessus
de pAp sont maximaux {loc. cit., § 2, n° i, prop. i). Dire que/est injectif signifie donc que
pour tout peSpec(A), A? est un anneau local, c'est-à-dire que les A? sont unibranches.
Dire que tout Ap est géométriquement unibranche signifie alors que / est radiciel en
vertu de (I, 3.5.8). Lorsqu'il en est ainsi,/est surjectif et fermé (II, 6.1.10)3 donc un
homéomorphisme.

Lemme (23.2.3). — Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions, B un anneau
noethérien, <p : A->B un homomorphisme d9 anneau faisant de B un A-module plat. Soit K/ une
extension de K; posons Bi==B^, et soit R Vanneau total des fractions de B^. Alors, pour toute
sous-A-algèbre A de K', F'homomorphisme canonique

(23.I.3.I) (A'^BLd^K^RLd

est injectif.
On peut en effet considérer l'homomorphisme canonique h : A'®^B ->- K/(x)^R

comme composé des homomorphismes suivants

A'®^B -^ K'®^B 4. K'^Bi -^ K'®^R.

Comme B est un A-module plat, u est injectif; de même, K' étant un K-module plat
et K un A-module plat, K' est un A-module plat, et w est donc injectif puisque B^ est
réduit, donc l'homomorphisme B^-^R injectif. Enfin, pour la même raison, si îl est

(*) Dans la suite de ce numéro, nous utilisons des notions et résultats exposés au chap. IV, §§ 2 et 5; comme
les résultats de ce numéro ne sont pas utilisés avant le chap. IV, § 6, cela n'entraîne pas de cercle vicieux.
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le nilradical de B, le noyau de v est K/^îl, donc il est contenu dans le nilradical
de K'®^B; on en conclut aussitôt que si l'image par h == woyou d'un élément xeA®^B
est niipotent, x est niipotent, ce qui prouve le lemme.

Proposition (23.2.4). — Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions, B un
anneau noethérien, q^ {i^i^n) ses idéaux premiers minimaux, 9 : A->B un homomorphisme
d'anneaux. On suppose que les B/q^ sont des anneaux japonais, et que B soit un A-module plat.
Soit K/ une extension finie de K, et soit (C\) la famille filtrante croissante des sous-anneaux de K/
qui sont des A-algèbres finies et admettent K' pour corps des fractions ; la réunion A' des C^ est
donc la fermeture intégrale de A dans K\ Alors :

(i) 11 existe un indice a tel que pour X^a, r homomorphisme canonique

(23.2.4.1) (C^BL, -> (C,®A,

soit bijectif.
(ii) Si en outre B est un A-module fidèlement plat, le morphisme Spec(A')-^Spec(CJ

est radiciel.
(i) Soit BI=B^? et soit R l'anneau total des fractions de Bi; comme A est intègre

et B un A-module plat, tout élément =|= o de A est B-régulier (Oi, 6.3.4), donc F homo-
morphisme composé A^B-^Bi se prolonge en un homomorphisme K->R; on peut
alors écrire K'^R^K'^K^KR, et comme K'®^K s'identifie à K', on a
K'O^R^^K^KR- Comme R est composé direct des corps des fractions L, des B/q,,
K'^R est composé direct des K'^L,, et par suite (K^^Ld est composé direct
d'un nombre fini d'extensions finies des L,. En vertu de l'hypothèse, la fermeture intégrale
de B/q, dans une extension finie de L, est un (B/q,)-module de type fini, donc un B-module
de type fini; on en conclut que la fermeture intégrale B' de B dans (K'®^R),^ est un
B-module de type fini. En vertu de (23.2.3), les (C^^red s'identifient canoniquement
à des sous-anneaux de (K'OA^red q^ sont des B-algèbres^m^, donc contenues dans B'.
Comme B est noethérien et B' un B-module de type fini, la famille filtrante des (C^B),^
admet un plus grand élément (C^B),^? ce qui prouve (i).

(ii) Gomme B est un A-module fidèlement plat, il suffit (IV, 2.6.1, (v)) de
montrer que le morphisme SpecÇA^B^Spec^^B) est radiciel, ou, ce qui revient
au même (1,5.1.6) que le morphisme Spec(A'®^B)^d->Spec(G^®^B)^d est radiciel;
mais on a A'^B^lim (C^K). donc (IV, 5.13.2) (A^^red-l™ (G^A^red. et

"̂  ^
la conclusion résulte de (i).

Corollaire (23.2.5). — Soient A un anneau local noethérien intègre, K son corps des
fractions, K' une extension finie de K. Soit (C^) la famille filtrante croissante des sous-anneaux
de K/ qui sont des A-algèbres finies (donc des anneaux noethériens semi-locaux (Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. 9)) et admettent K' pour corps des fractions.
Alors il existe a tel que V homomorphisme (CJr^-^ÀLd soit un isomorphisme pour X^a,
et si A' est la fermeture intégrale de A dans K', le morphisme Spec(A')^Spec(CJ est
radiciel (cf. (23.2.2)) .
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On applique (23.2.4) en prenant B==A; comme les B/q^ sont des anneaux
locaux noethériens complets, ce sont des anneaux japonais (23.1.5) et B est un A-module
fidèlement plat (Oi, 7.3.5); en outre on a C^®^B = C^ (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 3, n° 4, th. 3 et chap. IV, § 2, n° 5, cor. 3 de la prop. 9).

Corollaire (23.2.6). — Sous les hypothèses de (23.2.5), la fermeture intégrale A' de A
dans K/ est un anneau semi-local; si m est l'idéal maximal de A, alors, pour tout idéal maximal m'
de A', A'/îîî' est une extension finie de A/m.^\ ^\

Le fait que F homomorphisme (CJ^^^xîred soit bijectif pour À^a entraîne
que le nombre des idéaux maximaux de C^ est constant pour X^a et que si nia est un
idéal maximal de C^ et m^ l'unique idéal maximal de C^ au-dessus de îîta, les corps C^/m^
et C^/Tria sont canoniquement isomorphes. La conclusion résulte de ce que m' == lim rn^
et A7m'==lim(C^mJ (Oui, 10.3.1.3).

Proposition (23.2.7) (Y. Mori). — Soient A un anneau local noethérien intègre, K son
corps des fractions, A' la clôture intégrale de A. Alors A' est un anneau de Krull (Bourbaki,
Alg. comm., chap. VII, § i) semi-local ; autrement dit, il existe une famille (V\) d'anneaux de
valuation discrète ayant Kpour corps des fractions, tels que A' == ÏÏV^ et que tout x^K appartienne

à tous les V\ sauf pour un nombre fini d'entre eux. En outre, il existe un sous-anneau G de K qui
est une A-algèbre finie, et telle que les V\ soient les clôtures intégrales des anneaux Cp , où (p^)
est la famille des idéaux premiers de hauteur i de Vanneau local C.

Prouvons d'abord le lemme suivant :
Lemme (23.2.7.1). — Soient A, B deux anneaux, 9 : A->B un homomorphisme faisant

de B un A-module fidèlement plat. On suppose que A est intègre ; alors, si C=B^? P homomorphisme
composé ^ : A->B->B^==C est injectif et se prolonge en un homomorphisme injectif du corps
des fractions K de A dans Vanneau total des fractions R de C; en outre, si G' est la fermeture intégrale
de G dans R, C'nK est la clôture intégrale de A.

Comme A est intègre et 9 injectif, l'intersection de 9 (A) et du nilradical 91 de B
est réduite à o, et comme C =B/ÎÎ, ^ est injectif. Tout a 4=0 dans A étant non diviseur
de zéro dans A ne l'est pas non plus dans B par platitude (Oj, 6.3.4) ; on en déduit que a
n'est pas non plus diviseur de o dans G, car si l'on avait axeVI pour un x ̂ 91 dans B,
on en tirerait anxn == o pour un entier n, ce qui contredit ce qui précède puisque xn 4= o.
On peut donc prolonger ^ en un homomorphisme injectif de K dans R. Pour prouver
la dernière assertion, notons qu'il est clair que la clôture intégrale A' de A est contenue
dans G'nK. Inversement, soit ^eG'nK; x est donc entier sur C, et a fortiori sur B,
autrement dit B[x] est une B-algèbre finie; d'ailleurs, K s'identifie à un sous-anneau
de B®^K, et le sous-anneau B [A:] de B®^K s'identifie à BOO^A[A:] par platitude; on
en conclut que A[x] est un A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. Ier, § 3,
n° 6, prop. n), donc que xeA\

Ce lemme étant établi, nous allons l'appliquer à l'injection canonique de A dans
son complété À, qui est un A-module fidèlement plat; B=(Â)^==Â/9Î (où 91 est le
nilradical de À) est un anneau local noethérien complet réduit, dont l'anneau total des

315



220 A . G R O T H E N D I E C K Chap. o

fractions R est donc composé direct d'un nombre fini de corps L^; l'image canonique B^
de B dans L^ est un anneau local noethérien intègre et complet, dont L^ est le corps de
fractions, et la fermeture intégrale B' de B dans R est composée directe des B,', où B̂ ' est la
clôture intégrale de B^. Mais en vertu de (23.1.5)5 B^ est une B^-algèbre finie, donc un
anneau local noethérien intégralement clos. On sait (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII,
§ i, n° 3, cor. du th. 2) que B '̂ est un anneau de Krull. Or, pour tout i, on a un homo-
morphisme <p^ : K->L^, qui est injectif, et par suite (^"^(B^) est un anneau de Krull
dans K. Mais comme A'=B'nK en vertu du lemme et que B' == Q^^B^), A' est
intersection d'un nombre fini d'anneaux de Krull et est par suite un anneau de Krull.
Pour prouver la dernière assertion de la proposition, notons qu'il existe une A-algèbre
finie GCK telle que le morphisme Spec(A/)-^Spec(C) soit radiciel et un homéo-
morphisme (23.2.4); pour tout idéal premier p'eSpecÇA'), p' est donc le seul idéal
premier de A' au-dessus de p=p 'nC et Ap, la clôture intégrale de Cp; d'autre part
le fait que Spec(A')->Spec(G) est un homéomorphisme entraîne que l'application
p'-^p'nC est une bijection de l'ensemble des idéaux premiers de hauteur i de A' sur
l'ensemble des idéaux premiers de hauteur i de G; d'où la conclusion, compte tenu
de Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § i, n° 6, th. 4.

Remarques (23.2.8). — (i) On aura soin de noter, dans l'application de (23.2.6)
et (23.2.7), que l'anneau A' n^ est pas nécessairement un anneau noethérien, comme le montre
un exemple de Nagata avec dim(A) =3 [30].

(ii) Les conclusions de (23.2.7) sont encore valables si A' est la fermeture intégrale
de A dans une extension finie K' de K; il suffit en effet de considérer une A-algèbre finie B
dont K' est le corps des fractions; B est un anneau semi-local noethérien, donc intersection
d'un nombre fini d'anneaux locaux noethériens B^. (rr^ idéaux maximaux de B), et sa
clôture intégrale (qui est égale à A') est intersection des A^. (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 3, cor. 4 du th. i) qui sont les clôtures intégrales des B^., donc des anneaux
de Krull par (23. i. 13); par suite A' est un anneau de Krull.

(iii) On peut montrer ([30], 3.3.10) que pour tout anneau noethérien intègre A
(non nécessairement local), la clôture intégrale de A est un anneau de Krull.

Corollaire (23.2.9). — Soient A un anneau noethérien intègre. A' sa clôture intégrale.
Supposons que pour tout anneau G tel que ACCCA' et tel que G soit une A-algèbre finie, et pour
tout idéal premier q de hauteur i dans G, qnA soit un idéal premier de hauteur i dans A. Soit P
l'ensemble des idéaux premiers de hauteur i dans A', on a alors

A'== n A;.PGP p

Comme A' est un A-module sans torsion, on a A ==C\ A-, où m parcourt l'ensemble
îtl

des idéaux maximaux de A (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, cor. 4 du th. i);
il suffira donc de prouver que A^ est l'intersection des Ap pour les idéaux premiers p Cm
de hauteur i. Comme A^ est la clôture intégrale de A^, on voit qu'on peut se borner
à démontrer le corollaire pour A^. Or, il y a alors, en vertu de (23.2.7), une A^-algèbre
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finie B contenue dans A^ telle que A^ soit l'intersection des clôtures intégrales des
anneaux B(? où q parcourt l'ensemble des idéaux premiers de hauteur i de B. Mais B
est de la forme C^, où G est une A-algèbre finie; donc, pour tout idéal premier q de
hauteur i dans B, qnA est par hypothèse un idéal premier de hauteur i dans A;
comme la clôture intégrale de B^ contient celle de A(^ et que cette dernière contient A^,
il en résulte bien que A^ est l'intersection des Ap pour peP et pCm, ce qui achève la
démonstration.

Remarques (23.2.10). — (i) Nous verrons (IV, 5.6.3 et 5.6.10) que l'hypothèse
de (23.2.9) est vérifiée lorsque A est universellement caténaire^ en particulier (IV, 5.10.17
et 5.11.2) lorsque A est quotient fun anneau régulier, enfin, elle est évidemment vérifiée
si Spec(A')-^Spec(A) est un homéomorphisme, en particulier si ce morphisme est
radiciel (23.2.2).

(ii) La conclusion de (23.2.9) n'est plus nécessairement exacte lorsqu'on omet
l'hypothèse sur les sous-A-algèbres finies de A'. En effet, on peut définir un anneau
local noethérien intègre A, de dimension 2, dont la clôture intégrale A' est une A-algèbre
finie, mais tel qu'il y ait un idéal premier p' de A' de hauteur i au-dessus de l'idéal
maximal TU (de hauteur 2) de A, et tel en outre que pour tout idéal premier p de hauteur i
dans A, Ap soit intégralement clos (IV, 5.6.11); l'intersection de ces anneaux A? ne peut
alors être égale à A' puisque A' est un anneau de Krull (Bourbaki, Alg. comm.^ chap. VII^
§ i, n° 5, prop. 9).

(A suivre.)
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Les sujets traités dans ce Chapitre appellent les remarques suivantes :
a) Leur caractère commun est d'être relatifs à des propriétés locales de préschémas

ou de morphismes, i.e. considérées en un point, ou aux points d'une fibre, ou dans
un voisinage (non spécifié) d'un point ou d'une fibre. Ces propriétés sont généralement
de nature topologique', différentielle ou dimensionnelle (i.e. faisant intervenir les notions de
dimension et de profondeur) et sont liées aux propriétés des anneaux locaux aux points
considérés. Un problème type est de mettre en relation, pour un morphisme donné
f : X->Y et un point ^eX, les propriétés de X en x avec celles de Y en y==f(x) et
de la fibre ^iy==f~l(Jy) en x. Un autre est de déterminer la nature topologique (par
exemple la constructibilité, ou le fait d'être ouvert ou fermé) de l'ensemble des points xeX.
en lesquels X possède une certaine propriété ou pour lesquels la fibre X^ passant par x
possède une certaine propriété en x. De même, on s'intéressera à la nature topologique
de l'ensemble des points jyeY tels que X ait une certaine propriété en tous les points
de la fibre X^, ou tels que cette fibre ait une certaine propriété.

b) Les notions les plus importantes pour les chapitres suivants sont celle de
morphisme plat de présentation finie et celles de morphisme lisse et de morphisme étale, qui
en sont des cas particuliers. Leur étude détaillée (jointe à celle de questions connexes)
commence à proprement parler au § n.

c ) Les §§ i à 10 peuvent être considérés comme de nature préliminaire et
développent trois types de techniques, utilisées non seulement dans les autres paragraphes
du chapitre mais aussi bien entendu dans les chapitres suivants :

c i) Aux §§ i à 4 sont envisagés divers aspects de la notion de changement de base,
surtout en relation avec des conditions definitude ou de platitude, on y amorce la technique
de descente sous ses aspects les plus élémentaires (les questions d' « effectivité » liées à
cette technique seront étudiées dans le chap. V).

c 2) Les §§ 5 à 7 sont centrés sur ce que l'on peut appeler des techniques
noethériennes, les préschémas considérés étant toujours supposés localement noethériens,
tandis qu'au contraire aucune condition de finitude n'est généralement imposée aux
morphismes', cela tient essentiellement à ce que les notions de dimension et de profondeur
ne sont guère maniables que pour les anneaux locaux noethériens. Rappelons que
le § 7 constitue une théorie « fine » des anneaux locaux noethériens, assez peu utilisée
dans la suite du chapitre.

c 3) Les §§ 8 à 10 donnent entre autres le moyen d'éliminer les hypothèses noethé-
riennes sur les préschémas étudiés, en leur substituant des hypothèses convenables de
finitude (la « présentation finie ») sur les morphismes considérés : l'avantage de cette
substitution est que ces dernières hypothèses sont stables par changement de base, ce qui
n'est pas le cas pour les hypothèses noethériennes sur les préschémas. La technique
permettant ce passage repose, d'une part, sur l'utilisation de la notion de limite projective
de préschémas, grâce à laquelle on peut ramener une question à la même question sous
des hypothèses noethériennes', d'autre part, sur l'emploi systématique des ensembles construc-
tibles, qui ont le double intérêt de se conserver par image réciproque (par un morphisme
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quelconque) et par image directe (par un morphisme de présentation finie), et d'avoir
des propriétés topologiques maniables dans les préschémas localement noethériens. Les
mêmes techniques permettent même souvent de se ramener à des anneaux noethériens
plus particuliers, par exemple les î-algèhres de type fini, et c'est là que les propriétés
des anneaux « excellents » (étudiées au § 7) interviennent de façon décisive. Indépendam-
ment d'ailleurs de la question de l'élimination des hypothèses noethériennes, les techniques
des §§ 8 à 10, de nature très élémentaire, sont d'usage constant dans presque toutes
les applications.

§ i. CONDITIONS DE FINITUDE RELATIVES
ENSEMBLES CONSTRUCTIBLES DANS LES PRÉSCHÉMAS

Nous allons, dans ce paragraphe, reprendre, en les complétant, l'exposé des
« conditions de finitude » pour un morphisme de préschémas f : X ->Y, donné dans
(I, 6.3 et 6.6). Il y a essentiellement deux notions de « finitude » de nature globale sur X,
celle de morphisme quasi-compact (définie dans (I, 6.6.1)) et celle de morphisme quasi-
séparé; il y a d'autre part deux notions de « finitude » de nature locale sur X, celle de
morphisme localement de type fini (définie dans (I, 6.6.2)) et celle de morphisme localement
de présentation finie. En combinant ces notions locales aux notions globales précédentes,
on obtient les notions de morphisme de type fini (définie dans (I, 6.3. i)) et de morphisme
de présentation finie. Pour la commodité du lecteur, nous donnerons de nouveau, dans
ce paragraphe, les principales propriétés énoncées dans (I, 6.3 et 6.6), en renvoyant
bien entendu à ces numéros du chapitre 1 pour leurs démonstrations.

Aux n08 (1.8) et (1.9), nous complétons, dans le cadre des préschémas, et en
faisant usage des notions de finitude précédentes, les résultats sur les ensembles construc-
tibles donnés dans (Om, § 9).

i . i . Morphismes quasi-compacts.

Définition (i. i. i ). — On dit qu'un morphisme de préschémas f : X -^Y est quasi-compact
si l'application continue f de l'espace topologique X dans l'espace topologique Y est quasi-compacte
(Oui, 9. i • i), autrement dit si l'image réciproque /"^U) de tout ouvert quasi-compact U de Y
est quasi-compacte (cf. (1,6.6.1)).

Si SB est une base de la topologie de Y formée d'ouverts affines, pour que / soit
quasi-compact, il faut et il suffit que pour tout VeSB, /"^(V) soit réunion finie d'ouverts
affines. Par exemple, si Y est affine et X quasi-compact, tout morphisme /: X-^Y est
quasi-compact (I, 6.6. i ).

Si / : X ->Y est un morphisme quasi-compact, il est clair que pour tout ouvert V
de Y, la restriction de/à /^(V) est un morphisme quasi-compact /"^(V)-^. Inver-
sement, si (UJ est un recouvrement ouvert de Y et /: X-^Y un morphisme tel que
les restrictions /"^(UJ-^U^ soient quasi-compactes, alors/est quasi-compact. Par
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suite, si / : X->Y est un S-morphisme de S-préschémas, et s'il existe un recouvrement
ouvert (S^) de S tel que les restrictions g~l(S^)->h~l(S^) de y (où g et h sont les mor-
phismes structuraux) soient quasi-compactes, alors / est quasi-compact.

Proposition (1 .1.2) . —- (i) Une immersion X->Y est quasi-compacte si elle est formée,
ou si l'espace sous-jacent à Y est localement noethérien ou si l'espace sous-jacent à X est noethérien.

(ii) Le composé de deux morphismes quasi-compacts est quasi-compact.
(iii) Si f : X->Y est un S-morphisme quasi-compact, il en est de même de f^,^ : X^-^Ygn

pour toute extension g : S'->S du préschéma de base.
fiv) Si f: X->X' et g : Y->Y' sont deux S-morphismes quasi-compacts,

/ x ^ iXXgY-^X 'XsY-

est quasi-compact.
(v) Si le composé gof de deux morphismes f: X->Y, g : Y->Z est quasi-compact, et

si g est séparé, ou l'espace sous-jacent à X localement noethérien, f est quasi-compact.
(vi) Pour qu'un morphisme f soit quasi-compact, il faut et il suffit que f^ le soit.
Pour la démonstration, voir (I, 6.6.4). On notera que l'assertion (vi) est aussi

conséquence de la proposition plus générale :
Proposition (1.1.3). — Soient /:X->Y,^:Y-^Z deux morphismes. Si gof est quasi-

compact et f surjectif, g est quasi-compact.
En effet, si V est un ouvert quasi-compact dans Z, f"1^1^)) est quasi-compact

par hypothèse, et l'on a ^(V) ==/(/'" ̂ "^(V) )), puisque/est surjectif; donc ^(V)
est quasi-compact.

Corollaire (1.1.4). — Soient f: X-^Y, g : Y'->Y deux morphismes, X'==XXyY',
f'=f.^ : X'->Y'; supposons g quasi-compact et surjectif (resp. surjectif). Alors, pour que f
soit quasi-compact (resp. dominant), il suffit que f le soit.

Si g ' : X'->X est la projection canonique, g ' est un morphisme surjectif (I, 3.5.2),
et l'on a fog' ==gof', sif est quasi-compact (resp. dominant), il en est de même de gof
puisque g est quasi-compact (1 .1 .2) (resp. surjectif); comme fog1 est quasi-compact
(resp. dominant) et que g ' est surjectif, on en déduit que/est quasi-compact (1.1.3)
(resp. dominant).

Pour abréger, nous appellerons point maximal d'un préschéma X tout point générique
d'une composante irréductible de X; si X==Spec(A) est affine, les points maximaux
de X sont les idéaux premiers minimaux de A.

Proposition (1.1.5). — Soit f: X->Y un morphisme quasi-compact. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) f est dominant:
b) pour tout point maximal y de Y, on a f~l(y}'¥Q\
c) pour tout point maximal y de Y, y'"1^) contient un point maximal de X.
L'équivalence de a) et c) a été démontrée dans (1,6.6.5). Il est clair que c)

. entraîne b ) , d'autre part, si X' est une composante irréductible de X rencontrant /"^J^),
/(X') est irréductible et contient y, donc est contenu dans la composante irréduc-
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tible Y'==={j^} de Y (Oi, 2.1.6) ; si x est le point générique de X', on a donc néces-
sairement f{x) =y ( O i , 2 . i . 5 ) $ donc b) entraîne c ) .

Proposition (1.1.6). — Soient f : X'-^Y,/7' : X^—^Y deux morphismes, X le préschéma
somme X'uX",/': X-^Y le morphisme égal à f dans X' et à f" dans X". Pour que f soit
quasi-compacte il faut et il suffit que f et f" le soient.

Cela lésulte aussitôt de la définition.

i . 2. Morphismes quasi-séparés»

Définition (1.2.1). — Soient X, Y deux préschémas. On dit qu'un morphisme f : X->Y est
quasi-séparé (ou que X est quasi-séparésw\) si le morphisme diagonal A^ (i^, î^)y :^.->^K.XY^
est quasi-compact. On dit qu'un préschéma X est quasi-séparé s'il est quasi-séparé sur Spec(Z).

Par définition, tout morphisme séparé est quasi-séparé, A^ étant une immersion
fermée (1.1.2, (i)); un schéma X est un préschéma quasi-séparé, étant séparé sur
Spec(Z) ( I , 5 - 4 - i ) -

Proposition (1.2.2). — (i) Tout monomorphisme de préschémas f: X^-Y (en particulier
toute immersion) est quasi-séparé.

(11) Si f: X->Y et g : Y—^Z sont deux morphismes quasi-séparés, gof: X—^Z est
quasi-séparé.

(iii) Soient X, Y deux S-préschémas, f: X->Y un S-morphisme quasi-séparé. Alors,
pour tout changement de base g : S'—^S, le morphisme f^ : X(g.) ->Y(S,) est quasi-séparé.

(iv) Si f: X->Y,/' : X'->Y' sont deux S-morphismes quasi-séparés, alors

/Xg/^XXsX^YXgY-
est quasi-séparé.

(v) Si f : X->Y, g : Y->Z sont deux morphismes tels que gof soit quasi-séparé, alors f
est quasi-séparé.

(vi) Si f: X->Y est un morphisme quasi-séparé, f^ : X^-^Y^ est quasi-séparé.
En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de démontrer (i), (h) et (iii).
L'assertion (i) est triviale, tout monomorphisme étant séparé (1,5.5.1). Pour

démontrer (iii), on se ramène aussitôt au cas où Y==S (I, 3.3. i l ) et l'assertion résulte
de ce que \^= (A,)(S') (I, 5.3-4) et de ( i . i .2, (iii)). Pour démontrer (ii), considérons
les projections p et q de XXyX sur X; si i={p, q)^ on sait que le diagramme

XXyX ———> XXzX

TC / X z /

Y -^ YXzY

(où n est le morphisme structural) est commutatif et identifie XXyX au produit des
(Y Xz Y)-préschémas Y et XXzX (I, 5.3.5). Si g est quasi-séparé, A^ est quasi-compact,

322



§ i ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 227

donc il en est de même de i ( i . i . 2, (iii)) ; si de plus/est quasi-séparé, A^ est quasi-compact,
donc il en est de même de î'oA^ (1.1.2, (ii)) qui est égal à A ,.

Corollaire (1.2.3). — (i) Soit X un préschéma quasi-séparé. Alors tout morphisme f : X-^Y
est quasi-séparé.

(ii) Soit Y un préschéma quasi-séparé. Pour qu'un morphisme f: X^Y soit quasi-séparé,
il faut et il suffit que le préschéma X soit quasi-séparé.

Cela résulte aussitôt de (1 .2 .2 , fii) et (v)) appliqué à X, Y et Spec(Z).
Proposition (1.2.4). — Soient f: X->Y un morphisme, g : Y—Z un morphisme

quasi-séparé. Si gof est quasi-compact, il en est de même de f.

On sait que/est le morphisme composé X -4 Xx^Y^ Y (I, 5.3.13); d'autre
part, prg s'identifie à (gof) X z iy (I, 3.3.4) et si gof est quasi-compact, il en est de même
de pr^ (1 .1 .2 , (iv)). Enfin, on a le diagramme commutatif

X -̂ > Xx^Y

(I.2.4.I) / / X l y

i i

Y —> Y X z Y
Ag

qui identifie X an produit des (Y Xz Y)-préschémas Y et XXgY (1,5.3.7). Comme
par hypothèse \ est un morphisme quasi-compact, il en est de même de F^ ( i . i .2, (iii)) ;
la conclusion résulte donc de (1 .1 .2 , (ii)).

Proposition (1.2.5). — Soient f: X^Y, g : Y'->Y deux morphismes, X'^XXyY',
/'^/(Y') : X'—^Y'. Si g est quasi-compact et surjectif et f quasi-séparé, alors f est
quasi-séparé.

On a en effet (X'XY-X') = (XXyX^ et A,/ = (A^ (1,5.3.4); comme la
projection X'Xy'X'—^XXyX est quasi-compacte (1 .1 .2 , (iii)) et surj écrive (1,3.5.2),
on peut, en vertu de (1,3.3.11), appliquer (1.1.4), qui montre que puisque A^, est
un morphisme quasi-compact, il en est de même de Ay.

Proposition (1.2.6). — Soient /: X->Y un morphisme, (UJ un recouvrement de Y
par des ouverts tels que les préschémas induits U^ soient quasi-séparés. Pour que f soit quasi-
séparé, il faut et il suffit que chacun des préschémas induits par X sur les ouverts f~l(Uy) soit
quasi-séparé.

L'image réciproque dans XXyX de U^ est X^Xu X^, en posant X^=f~l(V^,
et la restriction X^->X^ Xu X^ de A^ n'est autre que A^ , en désignant par/^ la restriction
X^—^Ua de/; en vertu de la définition (1.2.1) et du caractère local de la notion de
morphisme quasi-compact (1.1.1), pour que/soit quasi-séparé, il faut et il suffit que
chacun des morphismes/^ le soit. Mais comme par hypothèse le morphisme U^—»-Spec(Z)
est quasi-séparé, il revient au même de dire que/^ est quasi-séparé ou que le composé

/a
X^U^-^Spec(Z) l'est (1.2.2, (ii) et (v)), d'où la proposition.
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Pour vérifier qu'un morphisme est quasi-séparé, on est donc ramené à donner
des critères pour qu'un préschéma soit quasi-séparé :

Proposition (1.2.7). — Soient X un préschéma, (UJ un recouvrement de X formé d9 ouverts
quasi-compacts. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) X est quasi-séparé.
b) Pour tout ouvert quasi-compact U de X,/:'immersion canonique U-^-X est quasi-compacte

(autrement dit, U est rétrocompact dans X).
b') L'intersection de deux ouverts quasi-compacts de X est quasi-compacte.
c) Pour tout couple d} indices (a, (B), l'intersection U^nUp est quasi-compacte.
Les propriétés b) et b ' ) sont trivialement équivalentes par définition d'un morphisme

quasi-compact. Gomme un ouvert quasi-compact est réunion finie d'ouverts affines,
pour deux ouverts quasi-compacts U, V de X, Ux^V est un ouvert quasi-compact
de Xx^X (I, 3 .2 .7)3 dont l'image réciproque par Ax est UnV, donc a) entraîne b ' ) .
Il est trivial que b ' ) entraîne c ) ' , enfin, si c ) est vérifiée, les U^XzUp forment un
recouvrement de XXzX par des ouverts quasi-compacts, et l'on sait que pour que le
morphisme Ax : X-^Xx^X soit quasi-compact, il suffit que les images réciproques
U^nUp des U^X^Up par Ax soient quasi-compactes (1.1.1); donc c ) entraîne a).

Corollaire (1.2.8). — Tout préschéma X dont l'espace sous-jacent est localement noethérien
(par exemple un préschéma localement noethérien) est quasi-séparé; tout morphisme f: X->Y est
alors quasi-séparé.

Proposition (1.2.9). — Soient X', X7' deux préschémas, X=X'uX" leur somme,
f : X'-^Y,/" : X^-^Y deux morphismes, f: X->Y le morphisme qui coïncide avec f dans X'
et avec f" dans X". Pour que f soit quasi-séparée il faut et il suffit que f et f" le soient.

En effet, XXyX est somme des quatre préschémas X'XyX', X'XyX", X^XyX'
et X'^yX", et A^ est le morphisme qui coïncide avec A^ dans X' et avec A^, dans X";
la proposition résulte donc aussitôt des définitions.

i . 3. Morphismes localement de type fini»

(1.3.1) Rappelons que si A est un anneau, une A-algèbre (commutative) B est
dite de type fini si elle est engendrée par un nombre fini d'éléments de B, ou, ce qui revient
au même, si elle est isomorphe au quotient d'une algèbre de polynômes A[T^, . . ., TJ
par un idéal de cette algèbre. Il est clair que pour toute A-algèbre (commutative) A',
B®^A' est alors une A'-algèbre de type fini. Si B est une A-algèbre de type fini et G
une B-algèbre de type fini, G est une A-algèbre de type fini, car si G est un quotient
de B[Ti, .. ., TJ et B un quotient de A[Si, ..., SJ, B[Ti, . .., TJ =B(x^A[Ti, . .., TJ
est un quotient de A[Si, . .., S^, Ti, . . ., TJ, donc il en est de même de G.

Définition (1.3.2). — Soient f: X->Y un morphisme de préschémas, x un point de X,
y ==y(,y). On dit que f est de type fini en x s'il existe un voisinage ouvert affine V de y et un voisinage
ouvert affine V de x tels que f(V) CV et que Panneau A(U) soit une AÇV)-algèbre de type fini.
On dit que/est localement de type fini s'il est de type fini en tout point de X.
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Proposition (1.3.3). — Si Y est un préschéma localement noethérien et f\ X->Y un
morphisme localement de type fini, alors X est localement noethérien.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.7).
Proposition (1.3.4) . — (i) Toute immersion locale est localement de type fini.
(ii) Si deux morphismes f: X—^Y, g : Y—^Z sont localement de type fini, il en est de

même de gof.
(iii) Si f: X—^Y est un S-morphisme localement de type fini, f^ : X^—^Y^ est

localement de type fini pour toute extension S'->S du préschéma de base.
(iv) Si f '. X-^-X7 et g : Y—^Y' sont deux S-morphismes localement de type fini, fx^g

est localement de type fini.
(v) Si le composé gof de deux morphismes est localement de type fini, f est localement de

type fini.
(vi) Si un morphisme f est localement de type fini, il en est de même de f^.
Pour la démonstration, voir (I, 6.6.6).
Corollaire (1.3.5). — Soit f: X—^Y un morphisme localement de type fini. Pour tout

morphisme Y'-^Y tel que Y' soit localement noethérien, XXyY' est localement noethérien.
En effet, f^ r X X y Y ' — ^ Y ' est localement de type fini par (1.3.4, (iii)), et il

suffit d'appliquer (1.3.3).
Proposition (1 .3 .6) . — Soit 9 : A—^B un homomorphisme d^ anneaux. Pour que le

morphisme correspondant f: Spec(B)—^Spec(A) soit localement de type fini, il faut et il suffit
que B soit une A-algèbre de type fini.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.3)3 en tenant compte de ce que/est quasi-
compact et de (1,6.6.3).

Proposition (1.3.7). — Pour qu'un morphisme localement de type fini f ' : X->Y soit
surjectif, il faut et il suffit que, pour tout corps algébriquement clos 0., l'application X(^)->Y(^)
correspondant à f (I, 3 . 4 . 1 ) soit surjective.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.10).
(i.3.8) Soit A un anneau. On dit qu'une A-algèbre B est essentiellement de type fini

si B est A-isomorphe à une A-algèbre de la forme S^C, où G est une A-algèbre de type
fini et S une partie multiplicative de G.

Proposition (1.3.9). — (i) Si B est une A-algèbre essentiellement de type fini et G une
^-algèbre essentiellement de type fini, alors G est une A-algèbre essentiellement de type fini.

(ii) Soient B une A-algèbre essentiellement de type fini, A une A-algèbre ; alors B'== B®^A'
est une A-algèbre essentiellement de type fini.

(i) Soient B-S'^B7 et C^T-^C', où B' (resp. G') est une A-algèbre (resp.
une B-algèbre) de type fini et S' (resp. T") une partie multiplicative de B' (resp. G');
alors G' est de la forme S'̂ C", où G" est une B'-algèbre de type fini, donc G est aussi
un anneau de fractions de G"; comme G" est une A-algèbre de type fini, cela prouve
notre assertion.

(ii) Si B est anneau de fractions d'une A-algèbre de type fini G, B" est un anneau
de fractions de la A'-algèbre de type fini C®^A', d'où (ii).
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(1.3.10) Si B est une A-algèbre locale essentiellement de type fini, B est de la
forme G., où G est une A-algèbre de type fini et q un idéal premier de G (Bourbaki,
Alg. comm,, chap. II, § 5, prop. i l ) . Soit p l'image réciproque dans A de l'idéal q; si l'on
pose S =A—p, Gq est aussi un anneau local en un idéal premier de S^C; comme S^C
est une algèbre de type fini sur Ap == S~ 1A, on voit que B est aussi une Ay-algèbre essen-
tiellement de type fini, et en outre l'homomorphisme Ap->B est local.

Proposition (1.3.11). — Si B est une A-algèbre locale essentiellement de type fini, B est
A-isomorphe à une A-algèbre quotient d'une A-algèbre de la forme C^, où G est une algèbre de
polynômes A[T^, . . ., TJ et q un idéal premier de G.

En effet, par définition, B est isomorphe à Cq,, où G' est une A-algèbre de type
fini et q' un idéal premier de G'; mais C'-C/b, où C=A[Ti, . . ., TJ et b est un
idéal de G; donc q' == q/b, où q est un idéal premier de G, et Cq, est isomorphe à Cq/bC^.

i . 4. Morphismes localement de présentation finie.

(1.4.1) Étant donné un anneau A, nous dirons qu'une A-algèbre B (commu-
tative) est de présentation finie si elle est isomorphe au quotient A[Ti, . . . , TJ/a d'une
algèbre de polynômes sur A par un idéal de type fini a de A[Ti, . . ., TJ. Pour toute
A-algèbre (commutative) A', B®^A' est alors une A'-algèbre de présentation finie.
étant isomorphe au quotient de A'[Ti, . . . ,TJ par l'image canonique dans cet
anneau de û®^A, qui est évidemment un A'[Ti, . . . , TJ-module de type fini.
Si B est une A-algèbre de présentation finie et G une B-algèbre de présentation finie,
alors G est une A-algèbre de présentation finie. En effet, soient B=A[Si, . . ., S^]/a
et C=B[Ti, . . ., TJ/b, où a (resp. b) est un idéal de type fini de A[Si, . . ., SJ (resp.
B[Ti, . . ., TJ); l'anneau B[Ti, . . ., TJ est isomorphe à A[Si, . . ., S^,Ti, . . .,TJ/a',
où a' est l'image canonique de a®^1^ • • •. ̂ L et est donc un idéal de tyPe fini

de A[Si, . . ., S,, Ti, . . ., TJ; l'idéal b de B[Ti, . . ., TJ est de la forme b'/a',
où b' est un idéal de A[Si, . . ., S^, T^, . . ., TJ ; comme a' et b'/a' sont des modules
de type fini sur A[Si, . . ., S^, T^, . . ., TJ, il en est de même de b', et G, isomorphe
à A[Si, . . . ,S^,Ti, . . . ,TJ/b', est donc bien une A-algèbre de présentation finie.
Notons enfin que si A est noethérien, il en est de même de A[Ti, . . ., TJ, donc toute
A-algèbre de type fini est alors de présentation finie.

Définition (1.4.2). — Soient f: X->Y un morphisme de préschémas, x un point de X,
y ==fÇx). On dit que f est de présentation finie en x s'il existe un voisinage ouvert affine V de y et un
voisinage ouvert affine V de x tels que /(U) CV et que l'anneau A(U) soit une A(V}-algèbre de présen-
tation finie. On dit que f est localement de présentation finie s'il est de présentation finie en tout point de X.

Si Y est localement noethérien, il revient au même de dire que / est localement
de type fini ou localement de présentation finie.

Proposition (1.4.3). — (i) Tout isomorphisme local est localement de présentation fime.
(iï) Si deux morphismes f: X->Y, g : Y-^Z sont localement de présentation finie, il en

est de même de gof.
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(iii) Si f: X—»-Y est un S-morphisme localement de présentation finie, f^ : X/gn->Yg^
est localement de présentation finie pour toute extension S'-^S du préschéma de base.

(iv) Si f : X->X' et g : Y->Y' sont deux S-morphismes localement de présentation finie,
fx^g est localement de présentation finie.

(v) Si le composé gof de deux morphismes est localement de présentation finie et si g est
localement de type fini, alors f est localement de présentation finie,

L'assertion (i) est triviale. Pour démontrer (iii), on peut se limiter au cas où S ==Y
(I, 3.3. n); soient x ' un point de X^g/p s ' et x ses piojections sur S' et X respectivement,
s la projection commune de s ' et x sur S. Par hypothèse, il y a un voisinage ouvert affine V
(resp. U) de s (resp. x) tels que l'image de U soit contenue dans V et que A(U) soit
une A(V)-algèbre de présentation finie; soit V un voisinage ouvert affine de s ' dont
l'image dans S soit contenue dans V; alors UXyV est un voisinage ouvert affine de x '
dont l'image dans S' est contenue dans V et dont l'anneau A(U)®^(V)A(V) est une
A (V7)-algèbre de présentation finie (1.4.1).

Pour démontrer (ii), considérons un point :veX, et soient y=f[x), ̂ ==g(f(x)).
Il y a par hypothèse un voisinage ouvert affine W=Spec(C) (resp. V=Spec(B)) de ^
(resp. y} tels que gÇV) CW et que B soit une C-algèbre de présentation finie. D'autre
part, il y a un voisinage ouvert affine V'=Spec(B') (resp. U=Spec(A)) àey (resp. x)
tels que f(U) CV et que A soit une B'-algèbre de présentation finie. Soit jeB tel que
l'ouvert D(J) ==Spec(Bg) dans V soit un voisinage de y contenu dans V, et soit
U'^/'^D^ÎCU; on a U'=Spec(A®^B,), et A®g,B, est une B.-algèbre de présen-
tation finie (1.4.1); d'autie part Bg=B[T]/(i—sT) est une B-algèbre de présentation
finie par définition; par suite (1.4.1), AOO^Bs est une C-algèbre de présentation finie,
ce qui prouve (ii).

On sait que (iv) résulte de (i), (ii) et (iii) (I, 3.5.1). Pour prouver (v), considérons
le diagramme commutatif

X -̂ > XXzY

/ x l

Y -̂> Yx^Y

qui identifie X au produit des (Y Xz Y)-préschémas Y et XXgY (I, 5.3.7, A^ étant le
morphisme diagonal). Si l'on sait que A^ est localement de présentation finie, il en résultera
par (iii) qu'il en est de même de 1 .̂ D'autre part, on a la factorisation de / en

X -I XXgY -> Y (I, 5.3.13), où la projection p^ est égale à (gof) Xg iy ; comme gof
est supposé localement de présentation finie, il en est de même dej^ par (ivj, et il résultera
finalement de (ii) que f est aussi localement de présentation finie. On voit donc qu'on
est ramené à démontrer le

Corollaire ( 1 . 4 . 3 . 1 ) . —- Soit g : Y—^Z un morphisme localement de type fini; alors le
morphisme diagonal A^ : Y—^Yx^Y est localement de présentation finie.
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On peut se borner au cas où Z==Spec(A), Y==Spec(B), B étant une A-algèbre
de type fini; le morphisme \ correspond alors èiV homomorphisme d'augmentation S : B®^B -^B
tel que ï(x®y) =xy. Compte tenu de la définition (i .4.2)3 il suffit de montrer que le
noyau 3 de S est un idéal de type fini, ce qui résulte de (0, 20.4.4).

Proposition (1.4.4). — Soient A un anneau, B une A-algèbre, W une algèbre de polynômes
A[Ti, . . ., TJ, u : B'-^B un homomorphisme surjectif de A-algèbres. Pour que B soit une
A-algèbre de présentation finie, il faut et il suffit que le noyau 3 de u soit un idéal de type fini de B'.

La condition est suffisante par définition (1.4.1). Pour voir qu'elle est nécessaire,
remarquons que le morphisme g : Spec(B') -^Spec(A) est localement de type fini;
si B est une A-algèbre de présentation finie, le morphisme /: Spec(B)->Spec(B')
correspondant à u est tel que gof: Spec(B)->Spec(A) soit localement de présentation
finie, donc il résulte de (1.4.3, (v)) que/est aussi localement de présentation finie.
Or, pour démontrer que l'idéal 3 est de type fini, il suffit de prouver que 3 est un
Iî'-Module de type fini (II, 6. i .4. i). Revenant à la définition (i .4.2), on est finalement
ramené à prouver le

Lemme (1,4.4.1). — Soient a un idéal d'un anneau G, s un élément de G, tel que CJùg
soit une G-algèbre de présentation finie; alors us est un idéal de type fini dans l'anneau Gg.

Par hypothèse, il existe une C-algèbre de polynômes C'=G[Ti, . . ., TJ et un
C-homomorphisme surjectif v : C'-^CJûs dont le noyau b est de type fini. Soit
p^C,->CJùs Phomomorphisme canonique; pour tout i, il y a un t,eC tel que
p^tjs^ =y(T,) (on peut supposer que l'exposant k est le même pour tous les indices ï).
Considérons alors la C.-algèbre D = C,[Ti, . . ., TJ, et l'homomorphisme de 0,-algèbres
w :D->C, tel que w(T,) =ti|sJC; w est évidemment surjectif, et il en est par suite de
même de v ' ==pow : D->CJa^ D'autre part, tout polynôme de D peut s'écrire P/^,
où PeC'^CITi, . . .,TJ, eti'ona !/(P/^) = (i/^)y(P); comme i I s est inversible dans G,,
la relation y'(P/^)=o dans G,/a, équivaut à y(P)==o, et par suite le noyau 6' de rf
est engendré par l'image canonique de b dans D, et a fortiori est de type fini dans
l'anneau D. Mais V ̂ v'-^o) ̂ w-^p-^o)) =w~l{û^ et comme w est surjectif,
C^==w(6'), ce qui prouve que ûg est un idéal de type fini de G,.

Corollaire (1.4.5). — Soient X, Y deux préschémas, j : X->Y une immersion, U un
ouvert de Y tel que j(X) soit fermé dans U, / F Idéal quasi-cohérent de Q^ qui définit le sous-
préschéma fermé de Y associé àj. Pour que j soit localement de présentation finie, il faut et il suffit
que/ soit un Q^-Module de type fini.

Proposition (1.4.6). — Soit cp : A-»B un homomorphisme d'anneaux. Pour que le
morphisme correspondant f: Spec(B)->Spec(A) soit localement de présentation finie, il faut et
il suffit que B soit une A-algèbre de présentation finie.

La condition étant trivialement suffisante, il reste à prouver qu'elle est nécessaire.
Si/est localement de présentation finie, il résulte déjà de (i .3.6) que B est une A-algèbre
de type fini, donc il existe un homomorphisme surjectif u : B'==A[Ti, . .., TJ->B de
A-algèbres; il résulte de (1.4.3, (v)) que l'immersion j : Spec(B)-^Spec(B') est loca-
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lement de présentation finie; donc (i .4.5), si 3 est le noyau de u, le B'-Module ^f est
de type fini, et par suite (II, 6.1.4.1) 3 est un idéal de type fini.

Proposition (1.4.7). — Soit p : A->î un homomorphisme Panneaux faisant de B une
A-algèbre finie. Pour que B soit une A-algèbre de présentation finie, il faut et il suffit que B soit
un A-module de présentation finie.

Nous utiliserons le
Lemme (1.4.7.1). — Si B est une A-algèbre finie, il existe un A-homomorphisme surjectif

d'algèbres u : B'->B, où B' est une A-algèbre finie et de présentation finie qui est un A-module
libre.

En effet, il y a un système fini (<^)i^^ de générateurs de la A-algèbre B tel que
chaque ^ vérifie une relation F^a^)==o, où F^eA[X] est un polynôme unitaire de
degré >o; la A-algèbre quotient B^.==A[X]/(FJ est donc libre de rang fini sur A;
soit ^ la classe de X dans B'^. Il existe un A-homomorphisme d'algèbres ^ : B^'-^B tel
que u^) -=^a^ il suffit alors de prendre pour B' le produit tensoriel B^O^Bg®.. .®A^m
et de Considérer l'homomorphisme u^)u^® . . .®u^ : B'->B, qui est surjectif par construc-
tion. En outre, si B" =A[T\, . . ., T^] et si b\ désigne l'image canonique de ^ dans B',
le A-homomorphisme d'algèbres u : B^-^B' tel que ^(TJ =b\ (î^i^m) est surjectif, et
son noyau b' est l'idéal de B" engendré par les F^(T^), donc de type fini; ceci prouve
que B' est une A-algèbre de présentation finie.

Ce lemme étant démontré, gardons les mêmes notations, et soit w==vou : B^-^B.
Si b (resp. a) est le noyau de w (resp. ^), on a a = v(V) puisque v est surjectif. Or (1.4.4),
si B est une A-algèbre de présentation finie, b est un idéal de type fini de B", donc a
est un idéal de type fini de B', donc un A-module de type fini puisque B est une A-algèbre
finie; comme B' est un A-module libre, B est un A-module de présentation finie. Inver-
sement, si B' est un A-module de présentation finie, a est un A-module de type fini
(Bourbaki, Alg. comm.y chap. I, § 2, n° 8, lemme 9) et a fortiori un idéal de type fini de B';
par suite, B est par définition une B'-algèbre de présentation finie, et comme B' est une
A-algèbre de présentation finie, B est une A-algèbre de présentation finie.

i . 5. Morphismes de type fini.

Proposition (1.5.1). — Soient f: X->Y un morphisme, (UJ un recouvrement de X formé
d'ouverts affines. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est localement de type fini et quasi-compact.
b) Pour tout a, /"^(UJ est réunion finie d'ouverts affines V^ tels que chaque anneau A(V^)

soit une A(UJ -algèbre de type fini.
c) Pour tout ouvert affine U de Y, /""^(U) est réunion finie d'ouverts affines Vy tels que

les anneaux A(V,) soient des A(U)-algèbres de type fini.
Pour la démonstration, voir (1,6.3.2 et 6.6.3).
Définition (1.5.2). — On dit qu'un morphisme f est de type fini s'il vérifie les conditions

équivalentes de la proposition ( 1 . 5 . 1 ) .
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Proposition (1.5.3). — Soit f: X->Y un morphisme de type fini; si Y est noethérien,
il en est de même de X.

Pour la démonstration, voir (1,6.3.7).
Proposition (1.5.4). — (i) Soit j : X->Y un morphisme d'immersion. Si j est quasi-

compact (ce qui est le cas si j est une immersion fermée, ou si l'espace sous-jacent à X est noethérien,
ou si l'espace sous-jacent à Y est localement noethérien), j est de type fini.

(ii) Le composé de deux morphismes de type fini est de type fini.
(iii) Si /:X->Y est un ^-morphisme de type fini, f^ : X^-^Y^ est de type fini

pour toute extension S'->S du préschéma de base.
(iv) Si f: X-^X' et g : Y-^Y' sont deux ^-morphismes de type fini, fx^g est de

type fini.
(v) Si le composé gof de deux morphismes est de type fini et si g est quasi-séparé ou si X

est noethérien, f est de type fini.
(vi) Si un morphisme f est de type fini, il en est de même def^.
Cela résulte aussitôt (sauf le cas (v) où X est noethérien, démontré dans (I, 6.3.6))

des définitions et de (1.1.2), (1.2.4) et (1.3.4)-
Corollaire (i. 5.5 ). — Soit f : X-^Y un morphisme de type fini. Pour tout morphisme Y' ->\

tel que Y' soit noethérien, XXyY' est noethérien.
Cela résulte de (1.5.4, (iii)) et de (1.5.3)-
Corollaire (1.5.6). — Soit X un préschéma de type fini sur un préschéma localement noethé-

rien S. Alors tout S-morphisme f: X-^Y est de type fini.
Pour la démonstration, voir (I, 6.3.9).
Proposition (1.5.7). — Soit cp : A->B un homomorphisme d'anneaux. Pour que le morphisme

correspondant f: Spec(B)-^Spec(A) soit de type fini, il faut et il suffit que 9 fasse de B une
^.-algèbre de type fini.

Pour la démonstration, voir (I, 6.3.3).

i . 6. Morphismes de présentation finie.

Définition (1.6.1). — Soient X, Y deux préschémas. On dit qu'un morphisme f: X->Y
est de présentation finie s'il vérifie les trois conditions suivantes :

(i) / est localement de présentation finie',
(ii) / est quasi-compact (ce qui, lorsque (i) est vérifiée, équivaut à dire que / est

de type fini (1 .5 .2)) ;
(iii) f est quasi-séparé.
On dit alors aussi que X est de présentation finie sur Y, ou un Y'-préschéma de présentation

finie.
La condition (iii) est automatiquement vérifiée si/est séparé, ou si X est localement

noethérien (1.2.8); lorsque Y est localement noethérien, il revient au même de dire
que/est de présentation finie ou que/est de type fini (cette dernière condition entraînant
que X est localement noethérien (1.3.3)).
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Proposition (1.6.2). — (i) Toute immersion quasi-compacte et localement de présentation
finie (en particulier toute immersion ouverte quasi-compacte) est de présentation finie,

(ii) Le composé de deux morphismes de présentation finie est de présentation finie.
(iii) Soient X, Y deux S-préschémas, f: X->Y un S-morphisme de présentation finie.

Alors, pour tout morphisme S'->-S, le morphisme f^ : X^—^Y/gn est de présentation finie.
(iv) Soient j^X-^Y^y^X'—^Y' deux ^-morphismes de présentation finie; alors

/Xg/7 : XXgX'-^YXgY' est de présentation finie.
(v) Si le composé gof de deux morphismes est de présentation finie et si g est quasi-séparé

et localement de présentation finie, f est de présentation finie.
Cela résulte immédiatement de (1 .1 .2) , (1 .2 .2 )3 (1.2.4) et (1.4.3).
Il résulte en particulier de (1.6.2, (iii)) que si/est un morphisme de présentation

finie et U un ouvert de Y, la restriction y'^CU^—^U de/est un morphisme de présen-
tation finie. Inversement, soit (UJ un recouvrement de Y par des ouverts affines, et
supposons que les restrictions f~l(V^)-^U^ de y soient des morphismes de présentation
finie; il en résulte alors que f est de présentation finie, car f est évidemment localement
de présentation finie, quasi-compact en vertu de (1.1.1) et quasi-séparé en vertu
de (1.2.6). On peut donc dire que la propriété pour un morphisme f: X->Y d'être
de présentation finie est locale sur Y.

Si X est un préschéma quasi-séparé, tout morphisme f: X->Y est quasi-
séparé (1.2.3). Donc, si y est quasi-compact et localement de présentation finie, / est
alors de présentation finie.

En particulier :
Corollaire (1.6.3). — Soit 9 : A—^B un homomorphisme d'anneaux. Pour que le morphisme

correspondant f \ Spec(B) —> Spec(A) soit de présentation finie, il faut et il suffit que cp fasse de B
une ^-algèbre de présentation finie.

La nécessité de la condition résulte en effet de (1.4.6).
Remarque (1.6.4). — Dans la définition (i .6. i), la condition (iii) n'est pas consé-

quence des deux autres. Soit par exemple Y un schéma affine dont l'espace sous-jacent
ne soit pas noethérien, et soit U un ouvert non quasi-compact dans Y. Soit X le préschéma
obtenu en recollant deux préschémas Y^, Yg isomorphes à Y le long des ouverts U^, Ug
correspondant à U (Oi, 4. i .7), de sorte que X est réunion de deux ouverts isomorphes
respectivement à Y^ et Yg (et que nous identifions à ces derniers), avec Y^uY^^U.
En outre, il y a un morphisme f: X—^Y qui coïncide dans Y^ avec l'isomorphisme
donné Y^->Y (i== i, 2). Il est clair que/ vérifie la condition (i) de (i .6. i), étant un
isomorphisme local; il vérifie aussi (ii), l'image réciproque d'un ouvert quasi-compact
de Y étant la réunion de ses images dans Y^ et Yg; mais comme Y^nYg n'est pas quasi-
compact, y n'est pas quasi-séparé (1 .2 .7 ) .

Proposition (1.6.5). — Soient X', X" deux préschémas, X=X'uX" leur somme,
f : X'—^Y,/" : X^-^Y deux morphismes, f: X—^Y le morphisme qui coïncide avec f dans X'
et avec f" dans X". Pour que f soit de présentation finie, il faut et il suffit que f et f" le soient.

Il suffit de montrer que pour que / possède une des trois propriétés de la défi-
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nition (i .6. i), il faut et il suffit que/' et/" la possèdent; c'est évident pour la propriété
d'être localement de présentation finie, qui est locale sur X; pour la propriété d'être
quasi-compact, cela a été vu en (1.1.6) et pour la propriété d'être quasi-séparé,
en (1.2.9).

i . 7. Améliorations de résultats antérieurs»

Nous allons donner dans ce numéro une liste de propositions démontrées dans les
chapitres précédents, dont l'énoncé peut être amélioré à l'aide des nouvelles conditions
de finîtude introduites ci-dessus.

(1.7.1) Dans les énoncés de (1,6.4.2, 6.4.3 et 6.4.9), on peut, au lieu de
supposer que X et Y sont de type fini sur le corps K, supposer seulement qu'ils sont
localement de type fini sur K; pour (1,6.4.2), il suffit d'observer que tout point d'un
préschéma X qui est fermé dans tout ouvert affine de X est fermé dans X, et un schéma
affine localement de type fini sur K est ipso facto de type fini (1.5.1). Pour (I, 6.4.9),
on utilise (1.3.7) et ( i .3 .4 , (v) ) .

(1.7.2) Dans (I, 6.5.1, (ii)), on peut au lieu de supposer que S est localement
noethérien et Y de type fini sur S, supposer seulement que Y est localement de présentation
finie sur S, comme le montre aussitôt la démonstration (en appliquant la définition (1.4.2)) .
De même dans (I, 6.5.4, (ii)) et (I, 6.5.5, (ii)) il suffit de supposer que / est
un S-morphisme, Y étant localement de présentation finie sur S.

(1.7.3) Dans (1,7.1. n), pour la deuxième assertion, au lieu de supposer S
localement noethérien et Y de type fini sur S, on peut seulement supposer Y localement
de présentation finie sur S (la démonstration dépendant de (I, 6.5.1, (ii)); de même
dans (I, 7 . i . 1 2 à 7.1.15).

(1.7.4) Dans (1,9.2.2), on peut remplacer les trois hypothèses par la seule
hypothèse (entraînée par chacune des autres) que / est quasi-compact et quasi-séparée en
vertu de ( i . 2.6) et ( i . 2.7). On notera que dans (I, 9.2. i ), l'hypothèse signifie exactement
que / est quasi-compact et quasi-séparé.

(1.7.5) Dans (I, 9.3.1, 9.3.2 et 9.3.3)5 on peut remplacer les deux hypothèses
sur X par l'hypothèse (moins forte) que X est un préschéma quasi-compact et quasi-séparée
la démonstration utilisant exactement ces deux propriétés (en vertu de (1 .2 .7 ) ) .

(1.7.6) Dans (I, 9.3.4 et 9.3.5), il suffit de supposer X quasi-compact, ^ et /
quasi-cohérents et de type fini.

(1.7.7) Dans (I, 9.4.7), on peut affaiblir l'hypothèse b) en supposant seulement X
quasi-séparée puisqu'il suffit seulement que l'immersion canonique U—»-X soit quasi-
compacte (1.2.7) . On peut faire la même modification dans (I, 9.4.8, 9.4.9 et 9.4.10).

(1.7.8) Dans (I, 9.5.1)3 les conditions indiquées entre parenthèses dans l'énoncé
peuvent être remplacées par la condition que / soit quasi-compact et quasi-séparé.

(1.7.9) Dans (I, 9.6.5), on peut remplacer les hypothèses sur X par l'hypothèse
moins forte que X est quasi-compact et quasi-séparée comme le montre la démonstration,
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qui n'utilise que (I,9.4.7). Dans (1,9.6.6), l'hypothèse « X est un schéma quasi-
compact» peut être remplacée par« X est un préschéma quasi-compact et quasi-séparé».

(1.7.10) Dans (II, i .7.15), on peut supposer seulement que Y est quasi-compact
et quasi-séparé, la démonstration n'utilisant que (1,9.6.5).

(i.7. il) Dans la seconde assertion de (II, 3 •4.5), on peut substituer aux deux
hypothèses sur Y l'hypothèse plus faible que Y est quasi-compact et quasi-séparé. De
même dans (II, 3.4.8).

(1.7.12) Dans (II, 3.8.5), on peut de même supposer seulement que Y est quasi-
compact et quasi-séparé, cette hypothèse intervenant par (I, 9.4.7).

(1.7.13) Dans (II, 4.4.1, 4.4.6 et 4.4.7), il suffit de supposer que Y est quasi-
compact et quasi-séparé, compte tenu de (1.2.3) dans la démonstration de (11,4.4.7).
De même, dans (II, 4.4.10.1), il suffit de supposer Z quasi-compact et quasi-séparée

(1.7.14) Dans (11,4.5.2) et (11,4.5.5), il suffit de supposer X quasi-compact
et quasi-séparé, cette hypothèse intervenant par (1,9.3.1 et 9.3.2).

(ï•^•l5} Dans (11,4.6.8), il suffit encore de supposer X quasi-compact et quasi-
séparé, cette hypothèse intervenant par (1,9.4.7).

(1.7.16) Dans (H, 5. i .2), il suffit de supposer que X est quasi-compact et quasi-
séparé (l'hypothèse intervenant par (11,4.5.2 et 4.5.5)). De même dans (11,5.1.9),
où on utilise (I, 9.6.5).

(1.7.17) Dans (11,5.2.1), il suffit toujours de supposer X quasi-compact et
quasi-séparé (l'hypothèse intervenant par (11,4.5.2)).

(1.7.18) Dans (11,5.2.2), il faut supposer / quasi-compact et X quasi-séparé; la
démonstration actuelle est en effet insuffisante (avec les hypothèses faites), car du fait
que pour tout ^-Module quasi-cohérent y on a Ry^)=o, il ne s'ensuit pas
nécessairement, pour un ouvert affine U de Y, que la même propriété soit valable pour
les (^xl/'^U^-Modules quasi-cohérents, si on ne sait pas qu'un tel Module est la
restriction d'un (Px-Module quasi-cohérent (la même remarque s'appliquant aux condi-
tions h) et c ' } ) ; lorsque/est quasi-compact et X quasi-séparé, ce prolongement est
possible en vertu de (1,9.4.7), modifié plus haut (1.7.7).

(1.7.19) Dans (II, 5.3.2), il suffit de supposer Y quasi-compact et quasi-séparé (ce
qui intervient par (II, 4.4.6 et 4.4.7)). De même dans (II, 5.5.3, (ii)).

(1.7.20) Dans (III, 1.2.2, 1.2.3 et 1.2.4), on peut remplacei les deux hypo-
thèses sur X par l'hypothèse moins forte que X est un préschéma quasi-compact et quasi-
séparé, la démonstration n'utilisant que (I, 9.3.3).

( i.7.2i) Dans (III, i .4.10 à i .4.14), on peut remplacer « séparé » par « quasi-
séparé », cette hypothèse servant uniquement à pouvoir appliquer (1,9.2.2) (voir
ci-dessus ( i . 7.4)). De même, dans (III, i .4.15), il suffit de supposer que le morphisme u
est quasi-séparé et quasi-compact.

(1.7.22) Dans (III, 2. i .3), on peut encore remplacer les hypothèses par l'hypo-
thèse moins forte que X est un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, le raisonnement
étant le même que dans (III, 1.2.2).
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i . 8. Morphismes de présentation finie et ensembles constructibles.

(1.8.1) Soit X un préschéma; on sait que tout ouvert quasi-compact dans X est
réunion finie d'ouverts affines, et réciproquement. Pour qu'un ouvert U de X soit
rétrocompact dans X (Om, 9. i. i), il faut et il suffit donc que pour tout ouvert affine V de X,
UnV soit quasi-compact. Lorsque X est quasi-séparé (1.2.1), tout ouvert quasi-compact
dans X est rétrocompact dans X ( i . 2.7) , donc toute partie localement constructible de X
est rétrocompacte dans X (Om, 9.1.13); si de plus X est quasi-compact, il y a identité
entre parties constructibles et parties localement constructibles dans X (Om, 9.1.12), et
entre parties ouvertes constructibles et parties ouvertes quasi-compactes (Om ,9 .1 .5) .

Proposition (1.8.2). — Soient X, Y deux préschémas, f: X->Y un morphisme. Pour
toute partie constructible (resp. localement constructible) Z de Y, y'^Z) est une partie constructible
(resp. localement constructible) de X.

Supposons Z localement constructible; pour tout ;ceX, il y aura un voisinage
ouvert affine V de f[x) tel que ZnV soit constructible dans V; si la proposition est
démontrée pour les parties constructibles, f~l(Z) n/""1^) sera constructible dans f~l(V),
donc f~l(Z) sera localement constructible. Il suffit par suite de considérer le cas où Z
est constructible, et compte tenu de (Oni? 9. i .3)5 on est ramené au cas où Z est ouvert
et rétrocompact dans Y, autrement dit tel que l'injection canonique Z -^Y soit un morphisme
quasi-compact; il suffit alors de voir que /"^(Z) est rétrocompact dans X, autrement dit
tel que l'injection canonique /~1(Z)->X soit un morphisme quasi-compact; mais cela
résulte de (1.1.2, (iii)), puisque / - 1(Z)=ZXYX (1,4.4.1).

Lemme (1.8.3). — Soient X un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, Z une partie
constructible de X. Il existe alors un schéma affine X' et un morphisme de présentation finie f : X'—^X
tels que /(X') == Z.

Comme X est quasi-compact, il est réunion finie d'ouverts affines X^ (î'el), et
comme X est quasi-séparé, il résulte de (1 .2 .7) que chacune des immersions canoniques
g^ : X^.—^X est de présentation finie; on en conclut que si f^ : X^ ->X^ est un morphisme
de présentation finie, il en est de même de g^f^ : X^ ->X ( i . 6.2)5 et si X' est le préschéma
somme des X^, le morphisme h : X'—^X qui coïncide avec g^of^ dans chaque X '̂ est
lui aussi de présentation finie (1.6.5). Comme ZnX^ est constructible dans X, (Oni5
9.1.8), on voit qu'on est ramené à prouver le lemme lorsque X^ est affine d'anneau A.
Gomme Z est alors réunion finie d'ensembles de la forme UnQv, où U et V sont
des ouverts quasi-compacts (Oin ,9 . i .3) , on voit, en considérant encore une somme
convenable de préschémas, qu'on peut se ramener au cas où Z==UnCVî comme
d'ailleurs U est réunion finie d'ouverts affines, on peut même se borner au cas où U
est affine. Comme V est quasi-compact, il est réunion finie d'ouverts de la forme X^.,
où j^eA; soit 3 l'idéal de A engendré par lesj^, et soit Z' le sous-schéma fermé affine
de X qu'il définit (et qui est par construction de présentation finie sur X) ; on a par
définition V=CZ', donc UnCV=UnZ / . Considérons le schéma affine X '=Z 'XxU
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et soit / : X'—^X le morphisme structural; on vient de voir que l'immersion canonique
Z'->X est de présentation finie, et il en est de même de l'immersion ouverte U->X,
qui est quasi-compacte puisque U et X sont affines; on conclut donc de (1.6.2, (iv))
que / est de présentation finie, et l'on a /(X') =ZfnV (I, 3.4.8), ce qui achève la
démonstration.

Théorème (1.8.4) (Chevalley). — Soit / :X—^Y un morphisme de présentation finie.
Pour toute partie localement constructible Z de X, f(ï) est localement constructible dans Y.

Soient yeY et V un voisinage ouvert affine de y\ comme / est quasi-compact
et quasi-séparé, il en est de même de sa restriction /^(V) ->V, donc /^(V) est un
préschéma quasi-compact et quasi-séparé (1.2.3); comme Zn/'^V) est constructible
dans /"^(V) (i .8. i), on voit qu'on peut se borner au cas où Y est affine et Z construc-
tible; X est alors quasi-compact et quasi-séparé, donc (1.8.3), il existe un morphisme
de présentation finie g : X'->X tel que Z^ÇX7); comme fog est de présentation
finie, on voit qu'on est ramené au cas où Z ==X; autrement dit, il suffira de prouver le

Lemme ( 1 . 8 . 4 . 1 ) . — Soient Y un schéma affine, f: X—Y un morphisme quasi-compact
et localement de présentation finie; alors /(X) est une partie constructible de Y.

Comme X est quasi-compact, il est réunion finie d'ouverts affines; on peut donc
se borner au cas où Y=Spec(A), X=Spec(B), B étant une A-algèbre de présentation
finie (1.4.6). Or, on a le

Lemme (1,8.4.2). — Soient AQ un anneau, (A^ç^ un ^sterne inductif de A^-algèbres,
A == lim A^ ; si B est une A-algèbre de présentation finie, il existe un À et une A^-algèbre de

présentation finie B^ tels que B soit isomorphe à B^OO^A.
Par hypothèse, B est isomorphe à une algèbre de la forme A[Ti, . . ., TJ/3, où

les T, sont des indéterminées et 3 un idéal de type fini; soit (F,) (i ̂ j^ m) un système
de générateurs de 3. Soit <p^ : A^ —A l'homomorphisme canonique. Gomme L est
filtrant, il existe À tel que chacun des coefficients de chacun des polynômes Fy soit
l'image par cp^ d'un élément de A^. Autrement dit, il existe un système de polynômes
(F^^ de A,[Ti,...,TJ tels que F,=<p,(F^) pour i^j^m. Si 3, est l'idéal
de A^[Ti,. . . ,TJ engendré par les F^, 3 est l'image de S^A^ dans

A[Ti, . . ., TJ =A,[T,, . . ., TJ®^A; l'anneau B,=A,[T\, . . ., TJ/3, répond à la
question.

On appliquera ici ce lemme en considérant A comme limite inductive de ses
sous-î-algèbres de type fini. On voit donc qu'il existe une telle sous-Z-algèbre AQ de A,
et une Aç-algèbre de présentation finie Bç telles que B soit isomorphe à B^O^A; posons
Xo==Spec(Bo),Yo=Spec(Ao), de sorte que l'on a X=XoXy,Y, /étant la projection
X-^Y; soient fo : X()->YO, gQ : Y->YQ les morphismes structuraux; il résulte de (I, 3.4.8)
que l'on a /(X)^^"1^^)) ; compte tenu de (1.8.2), il suffit donc de montrer que
/o(Xo) est constructible. Autrement dit, on est finalement ramené à démontrer le

Corollaire (1.8.5). — Soient Y un préschéma noethérien, /:X->Y un morphisme de
type fini. Pour toute partie constructible Z de X,/(Z) est une partie constructible de Y.
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On se ramène comme ci-dessus à prouver que /(X) est constructible. Appliquons
le critère (Ojn, 9-2 .3) : il faut prouver que pour toute partie fermée irréductible T de Y,
Tn/(X) ==/(/" ̂ T)) est rare dans T ou contient un ouvert non vide de T; en prenant
un sous-préschéma de Y ayant T pour espace sous-jacent (I, 5 .2.1) et en considérant
son image réciproque par y, on voit finalement (compte tenu de (1.5.4, (iii)) qu'on est
ramené à prouver que si l'on suppose Y irréductible et/dominant, f(X) contient un ouvert
non vide de Y. On peut en outre supposer Y affine; alors X est réunion finie d'ouverts
affines V,, et comme/(X) est dense dans Y, il en est de même d'un au moins desfÇV^).
On peut donc aussi supposer X affine; si (X^) est la famille (finie) des composantes
irréductibles de X, on voit comme ci-dessus qu'un au moins desy(X^) est dense dans Y;
on peut donc supposer X irréductible. Enfin, en remplaçante par f^ (1.5.4, (vi)) on peut
supposer X et Y intègres. Alors X==Spec(B), Y=Spec(A), où A est un anneau intègre
noethérien, B une A-algèbre intègre de type fini contenant A (I, 1 .2 .7 ) . Il suffit de
montrer qu'il existe ^eA tel que, pour tout jyeD(^) (c'est-à-dire tel que g^\y) l'idéal j^
soit l'intersection de A et d'un idéal premier de B, car cela montrera que D(^)Ç/(X).
Finalement il suffit de prouver le

Lemme (1.8.5.1). — Soient A un anneau intègre, B une ^.-algèbre intègre de type fini.
Il existe geA. tel que tout homomorphisme de A dans un corps algébriquement clos Q, non nul en g,
se prolonge en un homomorphisme de B dans 0..

Or c'est là un résultat classique d'algèbre commutative (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. V, § 3, n° i, cor. 3 du th. i).

Corollaire (1.8.6). — Soient Y un préschéma irréductible, T] son point générique, y:X->Y
un morphisme localement de type fini. Si f"1^) n'est pas vide, il existe un voisinage ouvert U de y,
dans Y tel que f~l{y) soit non vide pour tout yeV. Si y est un (P^-Module quasi-cohérent
de type fini, et si e^ = y®^ k{f\) n'est pas nul, alors il existe un voisinage ouvert U' de T] dans Y
tel que y —^®^ k{y) ne soit pas nul pour tout j^eU'.

Si py est la projection canonique de la fibre /^(j^^XXySpec^Q/)) dans X,
on a ^=/Ç(^), donc Supp(^)=^-l(Supp(^'))=Supp(^r)n/-l^) en vertu de
(I, 9.1.13.1) et (I, 3.6.1), puisque 3^ est de type fini; en outre Supp(^) est fermé
dans X (Oi, 5.2.2), et si Z est un sous-préschéma fermé de X ayant pour espace sous-
jacent Supp(<^") (1,5.2.1), et j l'immersion canonique Z—^X, foj est localement
de type fini (1.3.4); cela prouve que la première assertion entraîne la seconde. Pour
prouver la première assertion, remarquons d'abord que l'on peut supposer X et Y réduits
(1.3.4, (vi)), autrement dit Y intègre. Soit Ç un point de f'1^); on peut remplacer X
et Y par des voisinages ouverts affines de Ç et T] respectivement, et par suite supposer
que X==Spec(B), Y=Spec(A), B étant une A-algèbre de type fini. En outre, si Z est
le sous-préschéma fermé réduit de X ayant {Ç} pour ensemble sous-jacent (I, 5.2.1),
on peut, comme ci-dessus, remplacer X par Z, autrement dit supposer B intègre (I, 5. i . 4).
Comme le morphisme y est alors dominant, l'homomorphisme correspondant 9 : A->B
est injectif (I, 1.2.7); donc le corollaire résulte finalement du lemme (1.8.5.1).
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Proposition (1.8.7). — Soient S un préschéma, g : X->S, h : Y—-S deux morphismes de
présentation finie, j ' : X->-Y unS-morphisme. Pour tout seS, posons X,==^'-l(.y)==XXsSpec(fe(.5>)),
Y^==A""l(.y)=YXsSpec(fe(,$•)),^=/'X i : X^Yg. Alors l'ensemble des seS tels que f, soit
surjectif (resp. radiciel) est localement constructible.

Soit E l'ensemble des seS tels que fg soit surjectif; l'ensemble S—E est égal
à A(Y—V(X)); or f est de présentation finie (1.6.2, (v)) donc/(X) est localement
constructible dans Y (1.8.4); comme h est de présentation finie, A (Y—V(X)) est
localement constructible dans S, donc aussi E.

Pour montrer que l'ensemble E' des seS tels que/g soit radiciel est localement
constructible, nous utiliserons le

Lemme (1.8.7.1). — Soient U, V deux préschémas; pour qu'un morphisme f: U->V
soit radiciel, il faut et il suffit que le morphisme diagonal A^ : U-^U XyU soit surjectif. Par suite,
tout morphisme radiciel est séparé.

En effet, A. étant une immersion (I, 5.3.9), est un morphisme localement de type
fini (1.3.4); dire que A. est surjectif signifie donc que pour tout corps algébriquement
clos K, l'application correspondante U(K) -> (U XyU) (K) == U(K) XV(K)U(K) est surjec-
tive (1.3.7 et 1,3.4.2.1); mais par définition d'un produit fibre d'ensembles, cela
signifie que l'application U(K)->V(K) correspondant bf est injective, et cela équivaut
à dire que f est radiciel (I, 3.5.5).

Cela étant, A^ se déduit de A^:X-^XXyX par le changement de base
Spec(k{s))->S (I, 5.3.4). Comme y est de présentation finie, il en est de même du
morphisme structural XXyX->Y (1.6.2, (iv)), donc aussi de Ay (1.6.2, (v)); il suffit
donc d'appliquer la première partie de la proposition à Ap en utilisant le lemme (1.8.7.1).

i . 9« Ensembles pro-constructibles et ind-constructibles.

Lemme (1.9.1). — Soit (AJ^çi un système inductif d'anneaux dont l'ensemble d'indices 1
est filtrant à droite, et soit A==limA^. Pour que A==o, il faut et il suffit qu'il existe un

indice Y tel que Ay===o (et l'on a alors Ap==o pour tout (3^y)-
En effet, pour tout ael, l'homomorphisme canonique cp^ : A^->A transforme

l'élément unité en élément unité; dire que A=o signifie que cp^(i)==o, ou encore
çp^(i)===<p^(o) ; on sait que cela équivaut à dire qu'il existe un indice y^ tel que
l'homomorphisme 9^ : A^-^A^ soit tel que <pYa( I)= = (PYa(o)? et cette dernière relation
équivaut à A^==o, d'où le lemme.

Proposition (1.9.2). — Soient B un anneau, (AJ^çi un système inductif de Tî-algèbres
dont l'ensemble d'indices ï est filtrant à droite, et soit A==limA^; posons Y==Spec(B),

X^=Spec(AJ, X=Spec(A), et soient u : X->Y, u^ : X^-^Y les morphismes correspondant
aux homomorphismes structuraux B->A, B-^-A^. Alors :

(i) Pour que X==0, il faut et il suffit qu'il existe un yel tel que X^==0, et l'on a
alors X,=0 pour a>y
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(ii) On a

( 1 . 9 . 2 . 1 ) ^X)=n^(XJ.aei

L'assertion (i) n'est autre que la traduction de (1.9.1). Pour démontrer (ii),
MQ(

notons que, puisque u se factorise en X->X^-^Y, le premier membre de (1 .9 .2 .1)
est contenu dans le second. Inversement, soit j^eY—u(X.) ; on a M"1^) =0, et z/~1^)
est l'espace sous-jacent au k{y) -préschéma Spec(A®gfe(^)) ; comme dans la catégorie
des B-modules le foncteur lim commute au produit tensoriel, A®gfe(j/) est limite
inductive du système inductif d'anneaux A^(x)gfe(j^); le lemme (1.9.1) montre qu'il
existe a tel que A^®^(j)==o, c'est-à-dire ^(j^O, donc j^^(XJ. C.Q.F.D.

Proposition (1.9.3). — Soient X un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, E une partie
de X, (XJ^çj un recouvrement ouvert affine de X, et pour tout ael, posons E^=EnX^.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) II existe un morphisme quasi-compact f: X'-^X tel que E==/(X').
a') Po r̂ ^?^ a, î7 existe un morphisme quasi-compact f^ : X^—»-X^ tel que E^==j^(X^).
a") Poz/r ^o^ a, z7 existe un schéma affine X^ et un morphisme f^ : X^—»-X^ tel que

/,(X,)=E^.
b) E est intersection de parties constructibles de X.
b') F=X—E est réunion de parties constructibles de X.
Il est clair que b) et b 1 ) sont équivalentes. La condition a) entraîne a! ) en prenant

pour X^ le préschéma induit sur l'ouvert /^(XJ de X' et pour^ la restriction de y.
Pour voir que a ' ) entraîne a " ) , il suffit de remarquer que X^ est réunion d'ouverts
affines X^ (XeL) ; soit X '̂ le préschéma somme des X^ (XeL), qui est un schéma affine;
si ^ : X^'—^X^ est le morphisme coïncidant avec l'identité dans chacun des X^, il
est clair que si l'on pose f^==fy°g^, on a E^==/^(X^) puisque g^ est surjectif. Pour
montrer que a " ) entraîne a), notons qu'il y a une partie finie J de I telle que les X^
d'indices aej recouvrent X; soit X' le préschéma somme des X^ pour aej, et soit
y^X'-^X le morphisme coïncidant avec j^of^ pour tout aej, où j\ : X^->X est
l'injection canonique. Comme E est réunion des EnX^ pour aej, on a bien E==/(X')
et il reste à voir que y est un morphisme quasi-compact; mais l'hypothèse que X est
quasi-séparé entraîne quej^ est quasi-compact (1 .2 .7) , donc il en est de même de Ja°/a
( i . i . i et 1.1.2) et finalement de f ( i . i. 6).

Reste donc à prouver l'équivalence de a " ) et de b ) . Prouvons en premier lieu
que a " ) entraîne b) : considérons une partie finie J de I telle que les X^ pour aej
recouvrent X; il suffira de montrer que, pour tout aej, E^ est intersection de parties
constructibles F^ de X^ (XeLJ ; en effet, tout F^ est aussi une partie constructible
de X en vertu de (Om, 9.1.8, (ii)), car l'hypothèse que X est quasi-séparé entraîne
que tout X^ est rétrocompact dans X (1 .2 .7 ) ; E étant réunion des E^ pour aej, est
intersection des réunions (finies) UF^(^, pour tous les choix des X(a)eL^; ces réunions

étant constructibles dans X, cela établit notre assertion. On peut donc se borner au cas
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où X==Spec(A) et où E==/'(X'), où X'=Spec(A') est affine,/: X'->X unmorphisme
correspondant à un homomorphisme d'anneaux A->A'. Notons maintenant que A'
est limite inductive de la famille (A^) de ses sous-A-algèbres de type fini, ordonnée par

inclusion; si X^==Spec(A^), / se factorise en X'-^X^X et il résulte de (1.9.2, (ii))
que l'on a ./(X') == n/^(X^); si l'on démontre que A(Xx) est intersection de parties
constructibles de X, il en sera de même de/(X'). On peut donc se borner au cas où A'
est une A-algèbre de type fini. Or, on a le lemme suivant :

Lemme ( 1 .9 .3 .1 ) . — Soient A un anneau, A' une A-algèbre de type fini. Alors A' est
A-isomorphe à une limite inductive filtrante lim A^ où les A^ sont des A-algèbres de présentation
finie ( 1 . 4 . 1 ) .

En effet, on peut écrire A' =B/3, avec B=A[Ti, . . ., TJ et 3 un idéal de B.
Mais 3 es^ limite inductive des idéaux de type fini y de B, contenus dans 3, ordonnés
par inclusion; comme dans la catégorie des B-modules le foncteur lim est exact, on
en conclut que A'^limB/^ à un A-isomorphisme près.

Le même raisonnement que ci-dessus permet alors de se ramener au cas où A'
est une A-algèbre de présentation finie; mais alors/(X') est constructible dans X en vertu
du théorème de Chevalley (1.8.5), ce qui prouve b ) .

Démontrons enfin que b) entraîne a " ) . Si E est intersection d'une famille (G^)^ç^
de parties constructibles de X, chaque E^ est intersection des G;nX^, qui sont
constructibles dans X^ (Om ,9.1.8, (i)), donc on est ramené au cas où X==Spec(A)
est affine.

On sait alors (1.8.3) que pour tout XeL il existe un morphisme f-^ : X^->X,
où X^==Spec(A^) est affine, tel que f^ÇK.^) =G^. Il suffit donc de prouver le lemme
suivant :

Lemme (1.9.3.2). — Soient (A^)^ç^ une famille de A-algèbres, X==Spec(A),
X^==Spec(A^), et soit f^ : X^->X le morphisme structural. Pour toute partie finie J de L,
posons Aj= ® A^ (produit tensoriel de A-algèbres), Xj==Spec(Aj), et soit fj : Xj->X le

À ç J

morphisme structural. On a alors Yj(Xj) == fi /^(X^). Si A'==limAj, ] parcourant P ensemble
À ç J ——^

filtrant des parties finies de L, X7 ==Spec(A'), et si f: X'->X est le morphisme structural,
^^/(x-)-nA(x,).

Âfc: •L'

La première assertion résulte de (I, 3 .4.7); la deuxième résulte de (1.9.2, (ii)),
qui donne la relation /(X7) == n/j(Xj).

Définition (1.9.4). — Soit X un espace topologique. On dit qu'aune partie E de X est pro-
constructible (resp. ind-constructible) dans X si, pour tout ;veX, il existe un voisinage ouvert U
de x dans X tel que EnU soit intersection (resp. réunion) de parties localement constructibles de U.

Tenant compte de (1 .2 .7 ) et de (Ojn? 9. i .8 et 9. i. 12), les conditions équivalentes
de la proposition (1.9.3) s'expriment donc en disant que E est pro-constructible dans X,
les ensembles localement constructibles dans X étant identiques aux ensembles construc-
tibles dans X sous les hypothèses de (1.9.3).
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Proposition (1.9.5). — Soit X un préschéma.
(i) Pour qu'une partie E de X soit pro-constructible^ il faut et il ^suffit que X—E soit

ind-constructible.
(11) Toute réunion finie et toute intersection de parties pro-constructibles de X sont pro-

constructibles. Toute intersection finie et toute réunion de parties ind-constructibles de X sont ind-
constructibles.

(iii) Toute intersection (resp. réunion) de parties localement constructibles de X est pro-
constructible (resp. ind-constructible). Inversement, si X est quasi-compact et quasi-séparé, toute
partie pro-constructible (resp. ind-constructible) de X est intersection (resp. réunion) de parties
constructibles de X.

(iv) Soit (UJ un recouvrement ouvert de X. Pour qu'une partie E de X soit pro-constructible
(resp. ind-constructible) dans X, î7/û^ et il suffit que pour tout a, EnU^ soit pro-constructible
(rep. ind-constructible) dans U^.

(v) Toute partie pro-constructible E ûfe X ̂  rétrocompacte dans X. Po^r qu'une partie locale-
ment fermée E âfe X .5̂ 7 rétrocompacte dans X, î7/<2^ ̂  z7 .n/̂  ^'^fe soit pro-constructible dans X.

(vi) »So^ y:X'->-X ^ morphisme de préschémas; pour toute partie pro-constructible
(resp. ind-constructible) E <fe X, /^(E) ^ pro-constructible (resp. ind-constructible) dans X'.

(vii) 5o^ y: X'->X MT? morphisme quasi-compact; pour toute partie pro-constructible E'
âfe X^/ÇE') est pro-constructible dans X; ̂  particulier /(X') est pro-constructible dans X.

(viii) <S(̂  y:X'->X MTZ morphisme localement de présentation finie; pour toute partie
ind-constructible E' <fe X',/(E') ̂  ind-constructible dans X; en particulier fiX.') est ind-constructible
dans X.

(ix) Supposons que X J0î7 quasi-compact et quasi-séparé; alors, pour qu'une partie E <fe X
soit pro-constructible, il faut et il suffit qu'il existe un schéma affine X' ̂  un morphisme (nécessairement
quasi-compact) /:X'^X tels que E^/ÇX').

Les propriétés (i), (ii), (iv) et la première assertion de (iii) résultent de la défi-
nition (1.9.4) et sont valables pour un espace topologique quelconque, en utilisant la
distributivité mutuelle de l'intersection et de la réunion et le fait que si T est localement
constructible dans X, TnU est localement constructible dans U pour tout ouvert U
de X. Si X est quasi-compact et quasi-séparé et E est pro-constructible dans X, il y a
un recouvrement fini (UJ de X formé d'ouverts affines tels que EnU, soit intersection
de parties constructibles M^ de U, P^L») ; les M^ sont aussi constructibles dans X
en vertu de (i .2.7) et (uni, 9.1.8, (ii)) et E est intersection des réunions finies UM, ̂
(où X(z)eL^ pour tout i), qui sont des parties constructibles dans X; cela démontre
la seconde assertion de (iii). L'assertion (ix) résulte de (iii) et de (i .9.3). Pour démontrer
la première assertion de (v), on peut se limiter au cas où X est affine, et prouver alors que E
est quasi-compact (Om? 9. i • i) ; mais comme X est alors quasi-séparé, il existe en vertu
de (ix) un morphisme quasi-compact /îX'-^X tel que E==/(X'); comme X' est
quasi-compact, il en est de même de son image E par une application continue.

Pour prouver (vi), on peut se borner, en vertu de (iv), au cas où X est affine; la
conclusion résulte alors de (iii) et de (1.8.2).
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De même, pour démontrer (vii), on peut se borner au cas où X est affine; alors X'
est réunion finie d'ouverts affines XJ et/(E') est réunion des /(E'nX,'), si bien qu'on
peut aussi supposer que X' est affine, en vertu de (ii); mais alors E'^^X"), où
g : X^-^X' est un morphisme quasi-compact, en vertu de (ix), et l'on a /(E') ==/(^(X")),
donc y(E') est pro-constructible puisque gof est quasi-compact.

On déduit de (vii) la démonstration de la seconde assertion de (v) : en effet, soit E
une partie localement fermée et rétrocompacte dans X, et considérons un sous-préschéma
de X ayant E pour espace sous-jacent (I, 5 .2 .1 ) ; l'injection canonique j : E->X est
alors par hypothèse un morphisme quasi-compact, et il résulte de (vii) que E ==7'(E)
est pro-constructible dans X.

Enfin, pour prouver (viii), on peut encore supposer X affine; en outre, si (X^)
est un recouvrement ouvert affine de X' tel que E'nX^ soit réunion de parties
constructibles de X^ ((iii) et (iv)),/(E') est réunion des /(E'nX^) et, en vertu du théo-
rème de Ghevalley (1.8.4), chacune des /(E'nX^) est réunion de parties constructibles
de X, d'où la conclusion.

Exemples (1.9.6). — Toute partie finie d'un préschéma X est pro-constructible :
en effet, il suffit de considérer les parties {^} réduites à un seul point (1.9.5, (ii)) et [x\
est l'image de Spec(/e(;v)) par le morphisme canonique Spec(fe(A:))->X, qui est quasi-
compact; d'où la conclusion par (1.9.5, (vii)). Par contre, une partie {^} réduite à
un point n'est pas nécessairement ind-constructible ; par exemple, soit A un anneau
noethérien intègre ayant une infinité d'idéaux maximaux, et soit x le point générique
de X=Spec(A); si {^} était ind-constructible dans X, il serait constructible en vertu
de ( i. 9.5, (iii) ) et par suite contiendrait un ouvert non vide de X (Ojn 5 9 .2 .2) ; mais cela
contredit l'hypothèse que A possède une infinité d'idéaux maximaux, en vertu du théorème
d'Artin-Tate (0, 16.3.3).

Toute partie fermée Y d'un préschéma X est pro-constructible, par (1.9.5, (v)).
Toute partie ouverte de X est donc ind-constructible, mais une partie ouverte U de X
n'est pro-constructible que si elle est rétrocompacte^ en vertu encore de (1.9.5, (v)).

Enfin, si X est un préschéma noethérien^ donc quasi-séparé (1.2.8), il résulte de
(1.9.5, (iii)) et de (Ojn, 9.1.7) que les parties ind-constructibles de X sont les réunions
de parties localement fermées de X.

Théorème (1.9.7). — Soient X un préschéma quasi-compact, E une partie ind-constructible
de X, (F^çL une famille de parties pro-constructibles de X telle que fi F^CE; alors il existe

^^ À ç L
une partie finie J de L telle que \\ F^CE.

Notons que les ensembles F==X—E et FnF^ sont pro-constructibles, donc on
est ramené au

Corollaire (1.9.8). — Soient X un préschéma quasi-compact, (F^)^ç^ une famille de
parties pro-constructibles de X dont l^ intersection est vide; alors il existe une sous-famille finie (F^)^ç j
dont l9 intersection est vide.

Recouvrant X par un nombre fini d'ouverts affines, et utilisant (1.9.5, (iv)),
on est ramené au cas où X est affine; en vertu de (1.9.5, (ix)), on a F^==/^(X^),
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où X^=Spec(A^) est affine, etf^ est un morphisme X^-^-X; alors, avec les notations
de (1.9.3.2)5 on a par hypothèse V(X')==0, donc X'=0; mais cela entraîne par
(1.9.2, (i)) qu'il existe une partie finie J de L telle que Xj =0, donc yj(Xj) = C\ F^ =0.ÂÇ j

Corollaire (1.9.9). — Soient X un préschéma quasi-compact, F une partie pro-constructible
de X, (E^)^çL une famille de parties ind-constructibles de X ^/^ ç^ FC U E^; a/orj î7 m^

ÀG L
M^ partie finie J de 1^ telle que F C U E^. £n particulier, de tout recouvrement de X ̂ ar des partiesÀG j
ind-constructibles, on peut extraire un recouvrement fini de X.

Gela résulte de (1.9.7) par passage aux complémentaires.
Proposition (1.9.10) . — Soit X un préschéma. Pour qu'une partie E de X soit ind-

constructible, il est nécessaire que, pour tout ^eX, /''intersection En{^} soit un voisinage de x
dans {x}. Si X est localement noethérien, cette condition est suffisante.

Supposons E ind-constructible, et soit Y l'intersection de [x} et d'un ouvert
affine dans X, contenant x', il y a donc un sous-préschéma de X ayant Y pour espace
sous-jacent (135.2.1)3 et si j : Y—^X est l'injection canonique, EnY^'^E) est
ind-constructible dans Y (1.9.5, (vi)). Comme Y est quasi-compact et séparé. En Y est
donc réunion de parties constructibles de Y (i .9.5, (iii)) ; par suite, il y a deux
ouverts U, V dans Y tels que xeVnÇ^VcEnY (0^, 9.1.3). Mais comme x est point
générique de l'espace irréductible Y, V est nécessairement vide et l'on a UcEnY.

Supposons maintenant X localement noethérien, et soit E une partie de X vérifiant
la condition de l'énoncé. En vertu de la définition (1.9.4), on peut se borner au cas
où X est noethérien. Alors, pour tout xeîL, En{x} contient une partie non vide de la
forme Un{A:}, où U est ouvert dans X; cela montre que E est réunion de parties
localement fermées de X, donc est ind-constructible (1.9.6).

Proposition (i .9. n ). — Soient X un préschéma, E une partie de X. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

a) E est localement constructible.
b) E est ind-constructible et pro-constructible.
c) E et X—E sont pro-constructibles.
d) E et X—E sont ind-constructibles.
Il suffit évidemment de prouver que d ) entraîne a ) , et on peut se borner au cas

où X est affine. Alors (1.9.5, (iii)), E (resp. X—E) est réunion d'une famille (E^)
(resp. E^)) de parties constructibles de X; comme les E^ et les E^ forment un recou-
vrement de X, il résulte de ( i . 9.9) qu'il y a des indices en nombre fini \, ̂  tels que les E^
et les E^ forment un recouvrement de X; cela implique que E est réunion des E^ , donc
est constructible.

Corollaire (1.9.12). — Soit f: X—^Y un morphisme surjectif, qui est, soit quasi-
compact, soit localement de présentation finie. Pour qu'une partie E de Y soit localement
constructible (resp. pro-constructible, resp. ind-constructible), il faut et il suffit que y'^E) le
soit dans X.
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On sait que la condition est nécessaire ((1.8.2) et (1.9.5, (vi))); pour montrer
qu'elle est suffisante, on est ramené au cas où X est affine, en vertu de (1.9.5, (iv));
en outre, en vertu de (i .9.11), on peut se borner au cas où /"^(E) est pro-constructible,
ou au cas où /"^(E) est ind-constructible. Si/est surjectif et quasi-compact, et /"^(E)
pro-constructible, il résulte de (1.9.5, (vii)) que E==f{f-\E)) est pro-constructible.
Si / est surjectif et localement de présentation finie, et /^(E) ind-constructible,
E=f{f~l(E)) ^t ind-constructible par (1.9.5, (viii)), ce qui achève la démonstration.

(1.9.13) Soient X un préschéma, ^ sa topologie $ il résulte de (1.9.5, (i) et (ii))
que les parties ind-constructibles (resp. pro-constructibles) de X sont les parties ouvertes
(resp. fermées) pour une topologie sur X, appelée topologie constructible et que nous
noterons ^'cons; nous désignerons par X00118 l'ensemble X muni de la topologie ^'cons.

Proposition (1.9.14). — Soient X un préschéma, S~ sa topologie, 3T^ la topologie
constructible sur X.

(i) La topologie '̂cons est plus fine que y.
(ii) Les parties localement constructibles de X sont identiques aux parties à la fois ouvertes

et fermées de l'espace Xe0118.
(iii) Pour tout morphisme /:X->Y, l'application sous-jacente de Xe0118 dans Y00118 est

continue; on la note f00^,
(iv) Si le morphisme /:X->Y est quasi-compact, /cons est une application fermée; en

particulier, si f est quasi-compact et bijectif, /cons est un homéomorphisme.
(v) Si un morphisme f: X->Y est localement de présentation finie, f00^ est une application

ouverte; en particulier, si/est bijectif et localement de présentation finie, f00118 est un homéomorphisme.
(vi) Pour tout ouvert U de X, la topologie induite par ^cons sur U est identique à la

topologie de IP0118.
En effet, (i) résulte de ce que tout ouvert pour ^~ est un ouvert pour '̂cons (1.9.6),

et (ii) est une traduction de (1.9.11); (iii), (iv) et (v) traduisent respectivement (1.9.5),
(vi), (vii) et (viii). Enfin pour démontrer (vi), il suffit de remarquer que l'injection
canonique j : U-^X est localement de présentation finie (1.4.3), donc j^8 : U^—^X00118

est une application continue ouverte.
Proposition (1.9.15). — Soit X un préschéma.
(i) Pour que Xe0118 soit quasi-compact, il faut et il suffit que X soit quasi-compact.
(ii) Pour que X00118 soit séparé, il faut et il suffit que X soit quasi-séparé, et alors Xe0118 est

localement compact et totalement discontinu.
(iii) Pour que Xe0118 soit compact, il faut et il suffit que X soit quasi-compact et quasi-séparé.
(iv) Tout point de X admet, pour la topologie ^'GOIl\ un voisinage ouvert et compact.
(v) Pour qu'un morphisme f: X->Y soit quasi-compact, il faut et il suffit que l'application

continue /oons : X00118-^0118 soit propre.
(i) Gomme '̂cons est plus fine que ^, il est clair que si X00118 est quasi-compact,

il en est de même de X; la réciproque résulte de (1.9.9).
(ii) Supposons X quasi-séparé, et montrons que Xe0118 est totalement discontinu :

en effet, si x, y sont deux points distincts de X et si par exemple x^[y\, il existe un
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voisinage ouvert affine U de X ne contenant pas^; comme X est quasi-séparé, U est
rétrocompact dans X ( i . 2 .7 )3 donc U et X—U sont localement constructibles dans X,
et par suite ouverts dans Xe0118 en vertu de (1.9.11), d'où notre assertion. Comme sur
tout ouvert affine U de X, la topologie induite par ^cons est celle de U00118 en vertu
de (i .9.14, (vi)), il résulte de ce qui précède que Xe0118 est localement compact, puisque U
est ouvert dans Xe0118 et que U00118 est compact. Reste à prouver que si X00118 est séparé,
alors X est quasi-séparé; considérons en effet un ouvert affine U de X; la topologie
induite sur U par ^Qons est celle de U00118 (i .9.14, (vi)), donc U est compact pour cette
topologie induite, puisque U00118 est compact par la première partie du raisonnement.
Si V est un second ouvert affine dans X, UnV est donc une partie compacte de l'espace
séparé Xe0118, étant intersection de deux parties compactes de cet espace ; comme la
topologie induite par ^cons sur UnV est celle de (UnV)00118 (1.9.14, (vi)) et que
l'application identique (UnVy^—^UnV est continue, on en conclut que UnV est
quasi-compact pour la topologie induite par y ; X est par suite quasi-séparé en vertu
de (1.2.7) .

(iii) est un corollaire immédiat de (i) et (ii).
(iv) Pour tout A:eX, un voisinage ouvert affine U de x pour 3' est aussi un voisinage

de x pour '̂cons et il est compact en vertu de (iii) et de (i .9.14, (vi)), la topologie induite
sur U par '̂con8 étant identique à celle de U"0118.

(v) Supposons/quasi-compact; alors on sait déjà (1.9.14, (iv)) que/00"8 est une
application fermée. Soit d'autre part y un point de Y, et posons

Z-y-^^XXySpec^));

Z est quasi-compact (1.1.2, (iii)) et comme le morphisme canonique p : Z->X est
injectif, il résulte de (i) et de ce que l'application ^cons est continue, que la topologie
induite sur /-10Q par celle de X00118 fait de / ^ { y ) un espace quasi-compact. Cela
prouve que /con8 est une application propre (Bourbaki, Top. gén., chap. Ier, 3e éd.,
§ 10, n° 2, th. i). Inversement, supposons que l'application continue/00118 soit propre,
et soit V un ouvert quasi-compact de Y; si h : V-^Y est l'injection canonique,
^coiis ; V00118->Y00118 est continue et injective et V00118 est quasi-compact par (i), donc la
topologie induite sur V par celle de Y00118 fait de V un espace quasi-compact. L'hypo-
thèse que /con8 est propre entraîne alors que la topologie induite sur /^(V) par celle
de X00118 fait de /"^V) un espace quasi-compact {loc. cit., prop. 6), donc /"^V)
est aussi un sous-espace quasi-compact de X, ce qui montre que le morphisme / est
quasi-compact.

(1.9.16) Nous montrerons plus tard comment on peut, pour tout préschéma X,
munir l'espace X00118 d'un faisceau d'anneaux qui en fait un préschéma dont les anneaux
locaux sont tous des corps, identiques aux corps résiduels aux points de X. De tels
préschémas s'introduisent par exemple de façon naturelle dans la traduction, en langage
des schémas, des constructions de Néron [32] dans sa théorie de la réduction des variétés
abéliennes.
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i . io. Application aux morphismes ouverts.

Théorème (i. 10. i ). — Soient X un préschéma, E une partie ind-constructible de X ( i . 9.4),
x un point de X. Pour que x soit intérieur à E, il faut et il suffit que toute générisation (O^, 2 . 1 . 2 ) x '
de x appartienne à E, autrement dit (I, 2 .4 .2) que l'on ait Spec(^ J CE.

La condition est évidemment nécessaire, tout voisinage de x contenant les géné-
risations de x. Pour voir qu'elle est suffisante, on peut évidemment se borner au cas
où X=Spec(A) est affine, x étant un idéal premier p de A. On sait alors (1.9.5, (ix))
qu'il existe un schéma affine X /==Spec(A /) et un morphisme /:X'-^X tels que
/(X'^X—E. Posons Y=Spec(^x,J et Y '^X'XxY; l'hypothèse signifie (en vertu
de (^S- 6 ^)) que l'on a ^==0, autrement dit A'®^Ay==o. Comme Ap=l imA^,
où ^parcourt A — p (Oj, 1.4.5), on a l imA^=o, le foncteur lim commutant au produit
tensoriel. Par suite (1.9.1) , il existe un teA—p tel que A;=o, et D(^) est alors un
voisinage ouvert de x dans X contenu dans E.

Corollaire (1.10.2). — Soient f : X-^Y un morphisme localement de présentation finie,
et soit yeY. Pour que y soit intérieur a/(X) il faut et il suffit que toute générisation f dey appar-
tienne à /(X).

On sait en effet (1.9.5, (viii)) que/(X) est ind-constructible dans Y et il suffit
d'appliquer (1.10.1) .

Nous dirons qu'une application continue / :X—Y est ouverte en un point xç=X
si l'image par/de tout voisinage de x dans X est un voisinage def(x) dans Y.

Proposition (1.10.3). — Soient f: X—Y un morphisme, x un point de X, y=f{x).
Considérons les conditions suivantes :

a) / est ouvert au point x.
b) Pour toute générisation y ' de y, il existe une générisation x ' de x telle que f{x') =_/.
b') L'image par f de Spec(^x,J est Spec^y^)-
c) Pour toute partie fermée irréductible Y' de Y contenant y, il existe une composante

irréductible de X'=/~1(Y') contenant x et dominant Y'.
Alors on a les implications a) ̂ ^ob^oc). Si en outre f est localement de présentation

finie, les quatre conditions sont équivalentes.
Par définition d'une générisation, l'image par/de Spec(^x,J est toujours contenue

dans Spec(^y,yL donc b) et b1 ) sont équivalentes. Il est immédiat que c ) entraîne b ) ,
car si y est une générisation dey, Y' =={y1} est une partie irréductible de Y contenante;
si x ' est le point générique d'une composante irréductible de /"^Y') qui contient x
et domine Y', on a f{x') ==_/ (O^, 2. i .5) et x1 est une générisation de x. Inversement,
b ) entraîne c ) : en effet, soit y le point générique de Y' et soit x ' une générisation de x
telle que f [ x ' ) =yt ; soit Z' une composante irréductible de f~l(Yf) contenant x ' (donc x) ;
comme f[x') est déjà dense dans Y', il en est ainsi a fortiori de/(Z').

Pour voir que a) entraîne b ' ) , on peut évidemment se borner au cas où X = Spec(B)
et Y==Spec(A) sont affines, vêtant un idéal premier q de B, de sorte que (P^^==B^==lim^,
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où^parcourt B—q. On a, par suite (1 .9 .2) , /(Spec^xJ) = ̂ /(Spec(B^)) = n/(D^)),
et par hypothèse, pour tout teB—q, y est intérieur ày(D(^)), doncy(D(^)) contient
Spec(^Y,i/) \ d'où Spec(^y,!/) çA^P^^x,^))? ce q111 établit notre assertion. Enfin, lorsque/
est localement de présentation finie, b) implique a ) en vertu de (1.10.2) appliqué à
la restriction U->Y de y à un voisinage ouvert arbitraire U de x.

Corollaire (i. 10.4). — Soit f : X^Y un morphisme. Considérons les conditions suivantes :
a) f est ouvert.
b) Pour tout ^eX et toute générisation y' de y=^f(x\ il existe une générisation x' de x

telle que fÇx') ̂ -y'.
b') Pour tout ^eX, l'image par f de Spec(^x,J est Spec(^yj^).
c) Pour toute partie fermée irréductible Y' de Y, toute composante irréductible de f~l(yf)

domine Y\
Alors on a les implications a) ̂ ^ob^oc). Si en outre f est localement de présentation

finie, les quatre conditions sont équivalentes.
Dire que/est ouvert signifie que y est ouvert en tout point ;veX, donc les impli-

cations a ) ^ > b ) o b ' ) résultent des implications analogues dans (1.10.3), ainsi que
l'implication b) => a) lorsque f est localement de présentation finie. L'implication c ) => b)
résulte aussi de l'implication analogue dans (1.10.3); prouvons enfin que b ) entraîne c ) .
En effet, soit x ' le point générique d'une composante irréductible de /"^(Y'), et montrons
que y ' =f{x/) est le point générique de Y'. Soitj/' une générisation de y; il existe par
hypothèse une générisation x " de x ' telle que f{x") =y\ et comme xffef~l(Yf), on a
nécessairement x " = x ' , donc y " ==Y, ce qui achève la démonstration.

(A suivre.)
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