
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES DE L’I.H.É.S.

ALEXANDER GROTHENDIECK

Éléments de géométrie algébrique (rédigés avec la collaboration
de Jean Dieudonné) : III. Étude cohomologique des
faisceaux cohérents, Seconde partie

Publications mathématiques de l’I.H.É.S., tome 17 (1963), p. 5-91.

<http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1963__17__5_0>

© Publications mathématiques de l’I.H.É.S., 1963, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Publications mathématiques de l’I.H.É.S. » (http://www.
ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html), implique l’accord avec les conditions générales
d’utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commerciale ou impression
systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1963__17__5_0
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


I N S T I T U T
D E S H A U T E S É T U D E S

S C I E N T I F I Q U E S

ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

par A. GROTHENDIECK

Rédigés avec la collaboration de J. DIEUDONNÉ

III

ÉTUDE COHOMOLOGIQUE
DES FAISCEAUX COHÉRENTS

(Seconde Partie}

1963

PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES, N° 17
LE BOIS-MARIE — BURES.SUR-YVETTE (S.-et-O.)



DÉPÔT LÉGAL
i^ édition . . . . . . 4® trimestre 1963

TOUS DROITS
réservés pour tous pays

© 1963, Institut des Hautes Études Scientifiques



CHAPITRE III (suite)

ÉTUDE COHOMOLOGIQUE
DES FAISCEAUX COHÉRENTS

§ 6. FONCTEURS « TOR » LOCAUX ET GLOBAUX; FORMULE DE
KÙNNETH

6. i • Introduction»

(6.1.1) Soient f: X~>Y un morphisme de préschémas, ^ un ^"Module quasi-
cohérent. Dans l'étude des « images directes supérieures » Ry^), on est amené à
considérer le problème général suivant : étant donné un morphisme « changement de
base» ^:Y'-^Y, on pose X^X^^XXyY', ^==^0^0^, f=f^ : X'-^Y', et
l'on se propose d'avoir des renseignements sur les images directes supérieures Ry^J^')
(en supposant connus les R^ (^)). On voit aisément (cf. par exemple (7 .7 .2)) que
l'on est ramené à étudier les variations de R^ (^^^ ^) pour un Q^-Module quasi-
cohérent variable ^, autrement dit le foncteur ^^R^^^ (&). Si ^ est plat sur Y,
le foncteur ^->^®^ ^ est exact (Oj ,6.7.4) et par suite le foncteur composé
^-^R'/(^'®0 ^) est encore un foncteur cohomologique. Mais il n'en est plus de même
dans le cas général; pour pouvoir appliquer les méthodes cohomologiques, on est
conduit à substituer à ^-^R^ (J^"®^ ^) d'autres foncteurs, qui cette fois sont toujours
des foncteurs cohomologiques. Ces foncteurs, qui généralisent les foncteurs « Tor » de
la théorie des modules, sont définis aux n08 6.3 à 6.7; il y a d'ailleurs deux
telles généralisations, l'une « locale » et l'autre « globale », reliées par des suites spec-
trales qui seront discutées au n° 6.7; comme application de ces suites spectrales, on
obtient en particulier, sous certaines conditions, une « formule de Kûnneth » exprimant
^(/i ></2U^i®Y^2) à raide des images directes supérieures Ry^(^i) et R^^g).
D'autres suites spectrales (6.8) généralisent les suites spectrales d'associativité du
foncteur « Tor » de modules ; enfin, le problème du changement de base conduit lui aussi
à des suites spectrales (6.9).

(6.1.2) En outre, on constate (6.10) que les foncteurs cohomologiques ^-^e^(^)
ainsi définis sont localement (sur Y) du type ^->J^(JS^®Y^)î °ù ^. est un complexe
de ^y-Modules localement libres (défini à une homotopie près) et J^ l'homologie. Il y a alors
intérêt à oublier la situation particulière qui a donné naissance à J^, et à étudier de
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6 A . G R O T H E N D I E C K Chap. III

façon générale les foncteurs de la forme précédente ^^^(oSf^y^) (°ù ^on fait en
outre le cas échéant des hypothèses de finitude appropriées sur les ̂  ou les ^(oS?)) : c'est
ce qui est l'objet du § 7, dont la lecture, pour l'essentiel, est indépendante du § 6. Les
propriétés les plus importantes de ces foncteurs concernent les propriétés d'exactitude
d'une composante ̂  de e^; on donnera divers critères permettant d'établir de telles
propriétés; comme application, on obtiendra des conditions permettant d'affirmer
(avec les notations de (6.1.1)) que le foncteur ^^Ry^^'®^ ^) est exact (ce qu'on
exprimera en disant que y est cohomologiquement plat sur Y en dimension n). Une autre
propriété importante pour les composantes ^ de ^(^)=^(^®Y^) est ^e
propriété de semi-continuité de la fonction y->dim^(T^k(jy))) ; lorsque ^ est exact,
cette propriété est remplacée par une propriété de continuité, la réciproque étant d'ailleurs
vraie d'après Grauert lorsque Y est réduit (7.8.4).

(6.1.3) Dans les §§ 6 et 7, nous avons systématiquement fait usage de Y hyper-
cohomologie, en prenant partout comme arguments des complexes de faisceaux au lieu de
faisceaux, bien que la nécessité de ce point de vue n'apparaîtra que dans des chapitres
ultérieurs. Le formalisme cohomologique développé à cette occasion deviendra d'ailleurs
plus transparent dans le chapitre de ce Traité qui sera consacré à la mise au point d'une
algèbre des foncteurs cohomologiques de faisceaux cohérents, incluant le formalisme
de la dualité. Mais cela demandera des développements qui sortent du cadre du présent
chapitre.

(6.1.4) Pour abréger, étant donnés deux complexes K*, K" dans une catégorie
abélienne C, nous dirons qu'un morphisme de complexes /: K/->K" est un homo-
topisme s'il existe un morphisme g : K" ->K/ tel que les morphismes composés fog
et gof soient tous deux homotopes à l'identité (par abus de langage, lorsqu'il existe un tel
homotopisme, on dira aussi que K' et K/" sont homotopes). Lorsqu'on peut définir Y hyper-
cohomologie d'un foncteur covariant additif T de C dans une catégorie abélienne C',
par rapport à un complexe de C (0, 11.4.3), il est immédiat qu'un homotopisme
K" -^K/' de complexes de C définit canoniquement un isomorphisme R*T(K') ->R"T(K")
pour l'hypercohomologie (loc. cit.).

6.2. Hypercohomologie des complexes de modules sur un préschéma.

(6.2.1) Soient X un préschéma, ^=(^)^z un complexe de fi^-Modules
dont l'opérateur de dérivation est de degré + i. Rappelons que pour tout morphisme
/ : X—^Y de préschémas, on a défini (0,12.4.1) les 0^-Modules d'hypercohomo-
logie ^(/.jT) (aussi notés ^(JT) ou IT/J^)) pour tout neZ-, l'hypercohomologie
^e'(/,Jf") est l'aboutissement des deux foncteurs spectraux '<;?(/, Jf") et " ë{f, Jf"),
dont les termes ê^ sont donnés par

(6.2.1.1) 1§^= jf^jrv, jr) )
(6.2.1.2) "ë^ ==^v, ̂  (^r)) = R^ (̂  (JT))
138



§ 6 ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS 7

où ^(/, Jf") est le complexe dont le composant de degré i est ^(/, JT') ==Ry (jf1)
(loc. cit.). Rappelons aussi que lorsque Y est réduit à un point, on note Phypercohomo-
logie correspondante H'(X,jf) (qui est formée de modules sur F(X, 0^) indépendants du
préschéma ponctuel Y considéré) ; lorsque Y = X et f= i^, on a ^{f, Jf) = ̂ n (Jf)
(cohomologie du complexe jf); lorsque ^=o, sauf pour i=io, on a

^(y, JT-) ̂ R^-v^jr0).

La suite spectrale '<?(/, JT") est toujours régulière; les deux suites spectrales sont
birégulières lorsque K* est limité inférieurement (0, 12.4.1).

Tout homotopisme h : jf"->jT" de complexes de 0^-Modules (6.1.4) donne un
isomorphisme 9€\f, jf) ̂  3€{f, JT") pour Phypercohomologie. Il en est de même
lorsqu'on suppose seulement que JT(A) : ̂ '(jT) -^^•(jr-) est un isomorphisme et
que jf" et jf sont fam^y inférieurement, comme il résulte aussitôt de (0, 11.1.5) appliqué
à la suite spectrale (6 .2 .1 .2) et à l'analogue pour jf". Enfin, pour tout recouvrement
ouvert U=(UJ de X, on a aussi défini (0, 12.4.5) Phypercohomologie H'(U, jf")
comme la cohomologie du bicomplexe C"(U, JT") (dont le composant d'indices (î, j)
est par définition C^U, e^Q); les H^U, JT) sont encore des modules sur F(X, ^)-

Proposition (6.2.2). — Soient X un schéma, U=(UJ MTZ recouvrement de Vi par des
ouverts affines. Pour tout complexe Jf de 0^ Modules quasi-cohérents, les modules d'hyper cohomo-
logie H'(X, jT') et H*(U, jf") sont canoniquement isomorphes.

En effet, toute intersection finie V d'ouverts du recouvrement U est affine (I, 5.5.6),
donc H^V, JT') =o pour tout i et tout q>o (i .3. i) ; la proposition est donc un cas
particulier de (0, 12.4.7).

Proposition (6.2.3). — Soit f : X—^Y un morphisme quasi-compact et séparé de pré-
schémas. Pour tout complexe Jf" de G^-Modules quasi-cohérents, les 0^-Modules ^{f, ̂ ") sont
quasi-cohérents.

Comme les J^(/, jT) =R^(.T,) sont des ^-Modules quasi-cohérents (i .4. lo),
il en est de même de ' ë^, qui, d'après (6.2.1.1) , est quotient d'un noyau d'homomor-
phisme de Modules quasi-cohérents par une image d'un tel homomorphisme (I, 4.1.1).
Pour la même raison, tous les ^-Modules ' ë ^ , B^<?^), Z^('^) de la première suite
spectrale sont quasi-cohérents. La régularité de la suite spectrale '<^(/,Jf") entraîne
que Z^('^) est égal à un des Z^('^), donc est quasi-cohérent, et il en est de même de
fioo ( / ̂ ) = Hm B^(' ê^} (0, 11.2.4 et I, 4 .1 .1) ; les ' ê^ sont donc aussi quasi-cohérents.

k

La suite spectrale précédente étant régulière, la filtration des F^C^/, jf)) est discrète
et exhaustive; autrement dit, le ^y- Module ^(f, JT") est réunion d'une suite crois-
sante (^)^o de C^-Modules telle que ^0=0 et que chaque ^/^-i soit égal à un
des ^-Modules '^, donc soit quasi-cohérent. Par récurrence sur k, on en déduit que
les ^ sont quasi-cohérents (1.4.17), et comme ^(y, jr')=lim ̂ , la proposition
est démontrée (I, 4 .1.1) .

139



8 A . G R O T H E N D I E C K Qhap. III

Corollaire (6.2.4). — Sous les hypothèses de (6.2.3)3 pour tout ouvert affine V de Y,
F homomorphisme canonique

(6.2.4.1) irv-^v), JT) ->r(v,xv,jr-))

^ bijectif pour tout neZ..
La démonstration est la même que celle de (1.4.11), en utilisant (6.2.2), rem-

plaçant ^-par jT-, jT- par ^(^•(U,jr-)), jr(jT) par 2€\f, JT), et notant que ce
dernier est un fiy'Module quasi-cohérent par (6.2.3).

Proposition (6.2.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /:X->Y un
morphisme propre, Jf un complexe de Q^-Modules tel que les Q^-Modules jF^jf) soient cohérents.
Alors les ^-Modules ^{f, jf) sont cohérents.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas où Y est noethérien et
affine, et il s'agit donc, en vertu de (6.2.4), de prouver que les ÏT(X, jT) sont des
F(Y, ^-modules de type fini. On a alors H-(X, jT) =H-(U, jT) (6.2.2), où l'on peut
supposer que U est fini, puisque X est quasi-compact. Les cochaînes de chaque
complexe C'(U, jP) étant alternées par définition, il y a un entier r>o tel que
C'(U,jP)=o pour i<o et i>r; on en conclut (0, n .3.3) que les deux suites spectrales
du bicomplexe C*(U, Jf") sont birégulières. Comme les intersections des ensembles de U
sont des ouverts affines (I, 5.5.6), chaque foncteur ^'^C\U, ̂ ) est exact dans la
catégorie des ^x^odules quasi-cohérents; donc H^C^U, jf")) == C\U, JT^JT')), et les
termes Eg de la seconde suite spectrale de G* (U, e^") sont donnés (0, 11.3.2) par

"E^H^C^U, ̂ (Jr))) =H^(U, ^(JT-)) =H^(X, ^(jT-))

en vertu de (i .4. i) ; puisque/est propre, ce sont des F (Y, Oy) -modules de type fini (3.2.1) .
La suite spectrale "î.(C\U, ̂ •)) étant birégulière, on en déduit bien que les IT(X, Jf)
sont des F (Y, ffy)-modules de type fini (0, n. i .8) .

A fortiori, si jf" est un complexe de (P^-Modules cohérents, les ^y-Modules ^n(/, jf")
sont cohérents sous les hypothèses de (6.2.5) relatives à Y et/ (Oj, 5.3.4).

(6.2.6) L'hypercohomologie 9€\f, ̂ f") est un foncteur cohomologique dans la
catégorie des complexes de ^"Modules /zW^j inférieurement (0, 12.4.4). C'est un foncteur
cohomologique dans la catégorie de tous les complexes de ^-Modules lorsque le mor-
phisme / est quasi-compact et l'espace sous-jacent à X localement noethérien : en effet, il
résulte alors de (G, II, 3.10.1) que/^ permute aux limites inductives (la question étant
locale sur Y), et Pon peut appliquer (0, 11.5.2).

Enfin, si/est séparé, ^'{f, Jf") est un foncteur cohomologique dans la catégorie
des complexes de (P^-Modules quasi-cohérents. C'est immédiat lorsque Y est affine, car
alors X est un schéma, donc, en vertu de Pisomorphisme canonique (6.2.2) , on est ramené
à voir que Jf' -> H" (U, JT") est un foncteur cohomologique dans la catégorie des complexes
de éx-^dules quasi-cohérents, ce qui est immédiat puisque le foncteur jr'->C'(U, jf")
est exact dans cette catégorie (I, 1.3.7). Dans le cas général, pour tout ouvert affine V
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§ 6 ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS

de Y, f~l(y) est un schéma, et pour appliquer ce qui précède, il suffit de vérifier que
pour une suite exacte o ->Jf" -»-JT* -»-Jf"* ->o de complexes de (P^-M.odules quasi-
cohérents, l'homomorphisme 8 : <?e"(/, jf'") [V-^€"+1(/, Jf") |V ne dépend pas du
recouvrement ouvert affine tt dey-l(V) utilisé pour le définir. Mais cela résulte de ce
que, si lt' est un recouvrement ouvert affine plus fin que tt, le diagramme

H'(U, JT) s-^

H-cy-^v),^')
^

H-(U', Jf)

d'isomorphismes canoniques est commutatif, ainsi que le diagramme

ip^jr") -^ ïr^u.jr-)

H^IT, jr") ïr4-1^',^-)

Lorsque l'une des conditions précédentes est remplie et que jf —>^'9 est un
homotopisme (6. i .4)5 Pisomorphisme correspondant ^(f, ̂ ) ̂  ̂ [fi ^r19) est alors
un isomorphisme de ê-foncteurs (0, 11.4.4).

(6.2.7) Tout ce qui précède s'applique naturellement sans changement (sinon
de notations) à un complexe Jf. de (P^'M.oduÏ.es quasi-cohérents dont l'opérateur de
dérivation est de degré — i ; il suffit de considérer le complexe Jf" == (Jf) où jf^ == JT .̂
pour tout zeZ.

6.3» Hypertor de deux complexes de modules.

(6.3.1) Soient A un anneau commutatif, P., Q^. deux complexes de A-modules
dont les opérateurs de dérivation sont de degré — i ; soit L.. (resp. M..) une résolution
projective de Cartan-Eilenberg de P. (resp. Q.) (0, n.6. i) ; L..®^M.. est alors (pour
la somme des premiers degrés et la somme des seconds degrés) un bicomplexe (à opéra-
teurs de dérivation de degré —i) , dont l'homologie H.(L..®^M..) ne dépend pas
des résolutions de Cartan-Eilenberg L.., M.. choisies, et est par définition l'hyperhomo-
logie du bifoncteur P.®^Q^ en P. et Q. (0, 11.6.5). Nous poserons par définition

(6.3.1.1) Tor^QJ^HJLAM,)
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io A . G R O T H E N D I E G K Chap. III

et nous dirons que cet A-module est Yhypertor d'indice n des deux complexes P., Q^.
On sait que dans la catégorie des complexes de A-modules limités intérieurement, les
Tor^(P., Q^) forment un bifoncteur homologique en P., Q^ (0, 11.6.5). En outre :

Proposition (6.3.2). — Le bifoncteur Tor^(P,, Q^) .est F aboutissement commun de deux
bifoncteurs spectraux 'E(P,, Q,.)) "E(P., Q.), dont les termes Eg sont

(6.3.2.1) 'E^H^Tor^P.Q,))
(6.3.2.2) ^^^©^Tor^H^P),^^.))

où, dans ( 6 .3 .2 .1 )3 Tor^(P., QJ désigne le bicomplexe formé des A-modules Tor^P,, Q.).
Za jm^ spectrale (6.3.2.2) est toujours régulière ; si P. et Q. jo^ limités inférieur ement, ou si A
^ de dimension cohomologique finie, les deux suites spectrales (6 .3 .2 .1 ) et (6.3.2.2) sont
birégulières.

Cela résulte de (0311.6.5), car lorsque A est de dimension cohomologique
finie n, tout A-module admet une résolution projective de longueur n (M, VI, 2.1).

Corollaire (6.3.3). — Soient P^, Q'. deux complexes de A-modules, M:P.->P^,
v : Q^—^O,'. deux homomorphismes de complexes. Si les homomorphismes îî.(u) : H, (P.) -> H.(P^),
H. (y) : H,(Q^) -> H.(QJJ déduits respectivement de u et v sont bijectifs, alors V homomorphisme
Tor^P., Q.) -> Tor^P:, ÇV.) déduit de u et v est bijectif.

En effet, rhomomorphisme de suites spectrales '^(P., Q.) -> "EÇP^, QJJ déduit
de u et y est alors un isomorphisme pour les termes Eg et la conclusion résulte de ce que
ces suites sont régulières en vertu de (6.3.2) (0, 11.1.5).

Proposition (6.3.4). — Soient P., Q. deux complexes de A-modules, limités intérieurement.
Soit L.. (resp. M.,) un bicomplexe formé de A-modules plats, tel que pour tout i, L^. (resp. M .̂ .)
soit une résolution de P^ (resp. Q^). On a alors des isomorphismes canoniques.

(6.3.4.1) Tor^P, Q.) ̂  H(L.O^Q,) ̂  H(PO^M..) ̂  H(L.®^MJ

Cela résulte de (0, 11.6.5, (ii) et (iii)) et de la définition des A-modules plats.
Remarques (6.3.5). — (i) Avec les notations de (6.3.1), les bicomplexes L..®^M..

et M..®^L.. sont canoniquement isomorphes, d'où un isomorphisme canonique
Tor^P.QJ^Tor^Q,,?.).

(ii) Si F et G sont deux A-modules, P. et Q^ les complexes de A-modules réduits
à F et G respectivement en degré o et nuls dans les autres degrés, alors deux résolutions
projectives L., M. de F et G respectivement peuvent être considérées comme des réso-
lutions de Cartan-Eilenberg de P. et Q. en les complétant par des zéros. On a par suite
dans ce cas Tor.^P., Q.) ^^Tor.^F, G).

Proposition (6.3.6). — Soient (P^), (Q .̂) deux systèmes inductif s filtrants de complexes
de A-modules ; on a un isomorphisme canonique

(6.3.6.1) lim Tor^P.̂ , Q:) ̂  Tor^lim P^, lim Çy.)
À,{JI. À {Jl

Posons P.=lmiP^, Q.=limQ^; par fbnctorialité, il est clair que les Tor^P^ Ç^)
forment un système inductif et que les applications Tor^P^, Q .̂) -^Tor^P., Q.) déduites
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§ 6 ÉTUDE GOHOMOLOGIQUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS n

des applications canoniques P^—P., Q^->Q,, forment un système inductif d'homo-
morphismes, d'où un homomorphisme canonique (6.3.6.1), et plus généralement un
homomorphisme canonique Hm '^(P^ Q^) -> '^(P., QJ dont (6.3.6.1) est l'homo-
morphisme des aboutissements. En outre, la suite spectrale "EÇP.,^,) est régulière
(6.3.2), et il en est de même de la suite spectrale lim '^(P^, Q^), comme il résulte des
définitions (0, n . i .7 ) et de la démonstration de (0, 11.3.3); pour démontrer que
(6.3.6.1) est bijectif, il suffit donc (0, 11.1.5) de prouver que l'homomorphisme
(6.3.6.2) lim "E(P^ Q^) -> "E(P., QJ

est bijectif pour les termes E2. Comme le foncteur H. commute à la limite inductive des
complexes de modules, on est finalement ramené à prouver que pour deux systèmes
inductifs filtrants (F^, (G^) de A-modules, l'homomorphisme canonique

lim (Tor^(F\ G^)) -> Tor^lim F\ lim G^)
^,^ À [A

est bijectif. Pour cela, considérons pour chaque F^ la résolution libre canonique
J ^ ' —^J^ —^T^--^ ^ T À . T ^ . ^-L.. . . . . ->-L^ +i->^ -> . . . ->.L^—^.LQ-^O

où L^ est le A-module des combinaisons linéaires formelles d'éléments de F^" et L ^ . .
le A-module des combinaisons linéaires formelles d'éléments de Ker (L^L^) ; on
vérifie immédiatement que les I/ forment un système inductif de complexes, et si l'on pose
F=hm F\ L,=lim L^, les L, forment une résolution L. de F, le foncteur lim étant exact;

À ~^ —>

en outre, les L,., limites inductives de A-modules libres, sont plats (Oj, 6. i .2). On considère
de même pour chaque |JL la résolution libre canonique M^ de G^, et M. == lim M^ est une
résolution plate de G = lim G^. On a alors Tor^ (lim F\ lim G11) == H. (L. ®^ M.) en vertu
de (6.3.5) et (6.3.4) ; mais H. (L. ®^ M.) == lim H. (L^ ®^ M^) puisque H commute aux

^
limites inductives de complexes de modules; comme H.(L^®^M^) =Tor^(FÀ, G^), cela
termine la démonstration.

Lorsqu'on suppose qu'il existe ^ tel que P^ == Q^ = o pour z<^ quels que soient À
et [x, on démontre de la même manière que l'homomorphisme canonique

(6.3.6.3) lim 'EÇP^, Q^) -^ 'E(P., QJ
est bijectif,

Proposition (6.3.7). — Supposons P. et Q. limités inférieurement. Si le complexe P. est
formé de A-modules plats, on a un A-isomorphisme canonique de S-foncteurs en Q.

(6-3.7.i) Tor^(P,Q,)^H(P(x^Q,) .

En effet, la suite spectrale (6.3.2.1) est birégulière et dégénérée, et l'existence de
Fisomorphisme (6.3.7.1) résulte de (0, n . i .6) . En outre, en calculant l'hypertor à
partir d'une résolution projective de Cartan-Eilenberg de P. (6.3.4), on voit aussitôt
que l'isomorphisme ainsi défini est un isomorphisme de ^-foncteurs en Q..
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12 A . G R O T H E N D I E G K Chap. III

(6.3.8) Soit p : A->A' un homomorphisme d'anneaux. Nous nous proposons
de définir un A-homomorphisme fonctoriel de degré o canoniquement associé à p :
(6.3.8.1) pp.̂  : Tor^P, Q,) -> Torf(P®^A', Q^A').

Pour cela, considérons une résolution de Gartan-Eilenberg projective L.. de P.;
considérons d'autre part une résolution de Gartan-Eilenberg projective L^. de P.®^A/.
Nous allons voir qu'on peut définir un A'-homomorphisme de complexes L^O^A'-^L^.,
déterminé à homotopie près. En effet, la construction de L., est entièrement déterminée
lorsqu'on se donne (arbitrairement) pour chaque î, une résolution projective (X?-)->o
de B,(PJ et une résolution projective (X^.)^o de H, (P.), qui sont respectivement égales
à BJ(L..) et H|(L..)); on en déduit successivement Z^L..) =Hj(L..)®Bj(L..), puis
L,.=Zj(L..)©B|_i(L..). Cela étant, X?.®^A' n'est plus en général une résolution
de P^^A'3 mais est encore un complexe formé de A'-modules projectifs, et il y a donc
un A'-homomorphisme X^.^A" -> Bï(L^) compatible avec les augmentations, et
déterminé à homotopie près (M, V, 1.1). On a de même un A'-homomorphisme
X^.OO^A' ->- H^(L^) déterminé à homotopie près, d'où l'on déduit, par la construction
rappelée plus haut, un A'-homomorphisme L^O^A'—^L^. pour tout i\ ces homo-
morphismes (pour ieZ) sont compatibles avec les opérateurs de dérivation L^ ,->L^_^,
et les analogues pour L^., en vertu de la même construction, et ils constituent donc
le A'-homomorphisme L.^^A'-^L^ cherché.

Pour définir (6.3.8.1), il suffit alors de considérer de même une résolution de
Cartan-Eilenberg projective M.. (resp. M^.) de Q^. (resp. Q^OO^A'), et un A'-homo-
morphisme M,,OO^A'->-M^. On déduit de ces homomorphismes un A'-homomor-
phisme (L..®^A')®^ (M^^A') -> L^®^M^, puis par composition un A-homomor-
phisme de bicomplexes L..®^M.. -> L^®^M^, et en passant à l'homologie on obtient
(6.3.8.1), qui est bien défini puisqu'il provient d'un morphisme de complexes défini
à homotopie près.

Si p' : A'-^A" est un second homomorphisme d'anneaux, et p" : A-^A" l'homo-
morphisme composé p'op, il est clair que pp^Q. == PP:,Q.°PP.,Q. ? ûù

P:=P.(^A', ^^Q.®^*'.

Notons encore que le morphisme de bicomplexes L..®^M.. -> L^®^M.'. considéré
ci-dessus définit des morphismes fonctoriels (en P. et Q^.) de suites spectrales

^(P, Q.) -> ^(P®^', Q,O^A') et '^(P, Q.) -^ '^(POO^A', Q.®^A'),

indépendants des résolutions de Cartan-Eilenberg considérées, et ayant aussi la propriété
de transitivité précédente.

Proposition (6.3.9). — Soit p : A->A' un homomorphisme Panneaux tel que A' soit
un ^-module plat. On a alors des isomorphismes canoniques fonctoriels

(6.3.9.1) Torf(P.(x^A', Q^A') ̂  Torf(P, Q.)(x^A'

,g \ ^(P^A'.Q.^A7)^ ^(P.QJo^A'
'3 '9*2 < ^(P.OOAA', Q.^AA') ̂  "E(P, Q.)®^'.
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En effet, vu l'exactitude du foncteur M®^A' en M, L.^A' et M..(x)^A/ sont
alors des résolutions projectives de Gartan-Eilenberg de P.®^A7 et Q.(g)^A' respec-
tivement, d'où la conclusion.

(6.3.10) Soit p : A->A' un homomorphisme d'anneaux; pour tout complexe P.
de A'-modules, P^ est un complexe de A-modules; en outre, l'application identique
P^P]-^P. peut être considérée comme composée des applications canoniques

P^-P^A^P:,

où [L est le A'-homomorphisme ^(x®af)=afx. Si Q^ est un second complexe de A'-
modules, on a donc des homomorphismes canoniques fonctoriels de degré o
(6.3.10. i) Tor^P:^, Q^) -> Tor^P^A7, Q^AQ -> Tor^(P:, Q:)

où la première flèche est le A-homomorphisme défini dans (6.3.8) et la seconde se
déduit des A'-homomorphismes P^^A'-^ et Q^p^A^-^Q^ P^ fonctorialité.
On a des homomorphismes analogues pour les suites spectrales de (6.3.2), et des pro-
priétés évidentes de transitivité, que nous laissons au lecteur le soin d'énoncer.

Proposition (6 .3 .11) . — Soit p : A-^A' un homomorphisme d'anneaux faisant de A'
un ^.-module plat. Pour tout complexe P^ de A''-modules et tout complexe Q^ de K-modules limités
inférieurement y on a un isomorphisme canonique fonctoriel

(6-3. n. i) (̂P:̂  QJ ^Torf(P:, Q^A7).

En effet, si M.. est une résolution projective de Cartan-Eilenberg de Q,, M..®^A'
est une résolution projective de Gartan-Eilenberg de Q^^A', et l'on a, à un isomor-
phisme canonique près, P^^^.^P^A^^.^A^)^ la conclusion résulte de (6.3.4).

Remarque (6.3.12). — Soit (A^) un système inductif filtrant d'anneaux, et soient
(P^), (Q^) deux systèmes inductifs de complexes de (A7')-modules; on a alors un isomor-
phisme canonique généralisant (6.3.6.1)

(6.3. i2.i) Hm Tor^(P.\ Q^) ̂  Tor^P, Q,)

où A=limA\ P.==limP^, Q^==limQ^. Une fois définis les homomorphismes

Tor^,^) ->Torf(P^,Q^)

pour À^pi, à l'aide de (6.3.10), la démonstration est celle de (6.3.6).
Proposition (6.3.13). — Soient S une partie multiplicative de A, P, et Q. deux complexes

de A-modules^ dans lesquels les homothéties définies par les éléments de S soient bijectives, de sorte
que, si A^S^A, P. et Q^. sont formés de A''-modules. Alors on a un isomorphisme canonique
To^(P,QJ^Torf(P,Q,).

En effet, l'hypothèse entraîne que les homomorphismes canoniques P.—^P^^A',
Q.-^Q,.®^' sont bijectifs. D'autre part, la fonctorialité de l'hypertor montre que tout
seS définit une homothétie bijective dans Tor^(P., QJ, et par suite

Tor^P.Q,) ^Tor^P.QJ^A'
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est aussi un homomorphisme bijectif. Comme A' est un A-module plat, la conclusion
résulte de (6.3.9), et on a de même des isomorphismes canoniques pour les suites
spectrales.

6.4. Foncteurs hypertor locaux de complexes de Modules quasi-cohérents :
cas des schémas affines»

(6.4.1) Soient S un schéma affine d'anneau A, X, Y deux S-schémas affines
d'anneaux B, G respectivement, de sorte que B et G sont des algèbres sur A. Tout
complexe .̂ (resp. j2.) de (P^-Modules (resp. ^-Modules) quasi-cohérents est de la
forme P. (resp. QJ, où P. (resp. QJ est un complexe de B-modules (resp. C-modules)
(I, 1.3.7 et 1.3.8). On peut évidemment considérer P. et Q. comme des complexes
de A-modules et former les Tor^(P., QJ ; en outre, en vertu du caractère bifonctoriel
de Tor^P., QJ, les A-algèbres B et C opèrent dans ce A-module, et ces opérations en
font un (B, C)-bimodule, ou, ce qui revient au même, un module sur B®^C ==A(XXgY).
On a donc défini de la sorte un 0^ y-Module quasi-cohérent

( 6 . 4 . 1 . 1 ) ^^(^,^)^(Tor^(P, Q,))-

que l'on appelle Yhypertor local d'indice n des complexes ^ et S et que l'on note aussi
^(^,J2.).

Lemme (6.4.2). — Avec les notations de (6 .4.1)3 supposons que U anneau A soit de la
forme R^A', où A' est un anneau et R une partie multiplicative de A'. Soit S'^Spec (A'),
de sorte que X et Y peuvent être considérés comme des S''-préschémas et que Von a X X g ' Y = X X s Y
(I, 1 . 6 . 2 ^ 3 . 2 . 4 ) . On a alors ^^(^Jgj^^r:^.,^.).

Cela résulte de la formule (6 .4 .1 .1) et de (6.3.13).
(6.4.3) Avec les notations et hypothèses de (6.4.1)3 soient ^'=F un ^-Module

/^-/
quasi-cohérent, ^==G un é^-Module quasi-cohérent; considérant y et ^ comme
des complexes de Modules, on notera ,Tor^{y, ^) ou STor^S^', ^) leur hypertor
d'indice n', il résulte de (6.3.5 (ii)) que l'on a
(6 .4 .3 .1 ) STor^, ^)=(Tor^(F, G))-.

Revenons alors au cas général de deux complexes de Modules quasi-cohérents ̂ .,
J?.. Les formules (6.4.1.1) et (6.4.3.1) montrent, compte tenu de la prop. (6.3.2),
que ^r.8^., j2.) est l'aboutissement de deux suites spectrales '^(^., J?.), " €{8^^ j2J,
dont les termes Eg sont donnés par

(6.4.3.2) '^-^(^(^.^J)
(6-4.3.3) ''^=^®^^(^(^).^(^))

où ^0^(^.3^.) est le bicomplexe de G^^ y-1^0^168 quasi-cohérents J^^,^.).
(6.4.4) Considérons maintenant deux autres schémas affines X^ ==Spec(B(l)),

Y^^Spec^^), où B^ et C^ sont des A-algèbres, et supposons donnés deux
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S-morphismes u : X^-^X, v : Y^—^Y, correspondant à des A-homomorphismes
9 : B-^, ^ : C—C^. Considérons les complexes u{^^ == (^.(^B^)^ de ^xW-^o-
dules, ^(câ.) = (Q^.^c^^)^^ ^e ^(i)-Modules. Les A-homomorphismes canoniques

P.->POO,B^ Q,->Q,®,C(1)

donnent par fonctorialité un A-homomorphisme

Tor^(P., Q,) ^Tor^P.®^, Q,®^) ;

en outre, toujours par fonctorialité, cet homomorphisme est en fait un homomorphisme
de (B®^ G)-modules. D'où l'on conclut que l'on a défini ainsi un [u x g^-morphisme

(6.4.4.1) 6 : ̂ rf^.,^)-^^^^^.),^^.))

et par suite, un homomorphisme de 6^(1) x y '̂Modules

(6.4.4.2) ^ : (^^(W?^.^.))^^^^.),^.))

qui est évidemment un morphisme de bi-ë-foncteurs dans les catégories de Modules quasi-
cohérents limités inférieurement.

L'homomorphisme (6.4.4.2) n'est pas nécessairement bijectif; toutefois :
Lemme (6.4.5). — Avec les notations de (6.4.4)5 supposons que u et v soient des immersions

ouvertes ; alors P homomorphisme (6.4.4.2) est bijectif.
Identifions X^ (resp. Y^) à un ouvert de X (resp. Y) ; X^ (resp. Y^) est alors

réunion d'ouverts de la forme D(/) (resp. D(^)), où /eB (resp. ^eC), et les préschémas
induits D(y(/)) et D(/) (resp. D(^(^)) et D(^)) sont isomorphes. Il suffira de prouver
le lemme lorsque X^ (resp. Y^) est de la forme D(/) (resp. D(^)); en effet, si ce point
est établi, et si l'on revient au cas général, il suffira de prouver que la restriction de 6^ à
chaque ouvert D(/) x ^Q{g) est un isomorphisme ; or, si ^ : D(/) -> X^, ^: D(^) -^ Y^
sont les injections canoniques, la restriction précédente n'est autre que (^ X g^i)*^) 5
mais il est immédiat, en vertu des définitions (6.4.4) et de (Oj, 4.4.8), qu'en la compo-
sant avec l'homomorphisme canonique

(6.4.5.1) (^ X s^rW(^.), ̂ .)) -> ̂ (^W, ^(J?.))

où u'=uou^ et y '==yo^, on obtient l'homomorphisme canonique

(6.4.5.2) (^Xs.r^r8^.,^))^®^^^.),^^.))

et si l'on sait que (6.4.5.1) et (6.4.5.2) sont des isomorphismes, il en résultera qu'il
en est de même de (u^ X s^i)*^)-

Supposons donc que X^—DC/) et Y^D^), de sorte que B^B^ et
C^C^ ^(^.) (resp. ^(^.)) s'identifie alors à (P.)7 (resp. (Q,.)^); d'autre part,
X^XsY^ s'identifie au sous-schéma ouvert D(/®^) de X X gY==Spec(B®AC) (II,
4.3.2.4); il s'agit de prouver que l'homomorphisme

(6.4.5.3) (Tor^P., Q..))^ ̂ Tor^P.)/, (Q.),)
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déduit par fonctorialité des homomorphismes canoniques P.->(PJ., Q,.-^(Q,.) , est
bijectif. Or (O^, i .6. i), on peut écrire (P.)^==lim P.̂ , où les P^ sont tous des complexes
de B-modules identiques à P., l'application P^^P^) pour m^n étant la multipli-
cation par/^^; on a un résultat analogue pour Q, en remplaçant/par^; d'autre part,
il est clair que Phomomorphisme

Tor^P^, Q^) -> Tor^P^, Q^)

correspondant aux homomorphismes P^-^p^) et Q^-^Qj^ est par définition la
multiplication par {fôgY^' La conclusion résulte alors de (Oj, 1.6.1) appliqué au
premier membre de (6.4.5.3) et de (6.3.6).

(6.4.6) Avec les notations de (6.4.4), on définit de même des homomorphismes
canoniques de foncteurs spectraux

g . ( (^ x^rcw, j?j) -> ̂ w, v'w){ 4 ' 1 ) ((^x^rc'^^^.))^'^*^.),^.))
et le raisonnement de (6.4.5) montre que lorsque u et v sont des immersions ouvertes^ les
homomorphismes (6.4.6.1) sont bijectifs : en effet, compte tenu de (6.3.6.2) et (6.3.6.3)3
il prouve que c'est un isomorphisme pour les termes E2, et (6.4.5) montre que c'est un
isomorphisme pour les aboutissements; on conclut donc à l'aide de (0, 11.1.2) et
(0, n.2.4).

6.5. Foncteurs hypertor locaux de complexes de Modules quasi-cohérents :
cas général»

(6.5.1) Considérons maintenant un préschéma S quelconque et deux S-préschémas
quelconques X, Y; soit ^, (resp. câj un complexe de 0^-^lodviles (resp. ^"Modules)
quasi-cohérents. Posons Z=X XgY; nous allons définir des ^-Modules quasi-cohérents
^r^(^. 3 ^.) dits hypertor locaux de ̂ . et J?. qui se réduiront à ceux déjà définis dans (6.4)
lorsque S, X et Y sont affines.

Lorsque ̂ . et eâ. se réduisent respectivement à leurs termes de degré o, ^ et ^,
(les autres étant nuls), on écrira STor^^', ^) au lieu de W^., J2.).

(6.5.2) Supposons d'abord S affine, et soient (XJ, (Y^) des recouvrements de X
et Y respectivement par des ouverts affines; alors les Z^==X^ XgY^ forment un recou-
vrement ouvert affine de Z. Posons <^\.=^JX^, J?^.==câ. Y^; nous avons donc pour
tout couple (X, ci) un (0^ -Module quasi-cohérent ^^ ==îw^(^\., =âp..), et il faut montrer
que les ̂ ^ vérifient la condition de recollement (Oj, 3.3.1). Pour cela, il suffit de vérifier
que pour tout ouvert affine UcX^nX^ (resp. VcY^nY^,), les restrictions de ^^ et
de y\'^' à UXgV sont canoniquement isomorphes; mais cela découle aussitôt de l'exis-
tence d'isomorphismes canoniques de ces restrictions sur %or^(^.|U, ^.|V) (6.4.5). En
outre, il résulte aussitôt de cette définition et de (6.4.5) que le (P^-M.odnïe ainsi défini
ne dépend pas (à un isomorphisme près) des recouvrements ouverts (X^), (Y^) consi-
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dérés; nous le noterons donc ®^(^.,j2.); il résulte enfin de (6.4.5) que pour toute
partie ouverte U (resp. V) de X (resp. Y), la restriction de W^., câ.) à U XgV est
canoniquement isomorphe à îw^(^.|U, ^JV).

( 6 ' 5 ' 3 } Passons maintenant au cas général où S est quelconque, et soit (SJ
un recouvrement de S formé d'ouverts affines; désignons par X^ (resp. YJ l'image
réciproque de S,, dans X (resp. Y); il faut encore prouver que les faisceaux
W^(^,|X^J2.[YJ=^ vérifient la condition de recollement. Il suffit de définir,
pour tout ouvert affine T contenu dans S^nSp, des isomorphismes canoniques des
restrictions de ̂  et ^p à U XgV (en désignant par U et V les images réciproques de T
dans X et Y respectivement) sur ^r^.|U, J2.|V); on peut, en outre, se borner au
cas où T s'écrit à la fois D(/J et D(/p), f^ (resp./p) étant une section de ^g au-dessus
de S^ (resp. Sp); mais alors W^JU, J2.|V) est canoniquement isomorphe à
W^JU.jajV) d'une part, à ï>or^ ( .̂ [ U, j2. | V) d'autre part, en vertu
de (6.4.2); comme on vient de définir des isomorphismes canoniques de ^ sur
îwH^. U,J2.|V) et de ^ sur W .̂ U.J2JV) (6.5.2), cela achève de définir
le ^-Module ̂ r^(^., j2.). En outre, pour toute partie ouverte U (resp. V) de X (resp. Y),
^r^(^.|U, =âJV) est canoniquement isomorphe à la restriction de ^or^(^ , 2 )
à UXgV.

Il est immédiat que l'on a ainsi défini (dans les catégories de complexes de Modules
quasi-cohérents limités intérieurement) un bi-ë-foncteur ^r.8 .̂, J?J à valeurs dans la
catégorie des ^-Modules, car il est clair que la question est locale sur X, Y et S, en
vertu de (6.4.5) et de la remarque que (6.4.4.2) est un morphisme de bi-^-foncteurs.
On notera que si ̂ . et J?. sont réduits respectivement à leurs termes de degré o, ^ et ^,
^or^Ç^, ^) n'est autre, en vertu de (6.4.1.1), que le produit tensoriel externe y®^S
défini dans (I, 9. i . 2) ; cela résulte en effet de (I, 9. i . 3).

(6.5.4) II résulte de la construction précédente et des remarques faites dans (6.4.6)
que WfC^., J2.) est l'aboutissement de deuxfoncteurs spectraux, '^(^., j2J, " g^^, j2J,
de termes E^ égaux à

(6-5.4.i) ^^(^( .̂̂ J

^'5^) //^=^®^^s(^(^),<'(^))

La suite spectrale (6.5.4.2) est toujours régulière; les deux suites spectrales sont
birégulières si .̂ et =â. sont limités inférieurement. Un autre cas où les deux suites précé-
dentes sont birégulières est le suivant :

(6.5.5) Nous dirons que sur un espace topologique T un faisceau d'anneaux ^
est de dimension cohomologique ^ n si, pour tout teT l'anneau ^^ est de dimension
cohomologique ^n; on dira alors aussi que l'espace annelé (T, s/) est de dimension coho-
mologique ^ 72. On dira qu'un faisceau d'anneaux (resp. un espace annelé) est de
dimension cohomologique^^ s'il existe un entier n tel qu'il soit de dimension cohomo-
logique ^n. On notera que si les ^ sont des anneaux locaux (commutatifs) noethérienSy
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dire qu'ils sont de dimension cohomologique ^ n signifie qu'ils sont réguliers et de
dimension (de Krull) ^ n (O^y ,17 .3 .1) . Avec la terminologie de la théorie de la dimension que
nous introduirons au chap. IV, il revient au même de dire qu'un préschéma localement
noethérien T est de dimension cohomologique ^ n, ou de dire qu'il est régulier (Oj, 4.1.4)
et de dimension ^/z; cela signifie que pour tout ouvert affine U de T, l'anneau F(U, 6^)
est de dimension cohomologique ^ n (0^5 17.2.6). Cela étant, cette dernière remarque, jointe
à (6.3.2)3 prouve que si S est localement noethérien et de dimension cohomologique finie, les
suites spectrales '^(^.,^.) et " ê ^ ^ S l ^ ) sont birégulières.

Il est clair que %orf(^.,^.) se transforme en ^rf(^.,^.) (à un isomorphisme
près) par l'isomorphisme canonique de XXgY sur YXgX.

Proposition (6.5.6). — Soit (^oc) un système inductiffiltrant de complexes de Qy Modules
quasi-cohérents ; il existe alors un isomorphisme canonique

(6.5.6.1) lim (̂ r.8 ,̂,̂ .)) ̂  ̂ (Imi ̂ ,, J2.).

La question étant locale sur S, X et Y, on peut supposer S, X, Y affines et la
proposition se réduit alors à (6.3.6).

Remarques (6.5.7). — (i) Considérons en particulier le cas où S=X=Y, ^,
et J?. étant donc deux complexes de é^-Modules quasi-cohérents; alors les ^r^(^., eâ.)
sont des fi^-Modules quasi-cohérents; en outre, pour tout point ^:eS, il résulte de (6.5.6)
que l'on a un isomorphisme canonique

(6-5.7.i) M(̂ ., J?.)), ̂  Tor̂ .),, (J?.)J

car la question est locale et on est ramené au cas des modules, en vertu de (6.4.1.1).
(ii) On peut généraliser la définition des hypertor au cas de deux complexes de

Qy Modules ^., =â. sur un même espace annelé (X, Q^) ; pour tout ouvert U de X, posons
en effet A(U)=F(U, ̂  P.(U)=r(U, ̂ .), Q.(U)=r(U, j2.) ; les A(U)-modules
Tor^^P.CU), Q,.(U)) forment alors Mm préfaisceau sur X, et l'on désigne par W^(^., ^.)
le ^"Module associé à ce préfaisceau. Lorsque X est un préschéma, il résulte de (6.3.12)
que ce (P^-M.od\ûe est canoniquement isomorphe à l'hypertor défini ci-dessus. Nous ne
développerons pas davantage cette généralisation.

Proposition (6.5.8). — Soient X, Y deux S-préschémas, ^ (resp. ^) un O^-Module
(resp. un G^-Module) quasi-cohérent. Si ^ ou ^ est S-plat, on a yor^[^', ^) ==o pour 724=0.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer X, Y et S affines, d'anneaux
respectifs B, C, A, et J^^M, ^==N, M (resp. N) étant un B-module (resp. un C-
module). Supposons par exemple que y soit S-plat, ce qui signifie que pour tout seS,
M, est un Ag-module plat (Oi, 6 .7.1); par suite M est un A-module plat (Oj, 6.3.3),
et Pon sait que Toi^(M, N) ==o pour n>o et pour tout C-module N (Oj, 6. i . i), d'où
la conclusion par (6.4.1.1).

Corollaire (6.5.9). — Soient X, Y deux S-préschémas, .̂ (resp. .̂) un complexe de
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^Modules (resp. de (9^-Modules) quasi-cohérents limité inférieur ement. Supposons que tous
les ̂  soient S-plats. Alors il existe un isomorphisme canonique de ë-foncteurs en J?,

(6.5-9.1) ^(^.^J ^ ^.(^W.).

Ce n'est autre que (6.3.7) lorsque S, X, Y sont affines; on passe de là au cas général
par les raisonnements de (6.5.2) et (6.5.3).

Corollaire (6.5.10). — Supposons que X soit plat sur S (Oj, 6 .7 .1 ) , queS^^ et J?. soient
limités inférieurement et que tous les ̂  soient des Q^-Modules localement libres (non nécessairement
de type fini). Alors U homomorphisme (6 .5 .9 .1) est bijectif.

En effet, l'hypothèse de (6.5.9) est remplie, la platitude étant une propriété
ponctuelle sur X par définition et toute somme directe de modules plats étant un module
plat (Oi, 6.1.2).

Proposition (6.5.11). — Soient X', Y' deux S-préschémas, /:X->X', g : Y->Y'
deux S-morphismes affines. Soit ̂ . (resp. .̂) un complexe de Q^-Modules (resp. de (Py-Modules)
quasi-cohérents ; on a alors un isomorphisme canonique fonctoriel

(6 .5 .11.1) (/Xs^^r?^.,^.))^^^^.),^^.)).

Gomme/et g sont affines, /^.) et ^(eâ.) sont des complexes de Modules quasi-cohé-
rents (II, i. 2.6), et si l'on pose Z' == X' X g Y', les deux membres de (6.5.11. i ) sont des
^/-Modules quasi-cohérents (6.5. i ) ; on se ramène aisément au cas où S, X' et Y' sont
affines; mais alors il en est de même par hypothèse de X et Y et la vérification résulte
aussitôt de (6.4.1.1) et (I, 1.6.3).

Remarque (6.5.12). — Soient X', Y' deux S-préschémas et supposons que X'
soit S-plat', soient X un sous-préschéma fermé de X', i : X->X' l'injection canonique,
.̂ (resp. J?J un complexe de é^-Modules (resp. de ^'-Modules) quasi-cohérents, limité

inférieurement. Soit enfin J?^ une résolution de i (^.) formé de ^x'-Modules localement
libres, telle que tout point de X' ait un voisinage ouvert affine U pour lequel JSf'. | U
soit une résolution libre de ^(^-) |U pour toutj. On a alors un isomorphisme canonique

(6.5.12.1) (^XsiUrwf^.,^))^^.^:^^).

Si S, X', Y' sont affines et si oS^J. est une résolution libre de i^-) pour tout 7,
on est ramené, en vertu de (6.5.11), au cas où X'==X est S-plat, et il suffit d'appli-
quer (6.3.4). Dans le cas général, on définit localement l'isomorphisme (6.5.12.1),
et il s'agit de vérifier que cette définition donne bien un isomorphisme global. Pour cela,
il faut se reporter à la définition du premier isomorphisme (6.3.4.1) qui provient d'un
isomorphisme de suites spectrales (0,11.6.5 et 11.5.3), obtenu lui-même à partir
d'un morphisme de bicomplexes L..—^L^, où L.. est la résolution donnée de P.,
L^ une résolution projective de P. dans la catégorie des complexes de A-modules limités
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inférieurement (cf. (0 ,11.5 .2 .2)) ; notre assertion résulte de ce que l'isomorphisme
(6.3.4.1) ne dépend pas de la résolution projective L^ choisie, en vertu de l'existence
d'un homotopisme entre deux telles résolutions (M, V, 1.2).

Proposition (6.5.13). — Soient X, Y deux S-préschémas, et supposons vérifiée l'une des
conditions suivantes :

(i) X et Z == X X gY sont localement noethériens et X est plat sur S.
(ii) S et X sont localement noethériens et Y est de type fini sur S.
Soit .̂ (resp. câj un complexe de 0^-Modules (resp. de Q^-Modules) quasi-cohérents,

limité inférieurement. On suppose en outre que, pour tout n, (̂̂ .) (resp. J^(câ.)) est un
Q^-Module (resp. un Q^-Module) de type fini. Alors les ^w^(^., ^?.) sont des Q^-Modules cohérents.

Comme .̂ et J?, sont limités inférieurement, la suite spectrale "^(^^oâ.) est
birégulière (6.5.4), et en vertu de (0, n . i .8), il suffit (puisque dans les deux cas (i), (ii),
Z est localement noethérien) de prouver que les termes " S^ sont cohérents. L'hypothèse
sur les ̂ (^.) et ^(^.) et l'expression (6.5.4.2) des " ë^ montrent donc que la propo-
sition est équivalente à son cas particulier correspondant à ̂ . et =â. réduits à leurs termes
de degré o, autrement dit à son

Corollaire (6.5.14). — Supposons vérifiée l'une des conditions (i), (ii) de (6 .5 .13) , et
soit y (resp. ^) un Q^-Module (resp. un G^-Module) quasi-cohérent de type fini ; alors les
3~or^{y', ^) sont des 0^- Modules cohérents.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer S, X, Y affines.
(i) Sous les hypothèses de (i), S, X et Z sont noethériens. Il existe donc une

résolution localement libre J?. de ^ formée de ^"Modules de type fini (I, 1 .3.7) ;
comme X est plat sur S, il résulte de (6.3.4) que l'on a ^^(^, ^)==J^(J§f.(g)g^);
or, les JS^(x)g^ sont des fi^r Modules quasi-cohérents de type fini (I, 9 .1 .1) , donc cohé-
rents. On en conclut que J^(^f.®s^) est cohérent (Oi, 5.3.4).

(ii) Supposons maintenant vérifiées les conditions (ii). Comme l'anneau A (Y)
est quotient d'une A(S)-algèbre de polynômes à un nombre fini d'indéterminées
(I, 6.3.3), Y est un sous-S-préschéma fermé d'un S-préschéma affine Y', plat et de type fini
sur S; Y' étant noethérien (I, 6 .3 .7)3 il existe une résolution localement libre ̂ . de
j (^) par des ^'"Modules de type fini (j : Y—^Y' étant l'injection canonique); en
vertu de (6.5.12), STor^{y, ^) est l'image réciproque, par i xj du 6^,-Module
^(^OOg^.) (où Z'^XXgY'); on voit comme dans (i) que les ^(g)g^ sont des
^'-Modules cohérents, et l'on en tire encore la conclusion par (Oj, 5.3.4).

(6.5.15) La théorie développée ci-dessus pour deux complexes ^., j2, de faisceaux
quasi-cohérents sur deux S-préschémas X, Y se généralise sans peine au cas où l'on
considère un nombre fini quelconque de S-préschémas X^ Çi^i^m) et sur chaque X^
un complexe ^ de O^-^iodïiles quasi-cohérents; si Z ̂ X^ x gX^x g . . . XgX^,
on définit ainsi un ^-Module quasi-cohérent Tw^^\ ^.2), ....^l^). Nous laissons
au lecteur le soin de développer la théorie dans ce cas général et nous nous bornerons
à écrire, pour référence ultérieure, le terme Eg de la seconde suite spectrale (régulière)
dont l'aboutissement est ^or^^\ ̂ \ ....^l^) :
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(6.5. i5.i) "g^ ® WGC (^)), .. ., ̂  (^\\
^i+^+...+^=g p' ?lv • / ' 5 ^v • / /

Nous étudierons dans (6.8) les suites spectrales d'associativité auxquelles donnent
lieu ces foncteurs hypertor d'un nombre quelconque de complexes.

6.6. Foncteurs hypertor globaux de complexes de Modules quasi-cohérents
et suites spectrales de Kûnneth : cas de la base affine.

(6.6.1) Considérons un schéma affine S==Spec(A) et deux S-schémas quasi-
compacts X^ ( z = i , 2 ) ; soit ̂  un complexe de ^-Modules quasi-cohérents, limité
inférieur ement, dont l'opérateur de dérivation est de degré —i (z =1,2). Considérons
d'autre part un recouvrement^' 11^== (U^) de X^ par des ouverts affines; soit
X=X ( l )XsX (2 ), qui est un S-schéma quasi-compact (I, 5.5.1 et 6.6.4), et soit
U^U^XsU^ le recouvrement de X formé des ouverts affines U^XgU^. Pour
tout couple d'entiers jKo, qeZ, le groupe des (—^)-cochaînes alternées G-^U^, ^))
du recouvrement U^ à coefficients dans le faisceau ^f (G, II, 5.1) est un A-module;
pour p>o, on posera C^U^, ̂ )) ==o; on a ainsi défini un bicomplexe G^U^,^)
de A-modules, dont les deux opérateurs de dérivation sont de degré —i . Il résulte des
définitions (0, 12.1.2) que le A-module d'homologie H^G^U^, ̂ ))) de ce bicomplexe
(considéré à l'ordinaire comme un complexe simple pour le degré total) n'est autre que
le A-module ^ hyper cohomologie H-^U^, ̂ •) où ̂  est le complexe à opérateur de
dérivation de degré + i obtenu en prenant ̂ (^ pour composante de degré q\ par abus de
notation, nous Récrirons H'^U00, ̂ )). Il résulte alors de (6 .2 .2) que ce A-module
est canoniquement isomorphe au A-module d'hypercohomologie H'^X^, ̂ •), que
nous écrirons de même H-^X^, ̂ )) ; il ne dépend donc pas du recouvrement fini U^
choisi.

(6.6.2) Nous allons appliquer aux deux bicomplexes de A-modules

L^=G-(U^,^) (^1,2)

et au bifoncteur covariant L^^L^ en ces deux bicomplexes, la théorie générale de
l'hyperhomologie des foncteurs par rapport aux bicomplexes (0, 11.7.4). Comme les
cochaînes considérées sont alternées et les recouvrements U^ finis, on notera que les
modules C~P(U{^\ ̂ ) ne sont =t= o que pour un nombre fini (indépendant de q ) de valeurs
de p, et en particulier les deux degrés de chacun des L^ sont limités intérieurement. Nous
désignerons par Tor^L^, L^) ou Tor^U^, U^; ̂ \ ̂ ) le n-ème module d'hyperho-
mologie de L^^L^, que nous appellerons l'hypertor d'indice n de .̂1) et ^.2), relatif
aux recouvrements It^ et U^. Lorsque [̂1) et .̂2) sont réduits à leurs termes de degré o,
^(1) et J^, on écrit ^(U^, U^; ̂ \ ̂  leur hypertor. On désignera par
^or^îÏ^, U^; .̂1), ^.2)), suivant les conventions générales, le bicomplexe dont le compo-
sant d'indices (j, k) est ^^(U^, U^; ̂ 1), ̂ f).

Gomme L^ est un foncteur exact en ̂ ), puisque les intersections des ensembles
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de U"' sont affines (I, 5.5.6 et 1.3.11), Tor^U11', Ut2'; ^1', ̂ 2') est un bi-9-fonctew
covariant en ^1), ̂ 2), à valeurs dans la catégorie des A-modules (0, 11.7.3). En outre,
on sait (0, 11.7.2) que ce bifoncteur est l'aboutissement commun de six foncteurs spec-
traux biréguliers, que nous désignerons par la notation ^E^U111, U^; ̂ w, ̂ 2)) ou
"'E^Ut2';^1',^), où t doit être remplacé par une des lettres a, b, a ' , ' b ' , 'c, d, et
dont les termes Eg sont les suivants :

(a)E^+®^TOr.AWL(•l•))' IVL(•'»
^E^H^Tor^L^ia)
^E^^Tor^H^Lf.1.'), H^))

^E^H^Tor^L^L'.2.»))
^^C^To^roi^), H^(L^))

WE^H^To^W.L».2))),

où les notations sont conformes à celles de la théorie générale de Phyperhomologie.
Nous allons dans ce qui suit expliciter davantage ces termes initiaux.

(6.6.3) Suites spectrales ( a ) et ( a ' ) . Nous avons vu en (6.6.1) que le module
d'homologie H^L^) du bicomplexe L^ était égal à H-^X^, ̂ )); donc

WE^ @^ Toi^H-^X^, ̂ 1)), H-^X^ ^.2))).

Par définition, le complexe H^(L^) a pour terme de degré k le module d'homologie
HJG^U^^f)), c'est-à-dire, par définition, le module de cohomologie H-^U^, ̂ )) ;
on sait (1.4.1) que ce module est canoniquement isomorphe à H'^X^, ̂ )) ; donc

(^E2 - ® Tor^H-^ÇX^, ̂ 1)), H-^^X^, ^2))).
— f ? l + g 2 = ^ '

(6.6.4) 6W^ spectrales ( b ) et ( b ' ) . Par définition, Tor^11^, L^J) est un
bicomplexe dont le terme de degré (A, k) est le A-module

Tor^C-^U^, ̂ 1)), C-^U^, ̂ 2))).

Soit (I)(^) l'ensemble d'indices de U^; par définition, le complexe de modules
C^U^, ̂ )) (y^o) est somme directe des complexes I^Up^,^), où U^ est l'inter-
section des U^ pour Cep, et p parcourt ^((D^) ; donc le A-module

Tor^C-^U^, .̂1)), C-^U^, ^2)))

est somme directe des A-modules Tor^r^), ̂ .1)), r^, ̂ .2))), où o (resp. r)
parcourt les éléments de ^(^w) (resp. ^(O^)) tels que Card(cr) = — ( A + i ) (resp.
Card(ï)=—(A+i)). Comme X^ et X(2) sont des schémas, les Up^ sont affines, donc
on a (6.4.1.1)

Tor^iTO, ̂ i1'), r(U2', ^2»)) = iW xsU,2', ̂ (^1), ̂ 2))).
75^



§ 6 ÉTUDE COHOMOLOGIÛUE DES FAISCEAUX COHÉRENTS 23

On voit donc que ^E^ est le (—^)-ème module de cohomologie du complexe
L"^, $(2); ̂ ) des cochaînes bi-alternées sur O^ et O^ à valeurs dans le système de coefficients

y : ((T, T)->IW xsU^ w^, ̂ ))
(0, n.8.4). On sait alors (0, 11.8.5 et n.8.6) que la cohomologie de ce complexe
est la même que celle du complexe G-ÇO^, d^; V) de toutes les cochaînes sur 0^
et O^ à valeurs dans y, et aussi que celle du complexe P'ÇO^, O^; y\ dont les élé-
ments sont les combinaisons linéaires des

X(o, T)elTO XsU2), Î^W, ̂ ))

où (j= (oco, . . ., ocj et T= (pç, . .., pj sont des suites ayant même nombre d'éléments.
Mais on a alors U,1) X,V^= (U^ XgU^) n ... n (U^ x gUp2;) (I, 3.2.7). Si l'on désigne
par U le recouvrement de Z=X{1) XgX^ par les ouverts affines U^ XgUp2^ on voit
finalement, compte tenu de ce que X^ XgX^ est un schéma, que l'on a, en vertu
de (1.3.1),

WE^H-^X^XgX^ ̂ (^1), ̂ ).

En second lieu, Tor^L^, L^) est un bicomplexe dont le terme de degré (A, k)
est la somme directe des A-modules

Tor^(Cr^(U^ ̂ ), 0-̂ (11^ ̂ ))

tels que h^+h^= h et k^+k^k; explicitant les modules G^U^, ̂ )) comme ci-dessus,
on voit encore que ce terme est somme directe des A-modules

r^xsU^,^^),^)))
où k^+k^=k, et CT (resp. r) parcourt les éléments de ^(O^) (resp. ^(O^)) tels que
Gard(G-) +Card(T) = = = — Â — 2 . Le terme ^E^ que nous calculons est le (-—^)-ème module
de cohomologie d'un bicomplexe N"=(N^), où le complexe simple N-7' est le complexe
de cochaînes bi-alternées sur O^ et O^, à valeurs dans le système de coefficients

y, : (cr, T) ̂  r(u,1) xu,2), ̂ @^ 2Tory\, ̂ ))
ces systèmes de coefficients formant un complexe V9 où la différentielle provient de celle
du complexe simple associée au bicomplexe ^or^^-, ̂ (2)"). On sait que la cohomo-
logie de N- est la même que celle du bicomplexe G-^, O^; y9) (0, n .8.9), et aussi
la même que celle du bicomplexe P-((&^, (D^; y-), où les éléments de degrés (A, k)
sont les combinaisons linéaires des

Â((T, T)eIW X sU^, ̂ ©^ ̂ (^, ̂ )J)

CT = (ao, ..., aj, T = (po, ..., pj étant des suites ayant même nombre d'éléments (0, 11.8. i o).
On voit alors comme ci-dessus que ^Ej^ est le (—j&)-ème module de cohomologie du
bicomplexe G'(U, J2-), où j2" est le complexe simple associé au bicomplexe ^^(^•, ̂ (2)-)
de ^-Modules. Avec les conventions faites dans (6.6.1), on a donc

(^E^H^XWxgX^, yor^\ ̂ 2))).
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(6.6.5) Suites spectrales ( c ) et ( d ) . Par définition, le complexe H^(L^) a pour
terme de degré h le A-module C-^U^, ̂ (^))), en vertu de l'exactitude du fonc-
teur G~\ On a donc, par définition de Phypertor de deux Modules relatif à deux recou-
vrements (6.6.2)

W^^Tor^ U^; ̂ J^), ̂ J^)).

Enfin, par définition, Tor^'^L^, L^J) est un bicomplexe dont le terme de degré
(A, k) est le A-module Tor^U^, U^; ̂ ), ̂ f). On a donc

^ == H^Tor,8 (U^, U^ ; ̂ 1), ̂ 2)) ).

(6.6.6) La théorie de Phyperhomologie des foncteurs de bicomplexes (0, 11.7.3)
montre, comme dans (6.3.4), que, pour toute résolution plate de Cartan-Eilenberg
M^. de L^J (dans la catégorie des complexes de modules limités inférieurement) (i== i, 2),
on a des isomorphismes canoniques de bi-^-foncteurs
(6.6.6.1)

Torf^, ÎI^; ̂ 1), ̂ 2)) ̂  H.ÇM^^M^) ̂  H. (M^.®^) ̂  H.ÇL^M^.).

(6.6.7) Nous allons maintenant montrer que Fhypertor global défini dans (6.6.2),
et les six suites spectrales correspondantes, ne dépendent pas des recouvrements ouverts
affines finis U^ qui ont servi à les définir (à des isomorphismes canoniques près). Il
suffira pour cela de montrer que si SS^ sont deux autres recouvrements de même nature,
tels que ïî^ soit plus fin que U^ pour i= i, 2, alors on a des isomorphismes canoniques de
foncteurs spectraux
(6.6.7,^)) ^E (U^, U^ ; ̂ 1), ̂ ) ̂  ^E (93^, 2^ ; ̂ \ ̂

où ^ est remplacé par û, è, a ' , b\ c ou rf.
Or, on a pour î == i, 2 des homomorphismes de bicomplexes

G- (y(^ ̂ )) _^ c" (SS^, ̂ )

bien définis à homotopies près (G, II, 5 .7.1); il en résulte déjà des homomorphismes
(6.6.7, t)) canoniquement définis et compatibles avec les opérateurs bords dans les
aboutissements (0, 11.3.2). En outre, le calcul des termes Eg des suites spectrales (a),
(6), (û/), (&'), montre que pour ces suites spectrales l'homomorphisme (6.6.7, t)) est
un isomorphisme sur les termes Eg; comme ces suites spectrales sont birégulières, on
voit que (6.6.7,^)) est un isomorphisme pour ces trois foncteurs spectraux, donc un
isomorphisme de bi-^foncteurs pour leur aboutissement commun (0, 11.1.5).

En particulier, pour des ffl^w-M.odviles quasi-cohérents ^r{l} {i= i, 2), rhomo-
morphisme canonique

Tor^U^, U^; ̂ 1), ^-(2)) -> Tor^a^, S^; ̂ \ ̂ )

est bijectif; vu le calcul de (6.6.5)3 on voit que (6.6.7, t)) est aussi un isomorphisme des
termes Eg pour t=c et t=d. On conclut comme ci-dessus que (6.6.7, t)) est aussi un
isomorphisme de suites spectrales pour t=c et t=d.
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On peut considérer que les isomorphismes (6 .6 .7 ,^ ) ) définissent des systèmes
inductifs de foncteurs spectraux sur l'ensemble filtrant des couples (U^, tt^) de recou-
vrements ouverts affines finis de X1^ et X^. Nous désignerons par

^(X^, X^; ̂ .1), ̂ 2)) ou ^(X^, X^; ̂ 1), ̂ .2))

la limite inductive de ce système, par Tor^X^, X^; ̂ 1), ̂ 2)) l'aboutissement de ce
foncteur spectral, que nous appellerons Yhypertor global des deux complexes ^1) et ^.2);
si ^1) et .̂2) sont réduits à leurs termes de degré o, ^r(l) et ^"(2), nous écrirons

Tor^X^X^;^^),

et conformément aux conventions générales, Tor^X^, X2^ ̂ 1), ̂ 2)) sera donc le
bicomplexe des Tor^X^, X^; ̂ 1), ̂ f).

(6.6.8) Les hypothèses étant celles de (6.6.1), considérons maintenant deux
S-morphismes /, : X^-^Y^, où Y^^SpecÇB,) est un S-schéma affine, B, étant donc
une A-algèbre (i== 1 ,2 ) ; cela définit donc un A-homomorphisme B^—^I^X^, G^i)
(I, 2 .2 .4) , et par suite chacun des L^ définis dans (6.6.2) est un bicomplexe de
B^-modules; on en conclut que L^ ®^ L^J est un quadricomplexe de (B^O^Bg) -modules,
et ses six foncteurs spectraux d'hyperhomologie peuvent donc être considérés comme
prenant leurs valeurs dans la catégorie des suites spectrales de (B^®^Bg) -modules. Si l'on
pose Y^Y^ X sY(2)==Spec(Bl®^B2), on peut considérer les ^y-Modules quasi-cohérents
associés à ces modules (I, 1.3.4); nous noterons ^ê{f^ f^\ ̂ 1), ̂ 2)) (pour t=a, b,
a\ è', c ou d) les six suites spectrales (^(X^, X^; ̂ 1), ̂ 2)))^ de ^-Modules, et
^(/i./a;^^) leur aboutissement commun (Tor^X^, X^; ̂ .1), ̂ .2)))". On le
notera ^~or^{f^f^ '̂[1), ^"(2)) lorsque ̂ ) est réduit à son terme de degré o, ̂  {i== i, 2).

6.7. Foncteurs hypertor globaux de complexes de Modules quasi-cohérents et
suites spectrales de Kûnneth : cas général.

(6.7.1) Nous allons maintenant généraliser les définitions de (6.6.8) au cas où S
est un préschéma quelconque, X^, Y^ des S-préschémas et /, : X^-^Y^ des mor-
phismes séparés et quasi-compacts. Il s'agit alors, pour tout couple de complexes ̂  de
éx^)~Modules quasi-cohérents, limités inférieurement, (i'== i, 2), de définir pour tout n un
^Y-Module quasi-cohérent '^or^(j^, f^\ ̂ .1), ^,^) ainsi que 6 foncteurs spectraux, se rédui-
sant aux définitions de (6.6.8) lorsque S, Y^ et Y^ sont affines (on pose Y=Y(1) X sY^)-
Supposons d'abord S==Spec(A) affine, mais Y^ et Y^ quelconques; soit W^ un ouvert
affine de Y^; /^^W^) est alors un S-schéma quasi-compact, W^W^XgW^
un ouvert affine de Y; soit /./ .•/^(W^—W^ la restriction de /,, et ^(î) la
restriction ^\f^lÇW{^))(i=ï,2). On a alors d'après (6.6.8) les suites spectrales
^(/L/2;^^^) de (Éy lW) -Modules quasi-cohérents, et il s'agit de vérifier
qu'elles satisfont aux conditions de recollement (Oj, 3.3.1). On est aussitôt ramené au
cas où Y(^)=Spec(B,) est affine et où W^-D^,), où ^.eB,, de sorte que W=D(^®^)
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dans Y=Spec(B^B2) (II, 4.3.2. i) ; si X'^/^W^), il s'agit d'établir un iso-
morphisme canonique de foncteurs spectraux

(6.7. i. i) ^(X'^, X'^; ̂ (1), ̂ (2)) ̂  ^EÇX^, X^; ̂ 1), ̂ 2)) ®pB,

où l'on a posé B^B^^Bg et g==g^0g^ Pour cela, partons de recouvrements ouverts
affines finis U^ de X^ (i=i, 2), et soit U^ la trace de U^ sur X^, qui est encore
formé d'ouverts affines (I, 5.5.10); de façon précise, on a

C-(U^, ̂ ) = C-(U^, ̂ )) ®B. (B,)^..

Si on pose L:(:)=C-(U^ ^)), on a donc L^L:^ (LÏ®^(B,)J®^(L^®^(B,)J ;
comme on a B^ = (B^^ÇBg)^ à un isomorphisme canonique près, on a, à un iso-
morphisme canonique près, L^^L^2^ (L^^^L^^gB^. Si M^. est une résolution
projective de Gartan-Eilenberg de L^, qu'on peut supposer formée de B^-modules, il
résulte du fait que (B,)g est plat sur B, que M^=M^.®B . (B,)^. est une résolution
projective de Gartan-Eilenberg du bicomplexe L^; en outre, on a

M:^M:?.)= (M^Ml)®^.

L'isomorphisme cherché (6.7.1.1) résulte alors aussitôt des définitions de l'hyperhomo-
logie d'un bicomplexe, et de l'exactitude du foncteur G®gB^ en le B-module G.

(6.7.2) Supposons maintenant S quelconque, et soient ^ : Y^—^S les morphismes
structuraux ( î== i , 2). Soit (SJ un recouvrement ouvert affine de S, posons Y^^z/^SJ,
Xi^/^Y^), et soit /^ : X^-^Y^ la restricdon def,, qui est un morphisme séparé
et quasi-compact. Les Y^^Y^ Xg Y^ forment un recouvrement ouvert de Y, et sur
chaque Y^ sont définis par (6.7.1) des foncteurs spectraux

^^{f^f^^W.^W).
il s'agit encore de montrer que ces foncteurs vérifient les conditions de recollement.
On se ramène aussitôt à la situation suivante : S==Spec(A) est affine, S'==D(A), où
AeA, et ^(Y^cS'; on peut en outre supposer Y(^)=Spec(B,) affine; il s'agit de
définir des isomorphismes canoniques

(6.7.2.1) ^(X^, X^; ̂ 1), ̂ 2)) ̂  ̂ (X^, X^; ̂ 1), ̂ ).

Or, avec les notations de (6.6.2), les L^ sont formés de A^-modules, et l'on a donc
L.^0^ L^^L^^^L^ à un isomorphisme canonique près; comme on peut prendre

h
une résolution projective de Gartan-Eilenberg M^. de L^ formée de A^-modules, cela
donne aussitôt l'isomorphisme canonique cherché.

Nous avons en résumé démontré le

Théorème (6.7.3). — Soient S un préschéma., ^:X^->Y^ un ^-morphisme séparé et
quasi-compact de S-préschémas, ̂  un complexe de Q^-Modules quasi-cohérents limité inférieu-
rement (2=1 ,2 ) ; on pose Y^Y^ XgY^. Il existe un bi-B-foncteur ®^(/i, /a; ̂ \ ̂ 2))
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à valeurs dans la catégorie des Q ̂ -Modules quasi-cohérents, tel que si V^ est un ouvert affine de
Y^ [i= i, 2) et V=V^ XgV(2), on ait

î^CA, /2;^ ^IV^^orff/,-1^1)), /^(V^); ̂ l/rW, ̂ 2) /rW))-.

Ce bifoncteur est l'aboutissement de six fondeurs spectraux biréguliers

^(/i^;^^) (^.é,^,^)

dont les termes Eg sont donnés par
(a)^=^®^^s^e~gl^- ̂  ̂ (^ ̂ 2)))
^-^(/i Xs/., ̂ W, ̂ 2)))

(a')^=^®^^s(^~31^- ̂  ̂ "^ ̂ 2)))

^^=^-P{f, xg/,, £Tor^\ ̂ 2)))

^^^^^^^^'^î^^^^^2^
^^-^(^(/i,^;^^))

On dit que les suites spectrales {a) et (é) sont les suites spectrales de Kûnneth.
On notera que les suites spectrales (a) et [a') (resp. (é) et (é')) sont identiques

lorsque ̂ 1) et ^2) se réduisent à leurs termes de degré o; dans ce cas, les suites Ce) et {d)
sont dégénérées et sont donc sans intérêt.

Remarque (6.7.4). Les hypertor globaux que nous avons définis ci-dessus compren-
nent comme cas particuliers, à la fois les Modules d'hypercohomologie définis dans (6.2.1)
et les hypertor locaux définis dans (6.5.3). Montrons que l'on a, pour tout morphisme
/^X->Y quasi-compact et séparé et tout complexe .̂ de ^x-Modules quasi-cohérents,
limité inférieurement, un isomorphisme canonique de ê-foncteurs en .̂

C6-?.!-!) ^or^{f, IY$ ̂ ., ^y) ̂  ̂ "'C/, ̂ .) (pour tout neZ).

En effet, les méthodes de recollement de (6.7.2) ramènent aussitôt au cas où Y
est affine; on peut alors, en vertu de (6.2.2), calculer les deux membres de (6.7.4.1)
à l'aide d'un même recouvrement fini U de Y par des ouverts affines, et (pour le premier
membre) du recouvrement de Y formé de Y lui-même; avec les notations de (6.6.2),
le bicomplexe L^ est alors réduit à son terme de degrés (o, o), égal à A, et la conclusion
résulte de (0, 11.7.5). Pour une généralisation de ce résultat, voir (6.7.7); mais on
notera que lorsque dans le premier membre de (6.7.4.1), on remplace (Py par un
^Y-Module quasi-cohérent quelconque ^, on n'a plus en général un isomorphisme avec
SC-^f, ̂ .®^), bien que, dans le calcul précédent, le bicomplexe L^®^ s'iden-
tifie encore au bicomplexe C'(lt, ^.O^y^)*

D'autre part, on a un isomorphisme canonique de bi-^-foncteurs

(6.7.4.2) ^(i^), ix(2) ; ̂ \ ̂ 2)) ̂  îw.W, ̂ 2)).

En effet, on se ramène encore, par (6.7.1) et (6.7.2), au cas où S et les X^ sont
affines; dans le calcul du premier membre de (6.7.4.2), on peut alors prendre pour
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recouvrement ÎI^ la famille réduite au seul élément X^, de sorte qu'avec les notations
de (6.6.2), L^ se réduit à I^X^, ̂ )) (considéré comme bicomplexe dont les termes
de premier degré =t=o sont nuls), et l'égalité des deux membres de (6.7.4.2) résulte
de (6.4.1.1) et (6.3.1).

Proposition (6.7.5). — Soit u : ̂ w -^S^ un homomorphisme de complexes de
0^-Modules quasi-cohérents., limités inférieurement, tel que V homomorphisme

^(u) :^^)^W^)

déduit de u soit un isomorphisme. Alors les homomorphismes

^(/n/2 ; ̂ \ ̂ 2)) -> ̂ (/1,/2 ; ̂ \ ̂ 2))

déduits de u sont des isomorphismes pour t == <2, t == b et t == c.
L'assertion relative à la suite spectrale {c) résulte de ce que cette suite est birégulière

et de ce que l'homomorphisme considéré est un isomorphisme pour les termes Eg par
hypothèse (0, 11.1.5). Ceci montre déjà que ^(/i./a; ̂ \^) ̂ Wff/i,^; J^,^)
est un isomorphisme. Appliquant les relations (6.7.4.1) et (6.7.4.2) on voit d'abord que
les homomorphismes SC-^f^ ̂ ) -^C-^, j^1)) et ^( .̂1), ̂ 2)) ->^or^S^\ ̂ 2))
déduits de u sont des isomorphismes. L'assertion relative aux suites (a} et (V) résulte
alors de ce que ces suites sont birégulières (6.7.3) et que les homomorphismes considérés
sont bijectifs pour les termes Eg (0, 11.1.5).

Notons d'autre part que, si u : S^^ ->e2^ est un homotopisme, on en déduit des
isomorphismes canoniques ^(/i,/2; ̂ lj, ̂ 2)) -^C/1,/2; ̂ \ ̂ 2)) pour les six
suites spectrales. En effet, si S et les Y^ sont affines, on déduit de u un homotopisme de
bicomplexes C^U^, ̂ 1)) -^•(U^, ^w), et la proposition résulte de la théorie générale
de l'hyperhomologie (0, 11.3.2); le passage au cas général se fait par recollement, en
utilisant le fait que, d'un homotopisme de complexes, on déduit un homotopisme de
résolutions projectives de Cartan-Eilenberg de ces complexes (M, XVII, 1.2).

Proposition (6.7.6). — Supposons que le complexe S^^ ou le complexe S^^ soit formé de
Modules S-plats (les deux complexes étant limités inférieurement). On a alors un isomorphisme
canonique de bi-S-foncteurs
f(\ "y ft v\ ^n^( -F f - ^1) ^^\ ̂  ^~n( -F V f ̂ 1)^ ^2^^0.7.0.1; ^^nlJl3725 ̂ . 5 t y . ) -> ̂ v Ul ^S^î ^. ^S". / •

Supposons d'abord S, Y^ et Y^ affines, de sorte qu'on est dans la situation de
(6.6.2)3 dont nous conservons les notations. Supposons par exemple que ^^ soit formé
de Modules S-plats, et calculons l'hypertor en utilisant la remarque (6.6.6) : c'est
donc l'homologie de L^^^M^., où M^J. est une résolution projective de Cartan-Eilen-
berg de L^J, au sens de (0, 11.7.1). D'autre part, les modules L^ sont plats sur A en
vertu de l'hypothèse (1.4.15.1); on déduit alors de (0,11.7.5) un isomorphisme
canonique
(6.7.6.2) Tor^lT1), U^; ̂ , ̂ ^^.(L^^L^).

On a d'autre part un homomorphisme naturel de bicomplexes de L^OO^L^
dans C"(lt,J?J, où U est le recouvrement de Z^X^XgX^ par les ouverts affines
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U^XgU^ et â^^®^^ (considéré comme complexe simple pour le degré total);
en effet, la définition de cet homomorphisme a en substance été donnée au cours du
calcul de la suite ( b ' ) dans (6.6.4)5 pour q==o'y il suffit simplement (en gardant les
notations de (6.6.4)) de tenir compte de ce qu'il y a d'une part un homomorphisme
naturel du complexe N^ dans le complexe C^O^, O^; ^) (0, 11.8.5), d'autre part
un homomorphisme naturel de ce dernier complexe dans le complexe P'(0^, 0^; e9^)
(0, n.8.6), et enfin un homomorphisme naturel de ce dernier complexe de cochaînes
dans le sous-complexe des cochaînes alternées (0, 11.8.7). Par ailleurs, l'homomorphisme
de bicomplexes ainsi défini donne un isomorphisme en homologie, comme on l'a vu
en (6.6.4); on a donc, en composant avec (6.7.6.2), obtenu un isomorphisme

(6.7.6.3) TrtyS/-»r(l) ir(2). (̂l) ^3(2h ̂  Ti-n/ir ^(1)^ 6
'•"'•n^ 3 u ? ^ • î ^ • /->•"• ^5 ̂ • y9^

II faut ensuite prouver que l'isomorphisme ainsi défini ne dépend pas des recou-
vrements ouverts choisis (le second membre de (6.7.6.3) étant canoniquement
isomorphe à H-^X^XgX^, ̂ w®^) par (6 .2 .2)) ; cela se fait à l'aide de (6.6.7)
en remarquant (avec les notations de (6.6.7)) que l'on a un diagramme commutatif
à homotopismes près

C'{U{l\yw)®^{U(2\^) -> C-(U,J2.)

Y

G-^^^G^2^ G-(25, ̂ )

où les flèches horizontales sont les homomorphismes définis ci-dessus. Enfin, il faut
passer au cas général par recollement, ce qui se fait sans difficulté comme dans (6.7.1)
et (6.7.2) ; nous laissons les détails au lecteur.

Proposition (6.7.7). — Supposons que ^w et ^2) soient limités inférieur-ement, et que
tous les Modules ^"^(/i, ̂ 1)) ou tous les Modules ^C-^/g, ̂ 2)) soient S-plats. On a alors un
isomorphisme canonique de bi-S-foncteurs (n parcourant Z)

ï e ^e-^/i, ̂ w)@^~q2(f2, ̂ 2)).(6.7.7.1) ^(A,^;^^) îi +q-s=n

En effet, vu (6.5.8), la suite spectrale (a) de (6.7.3) est dégénérée, et la propo-
sition résulte aussitôt de (0, 11. i .6), cette suite étant birégulière (6.7.3).

Théorème (6.7.8). — Supposons que : i° les complexes ^w et ^2) soient limités infé'
rieurement ; 2° le complexe ^w ou le complexe ^w soit formé de Modules S-plats ; 3° tous les
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Modules ^-"(/i, ̂ i1') ou tous les Modules 3t-\f^ ^2>) soient S-plafs. On a alors un isomor-
phisme canonique de bi-ë-foncteurs (n parcourant Z)

(6.7.8.1) ^"(/iXg/^^^s^)^ 0 ^"Vi, ̂ (^"'f/a, ̂ 2))
MI + ÏÎ2 == »î

(« formule de Kunneth »).
Cela résulte de (6.7.6) et (6.7.7).
Lorsque S, Y^ et Y^ sont affines, risomorphisme réciproque de (6.7.8.1) se

déduit (avec les notations de (6.7.6)) de rhomomorphisme de bicomplexes
G-(u(i), ̂ (^•(U^, ̂ 2)) -> C-(U, J2.)

par le procédé défini dans (G, I, 2 .7)3 comme il résulte de (G, I, 5.5).
Proposition (6.7.9). — Supposons vérifiées les trois conditions suivantes :
i° S, Y^ et Y^ sont localement noethériens, /i et /g sont propres, Y^ OM Y^ de type

fini sur S.
2° ^1) é^ ^2) jo^ limités inférieur ement.
3° Po r̂ ^OM^ neZ, ̂ (^)) ̂  ̂  Module cohérent (z== i, 2).
Dans ces conditions, ^or^f^f^ ̂ 1), ̂ 2)) est un ̂ -Module cohérent (avec Y^Y^XgY^).
Il résulte de (6.5.13) que les hypertor locaux Sor^^1^ ^2)) sont des ^"Modules

cohérents (X=X(l)XsX(2) étant localement noethérien, car un des X^ est par hypo-
thèse de type fini sur S (I, 6.3.4 et 6.3.8)). Gomme Y est localement noethérien et
fi ><s/2 propre (II, 5.4.2), il résulte de (6.2.5) que les termes (6)^ de (6.7.3) sont
des 6?y" Modules cohérents. Gomme toutes les suites spectrales de (6.7.3) sont birégulières
en vertu de l'hypothèse 2°, on conclut par (0, n. i .8).

(6.7.10) Soient maintenant Y'^ deux S-préschémas, v, : Y'^ -^Y^ deux
S-morphismes (i=i, 2), v : ̂ Xg^g leur produit, qui est un S-morphisme Y' —^Y, où l'on
pose Y^Y'^XgY'^. Considérons d'autre part, pour î = i , 2 , un S-préschéma X^,
et deux S-morphismes u, : X'^^X^ /,' : X'^-^Y^, de sorte que les diagrammes

(6.7.10.1)

X'(1) -u^ X^

t'A \fzy y
Y^) _> Y^^

y,

soient commutatifs, les morphismes f\ étant séparés et quasi-compacts. On a alors des
^Y'-homomorphismes canoniques de foncteurs spectraux

(6.7.10.2) ^^(A,^;^1',^2'))^"'^/!,^;^^1')^^2'))

pour t==a, a ' , b, b ' y c, d. Pour les définir, supposons d'abord S ==Spec(A), Y^=Spec(BJ,
Y'(^)==Spec(B^) affines; les X.^ et X'^ sont alors des schémas quasi-compacts. Pour
calculer les suites spectrales ^^{f^f^^-, ̂ {2)), nous considérerons comme dans
(6.6.1) des recouvrements finis ÎI^ par des ouverts affines de X^ ( z = = i , 2 ) ; pour
calculer ^(/i,/^^^)? u^{?})^ n0^ considérerons des recouvrements finis U^
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de X7^ par des ouverts affines, plus fins respectivement que les recouvrements ^(U^)
(i=i, 2). Il est clair que le bicomplexe C-^, ̂ ')) =L^ peut être considéré cano-
niquement comme un sous-bicomplexe de C-^-^U^), ^(^))) (Oi, 4.4.3.2); en outre,
en choisissant une application simpliciale (G, II, 5.7) de U^ dans ^(U^), on définit
un homomorphisme de bicomplexes G-^-^U^), ^(^))) -^•(U'^, ^(^))) d'où, par
composition, un homomorphisme de bicomplexes L^ -^L^^C^U^, ̂ (^))). En
outre, cet homomorphisme est remplacé par un homomorphisme homotope quand on
change d'application simpliciale (G, II, 5.7.1); on a ainsi un homomorphisme bien
défini de foncteurs spectraux :
(6.7.10.3)

^(U^, U^; ̂ 1), ̂ 2)) -^ ̂ (ll'w, IT(2); ^(^1)), u\W}.

On vérifie aussitôt que si ̂  est un recouvrement affine fini de X^ plus fin
que U^, S'̂  un recouvrement affine fini de X'^, plus fin que ^(IT^) et que 2^,
le diagramme

G^U^,^) -> G^^,^)

C^U'^, ̂ (^)) c^as^, u^))
est commutatif, ce qui implique que rhomomorphisme (6.7.10.3) ne dépend pas
essentiellement des recouvrements U^ et U'^ considérés. On a donc en fait défini un
homomorphisme de A-modules
(6.7.10.4) ^E(X^, X(2); ̂ \ ̂ ) -> ̂ E(X^, X^2); ̂ (^), ^(^2)))

mais il est clair par définition des ^(^)) et en vertu de la commutativité de (6.7.10. i)
que cet homomorphisme est aussi un homomorphisme de (B^^Bg) -modules; comme
le second membre de (6.7.10.4) est formé de (B^B^) -modules, on déduit canonique-
ment de (6.7.10.4) un homomorphisme de (B^ Os^Bg) -modules
(6.7.10.5)

^(X^ X^; ̂ \ ̂ )^^W,) -^ (^(X'W, X^; uW\ u,W)

ce qui, compte tenu de (I, 1.6.5) n'est autre que l'homomorphisme cherché (6.7.10.2)
dans le cas particulier considéré.

Il reste à passer au cas général en suivant les recollements de (6.7.1) et (6.7.2);
le second passage est immédiat; en ce qui concerne le premier, on considère comme
dans (6.7.1) des éléments ^eB,., et leurs images ^eB,', le produit tensoriel g==gi®g2
dans B==Bi®^B2 et son image g^g^g^ dans B'=B^B2, et tout revient à utiliser
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Fisomorphisme canonique (M®^)g^Mg(S)^ B^ (Oi, 1.5.4); nous laissons les détails
au lecteur.

(6.7.11) La théorie des hypertor globaux, développée ci-dessus pour deux
S-morphismes X^-^Y^ et deux complexes ̂  de Modules quasi-cohérents limités
intérieurement, s'étend aussitôt au cas général suivant : on a un préschéma S, une famille
finie de S-préschémas Y^ (î'el), une famille finie de S-morphismes séparés et quasi-
compacts f^ : X^ —^Y^, et pour chaque i un complexe de (Q ^-Modules quasi-cohé-
rents ̂  limités inférieurement. Si Y est le produit des S-préschémas Y^, on définit
alors pour chaque entier neZ, un ^y-Module quasi-cohérent îwl((/,),çi; (^^çi),
ces Modules formant un ê-foncteur covariant en chacun des complexes S^^\ en outre,
ce foncteur est F aboutissement commun de six foncteurs spectraux ^(C/^çi; (^hei)-
Nous laissons au lecteur le soin de répéter pour ce cas général les définitions et les raison-
nements faits ci-dessus pour I={i,2}. Notons simplement que lorsque I se réduit à
un seul élément, on retrouve Fhypercohomologie 9C\f, ̂ .) définie dans (6.2.7) (comme
on Fa déjà observé dans (6.7.4)). Lorsque I est l'intervalle i^i^m de N, nous écrirons

Ï^nr^f f f • ^W ^3(^h nrmr ^ny^ff f\ ' ^9^\ \^'nUlï • - • î J m ? ^ . 5 • • • 5 ^ . ) pOUr ^Orn\Ui)içïï ^. ) ie ï ) '

Proposition (6.7.12). — Les notations étant celles de ( 6 . 7 . 1 1 ) , soit ] une partie de I telle
que, pour ici —J, on ait X^ = Y^ == S, f^ étant réduit à l'identité, et ̂  égal au complexe réduit
au terme de degré o égal à 0^. Il y a alors un isomorphisme canonique de ()-foncteurs

(6.7.12.1) ^((/.^i; (^)<ei) ̂ ^((^j; (^ej).

On peut se borner à définir cet isomorphisme lorsque S et les Y^ sont affines, le
recollement se faisant comme d'ordinaire. Pour zel—J, on peut prendre le recou-
vrement U^ formé du seul ensemble S, et alors L^ == G* (U^, ̂ )) est réduit à son seul
terme de degrés (o, o), égal à F(S, <^g) ==A(S) ; Fisomorphisme (6 .7 .12 .1 ) est alors
évident.

Remarque (6.7.13). — Les notations étant celles de (6.7.3), considérons le
S-isomorphisme canonique Y^ XgY^-^Y^XgY^ (I, 3.3.5); alors l'image par cet iso-
morphisme de ^(/i,^; ̂ \ ̂ .2)) est ^rf(/2, /i : ̂ 2), ̂ 1)) ; la question étant locale,
on est ramené au cas envisagé dans (6 .6 .2)3 et si on désigne par M^. une résolution
projective de Cartan-Eilenberg de L^ ( î= i , 2), Fisomorphisme considéré transforme
M^.OO^M^J. en M^J. ®^ M^., d'où notre assertion en considérant Fhomologie des
complexes simples associés à ces tricomplexes.

6.8. Les suites spectrales cTassociativité des hypertor globaux»

(6.8.1) Les hypothèses et notations étant celles de (6.7.11) (et en particulier
les ^) étant supposés limités inférieurement, supposons donnée une partition (ly)yç.j de
l'ensemble d'indices I; nous nous proposons de donner une relation d' « associativité »
entre les hypertor ^or^((^)^i; (^.^ei) e^ chacun des hypertor « partiels »

<^r _^nv^ff-F} • f^^} }^ •]~ ̂ or. \\Ji)içï.f l ^ . ^e i y *i 1
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Pour simplifier l'écriture, nous nous bornerons au cas où 1 est l'intervalle i ^z^m, et
où la partition (ïy) se compose des deux intervalles { i , 2, . . ., r} et {r + i, ..., m}.

Proposition (6.8.2). — // existe un fondeur spectral canonique birégulier (dit « foncteur
spectral d'associativité ») noté

^(/i. ...,/.; ̂  •.., ̂ w)) (ou simplement (̂/,, •••,/.; ̂ \ . . .^w)))

dont V aboutissement est îwf(./^, ..., f^\ ̂ \ . . ., ̂ w)), et dont le terme Eg est donné par

^^^^M/l» ...,/,;^l), ...,^M), %<(/.+!, ...,/„; ̂ r+l), ...,^OT))).

Dans cet énoncé, on a identifié canoniquement Y au produit Z^ XgZ^, où
Z^Y^ XgY^ x . . . XgY^, et Z^Y^ Xg .. . XgY^. Nous nous bornerons au.
cas où S et les Y^ sont affines; on passe de ce cas particulier au cas général par les méthodes
développées dans (6.7.1) et (6.7.2)3 et nous laissons les détails du raisonnement (sans
difficulté) au lecteur. Nous démontrerons donc le

Corollaire (6.8.3). — Soient A un anneau^ S=Spec(A), X^ {i^i^m) des S-schémas
quasi-compacts et, pour chaque i, soit ̂  un complexe de O^ï)-Modules quasi-cohérents limité
intérieurement. Il existe un fondeur spectral canonique birégulier ayant pour aboutissement

Tor^X^, ..., X^; ̂ \ ..., ̂ w))

et dont le terme Eg est donné par

(-)E^-^^®,^Tor^To<(XW, ..., X^; ̂ \ ..., ̂ ),
TrtyS/v(r+l) V(w). ^(r+l) ^»N\\

0 ̂  3 ' • • 3 5 • 5 • • * 5 • ^/

Suivant la définition donnée en (6.6 .2)3 le calcul de Fhypertor considéré se fait
en prenant pour chaque i un recouvrement ouvert affine fini U^ de X^, en considérant
les bicomplexes L^== C^U^, ̂ )), une résolution projective M^. de Gartan-Eilenberg

w
de chacun de ces bicomplexes (au sens de (0, 11.7. i)) , le produit tensoriel M... = ® M^
de ces tricomplexes, et en prenant Phomologie de M.... Considérons M... comme un
complexe simple N., produit tensoriel des deux complexes simples

N:^®Ml, N^JI^Ml,

où N^ et N^ sont gradués par la somme des degrés totaux des M^.. En outre, les A-modules.
des complexes N^ et N^ sont projectifs, donc il résulte de (6.5.9) que l'on a
H. (M...) =Tor^(N^, N^); la suite spectrale cherchée n'est autre alors que la suite
(6.3.2.2) appliquée aux complexes N^ et N^, compte tenu de l'interprétation des modules
d'homologie de ces complexes qui résulte de ce qui précède (quand on applique les remarques
du début à chacun des produits partiels X ^ X s X . . . XgX^ et X^^Xs X . . . XgX^).
Enfin, les propriétés de régularité résultent de (6.3.2) et du fait que, les ̂  étant limitée
intérieurement, il en est de même des M^. ; par suite, N^ et N^ sont limités inférieurement.
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6.9. Les suites spectrales de changement de base dans les hypertor globaux*

(6.9.1) Les hypothèses et notations étant toujours celles de (6.7.11) (et en parti-
culier les ̂ ) étant supposés limités intérieurement), considérons un morphisme g : S' ->S
de préschémas, et posons Y"' ==Y^), X'^ == X^ et ^=^©0 ^g,, ^ étant
donc un complexe de (9^, ̂ -Modules quasi-cohérents; soit f[==(f^^.. : X'^ —^Y'^, qui
est un morphisme séparé et quasi-compact (I, 5.5.1 et 6.6.4). Nous nous proposons
d'étudier les relations entre les ^'"Modules quasi-cohérents V>or^ '(C/deiî (^^ei)
et ^((/,),eI;(^^)),eI)(x)(9^s'. où Y'^YXgS^Y^. Un cas particulièrement
simple est le suivant, qui se réduit à (1.4.15) lorsque 1 se réduit à un seul élément et ̂ .
à un seul module :

Proposition (6.9.2). — Si le morphisme g : S'-^S est plat, on a un isomorphisme canonique
de S-foncteurs {en les ̂ )) :

(6.9.2.1) ^((/^ei; ( î)^A ̂  ̂ '((/^ei; OTzci)-

On peut encore se borner au cas où S, S' et les Y^ sont affines, le recollement se
faisant suivant les méthodes de (6.7.1) et (6.7.2). Soient S=Spec(A), S'=Spec(A'),
et prenons pour chaque i un recouvrement ouvert affine U^ de X^; si u^ : X'^—^X^
est la projection canonique, z/^U^) est un recouvrement ouvert affine de X'^ (DE,
ï .5-5) . q^ nous noterons U^; il est clair alors que G9[Ut{^\^t^ =G9^\^)®^^t,
et l'existence de l'isomorphisme (6.9.2.1) est immédiate, car si M^. est une résolution
projective de Gartan-Eilenberg de L^ =G•(U(^), ̂ f) au sens de (0, 11.7.1), formée
de A-modules, M^.®^A' est une résolution projective de Cartan-Eilenberg (au même
sens) de L^^A' formée de A'-modules, en vertu de l'hypothèse que A' est un A-module

m, m
plat; cette même hypothèse montre en outre que H.(® (M^.®^A/))=H.(® M^J^A'.

z== 1 i=l

On notera que lorsque I est réduit au seul élément i, la formule (6.9.2.1) se déduit
directement de (6.7.7), appliqué en prenant Yg == Xg = S', f^ = ig., et le complexe ̂ 2)

réduit à son terme de degré o, égal à (P^ ; on sait alors que Phypercohomologie ^(^(ig,, 6?g/)
est nulle pour tout T Z + O et se réduit à (5^, pour n=o (6.2.1).

Dans le cas général, nous allons introduire à la place de O^, un complexe Sl\ de
(5g/-Modules quasi-cohérents limités inférieur ement^ de sorte que si, pour simplifier, on
prend I =={ i , 2, . . ., m}, on peut considérer le ê-foncteur

çSm^f f f T • ^(1) ^(w) ^f}
^y.Ulï ' ' •5Jm5 ^'î ^. 5 • • - 5 ̂ . 3 ^J-

Proposition (6.9.3). — II existe trois fondeurs spectraux canoniques biréguliers notés
^C/L ••• îX^^1^ ...î^^^) (^^ t=e, f ou f) ayant pour aboutissement commun

^^(/i? • • ">fm^ ls'^^\ ' • • ? ̂ ^î ^0 ^ ^^ ̂  ^rm^ ̂  J'̂ ^ respectivement
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{e)^ -^©^^(^(/l- • -J-^ • • .^.^W)

(/)^==^^^.®-^^^<^<^- IS';^^), ...,

• • .̂ <(/̂  is'; ̂ \ ̂ ^ ̂ (^))

^^-^^.©g^^^/î. •••./.. IS';^^,^. ...^<(^^^)^:)

La suite (^) n'est autre que la suite cTassociativité de (6.8.2) pour r==m. Pour
définir les deux autres suites spectrales, on va encore se limiter au cas où S, S' et les Y^
sont affines, le passage au cas général se faisant par les méthodes de (6.7.1) et (6.7.^)
et étant laissé au lecteur. Nous démontrerons donc le

Corollaire (6.9.4). — Soient A un anneau, A' une A-algèbre, S = Spec(A), S' = Spec(A'),
X^ (i^i^m) des S-schémas quasi-compacts et pour chaque i, soit X'^ == X^, qui est un
S'-schéma quasi-compact. Pour chaque i, soit ̂ ) un complexe de Q^i)-Modules quasi-cohérents ;
soit enfin ÇY. un complexe de A'-modules, ces complexes étant limités inférieur ement. Il existe trois
fondeurs spectraux biréguliers en les ̂  et en Q',, ayant pour aboutissement commun

Tor^X^, .... X^, S'; ̂ \ ..., ̂ m), Q'.)

et dont les termes Eg sont respectivement
(e)%-^©^T<(T<(xw • - x(^ ̂  • • - ̂  H (̂Q:.))

^-^ç^.®^^^^0^^01-^^ s^ ̂  ̂  • • -
Tnr8 fX^ S'-^(m) (0 \ H {C^'\\. . ., Aor^^ 30 , ^ . , c/g/j, rig^^^^s<cj;

(np2 _ Çp) Tnr^fX^ V-'N Q'. ^nr8 ̂ (1) ^ 't Tnr^ ( ̂ {m} (0 \ 0' ^—Pî"^^.^ ^g---01-?^^- î - - - ? ^ 5 0 5 ̂ ^q^. î ^S'^ • • • ? tyorg^^• î ^S'J? ^J-

Nous ne reviendrons pas sur le premier de ces foncteurs spectraux, qui a été traité
dans (6.8.3) et n'est inclus ici que pour mémoire. Pour définir les autres, considérons
pour chaque i un recouvrement ouvert affine fini U^ de X^, et, si ^ : X'^—^X^ est
la projection canonique, le recouvrement ouvert affine fini correspondant IT^^^^U^).
En vertu de (6.6.6), W.^X^, . . ., X^, S'; ̂ 1), . . ., ̂ w), Q:.) s'obtient en prenant
pour i^i^m une résolution projective de Cartan-Eilenberg M^. de L^ =G•(lt(^),^^))
(au sens de (0, 11.7. i ) ), considérant le tricomplexe M... == M^.®^ M^.® . .. ®^ M^®^ Q;.
(où Q'. est considéré comme un tricomplexe dont les deux derniers degrés se réduisent à o),
et en en prenant l'homologie. Si l'on pose M^^M^.O^A', on a (en se rappelant
que ÇV. est un complexe de A'-modules) M...= M^®^ M^® . . . ®^ M^0^ Q'.. Or,
considérons chacun des complexes M^ comme un complexe simple (pour son degré
total) et notons que ce complexe est formé de A'-modules projectifs', il résulte de (6.3.7)
(étendu à un nombre quelconque de complexes) que H. (M...) est aussi égal à
Tor^M^, .. ., M^, Q'.) ; c'est donc (6.5.15) l'aboutissement d'une suite spectrale
ayant les propriétés de régularité voulues (les trois degrés de M^. étant limités intérieu-
rement lorsque ^w est limité inférieurement) et dont le terme E^ est donné par

^^...^^W^ • • •' ̂ J^')'H^^'.))-
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On a d'ailleurs ^(M:^^^^^.®^)-^^^, S';^, ̂ ) en vertu de
la définition des hypertor globaux, ce qui donne la suite (/) cherchée. On peut d'autre
part considérer M^ comme un bicomplexe dans lequel le premier degré est la somme du
premier et du second degré du tricomplexe M^., le second degré étant le troisième degré
de ce tricomplexe; comme les modules formant les M^J sont des A'-modules projectifs,
la théorie générale de l'hyperhomologie montre que l'homologie du bicomplexe
M^^M^®.. .^A.'^y^A'Ql. est canoniquement isomorphe à son hyperhomologie
(0, n.6.5); c'est donc F aboutissement d'une suite spectrale de terme Eg égal à

E2 == © Tor^fH^'IVr^ H11 (M'^} H11 ( 0 ' } }^ q.+^.+q^,=q P ^^lvl---^ • • • ' ^J1'1--- ^ ̂ q^^.))'

Or, comme le second degré de Q'. se réduit à o, on a H^Q^J^o pour n^o
et H^I(Q/.)=Q'.; la formule précédente s'écrit aussi

E 2 — - @ Tor^fHPfM'^ H11 fM'^ 0">ILIpq~q,+ ..^.q^=q'•orp ^qA^^h - ' • ? ^q^^1-... ) •> ^J-

En outre, on a HçI(M^)==HIçI(M(l®AA/)=Tor^(L^, A') en vertu de (6.3.4);
mais L^^G^U^, ̂ )), somme directe des F(V, ̂ )), où V parcourt les intersections
(affines) de j+i ensembles du recouvrement U^; si V'^z/^^V), V est affine dans
X'^, et il résulte de (6.4.1.1) que l'on a

r(V, ̂ (^ ̂ -Tor^I^V, ̂ ), A')

d'où pour le bicomplexeH ^(M^.^) l'expression

G-(U^^(^,^))

ce qui donne finalement l'expression cherchée pour le terme Eg de la suite (//). Le fait
que cette suite soit birégulière sous les conditions indiquées se vérifie comme d'ordinaire,
tenant compte de ce que, si ̂  est limité inférieurement, tous les degrés de M^ sont
limités inférieurement.

Remarque (6.9.5). — On voit comme dans (6.7.6) que le remplacement des ^)

et de &[ par des complexes qui leur sont respectivement homotopes ne change pas les
suites (^), (/) et Çf) à un isomorphisme canonique près. En outre, pour la suite (f), des
homomorphismes ^—^âê^, ^->S~\ de complexes qui donnent des isomorphismes en
homologie J .̂̂ ) ̂  J^^), <(^:) 2? ̂ (^) fournissent un isomorphisme de
.suites spectrales ̂ (/,, ...^y,;^ . . ., ̂ , ̂ ) ̂  ^<?(/,, ...,/,:^, ...,^,^:);
la démonstration est la même que pour (6.7.6) en tenant compte du résultat de (6.7.6)
et de la régularité de la suite (/).

Corollaire (6.9.6). — Sous les conditions de ( 6 . 9 . 1 ) 3 supposons que :
i° Les complexes ̂  sont formés de Modules plats sur S, et les (9 ̂ -Modules

^(f,,...,^;^,...,^)
sont plats sur S.

2° Les ̂  et ̂  sont limités inférieurement.
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On a alors, en posant ^^=^^0 (P^, des isomorphismes canoniques fonctoriels

(6.9.6.1) %<(//, ...,/„ is,;̂ , ...,^,J2:) ^
^,^®,^^(/i, ...,/,; ̂  ...^^s^W

En particulier, pour â[ réduit à un seul terme y de degré o, on a des isomorphismes cano-
niques fonctoriels

(6.9.6.2)
^^'(f f T • ^/(1) ^/(w) ^r^ ^ ÎSny8^ f f ' ÛfiW ^(m)^ (yv)ul n \J 1 5 • • •3J w î ^ S ' î ^. ? • • - 5 ^ . ï ^ ) —> ^^nUl? • • • ? Jm5 ̂ . 5 • • - 5 ̂ . y^0^

b

^ j&/^y particulièrement, pour y == (0^,,
/6 o 6 Q^ î^r^f f f • ^/(1) ^(^h /^ îs/iy8^ f f • ^(1) '̂ ( '̂î  /r?^u.y.u.j^ ^Wn U 1 5 • • • 5 j m 5 t^. 5 • • • 5 t^. J -> ^^nlJlî • • • îJwî ^ . ? • • • 5 ^. J^^g^S'-

L'hypothèse de platitude sur les Modules composant les ^ entraîne que les
complexes ^or8^^, Q^ sont nuls pour y=t= o (6.5.8). La suite (/') est donc dégénérée;
l'hypothèse 2° entraîne d'ailleurs qu'elle est birégulière (6.9.3), donc le edge-homo-
morphisme
(6.9.6.4) ^(/i, ...,/„ is,;^, ...,̂ :̂) ̂ ^=

-^orl\f[, ...,/„ î  ̂ , .. .^:^^)

est bijectif (0, n. i .6) . L'hypothèse de platitude sur les Modules
^nrs( f f ' ^(1) ^{m)\^•n Ul 5 • • • 5 Jm î ^ .̂ ? • • • 5 ty. J

entraîne que (e) ê^ = o pour ^ =)= o (6.5.8). La suite (e) est donc aussi dégénérée, et
comme elle est birégulière, le edge-homomorphisme

(6.9.6.5) ^(/i, .. .,/„ ig, ; ̂ \ ..., ̂ \ ̂ ) ̂ ^=
=,^®^ ®^(/i, ..., /,; ̂ , ..., W^^W

est bijectif (0, n . i .6) ; d'où, en combinant les deux isomorphismes précédents, l'iso-
morphisme (6.9.6.1). L'isomorphisme (6.9.6.2) s'en déduit trivialement, puisque
l'on a alors J^(j^)=o si ^4=0 et ^{^)=y. Enfin, le cas y =(9^, dans (6.9.6.2)
donne l'isomorphisme (6.9.6.3)3 compte tenu de (6 .7 .12) . '

Corollaire (6.9.7). — Sous les conditions de (6.9.1), supposons S et S' affines, et
supposons donné pour chaque i un entier d, Çi^i^m). Il existe alors un entier N ne dépendant que
de S, des X^ et des d^, ayant la propriété suivante : pour tout entier n^, on a des isomor-
phismes canoniques (6.9.6.3) pour n^n^ et pour tout système de complexes ^} vérifiant les
conditions suivantes : 10^=0 pour k<d,; 2° ^ est plat sur S pour Â;<^+N;
3° ^CA, . . ., ̂ ; ̂ 1), .... ̂ w) est plat sur S pour q<n, + N.

Supposons ^ plat sur S pour k<r; alors ^or^^, ̂ g,) =o pour k<r et
^^o; calculons

(6.9.7.1) %<(/{, ...,/;; ̂ (^^s'), ...,^<(^^))
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par la méthode de (6.6.2), à l'aide de l'image réciproque d'un recouvrement affine
fixe U^ de X^ (i^m) (indépendant de S' et des ^); les termes L^ sont nuls
pour j<—N, (ne dépendant que de U^) ; si l'un des q, n'est pas nul, le complexe simple
dont l'homologie de degré p est (6.9.7.1) a ses termes nuls pour tous les degrés

m

<r+ 2^— 2 N,, donc (6.9.7.1) est nul pour p<r—N, en désignant par N le plus
? • t 1=1. ^

grand des nombres 2 N,— 2 ^. On en conclut que l'on a ^^=0 pour q^o et

^<r—N; comme d'autre part ^'^^=Q pour ç<o, on voit que le edge-homomor-
phisme (6.9.6.4) est bijectifpour n<r—N (M, XV, 5.6) (pour J2:=^,). En second
lieu, si %^(/i, . . .J^^\ . . ..^w)) est plat sur S pour q<r, on a ^^o pour
^+o et q<r; par ailleurs ^j^o pourjîKo, donc le edge-homomorphisme (6.9.6.5)
est bijectifpour n<r, ce qui achève la démonstration.

Le cas le plus important de (6.9.3) dans les applications est celui où m=i,
^ étant réduit à un seul terme y de degré o; nous l'énoncerons à nouveau dans ce cas
en vue de références ultérieures (1) :

Proposition (6.9.8). — Soient S un préschéma, g : S' —^S un morphisme, f: X->Y
un S-morphisme séparé et quasi-compact de S-préschémas, .̂ un complexe de Q^-Modules quasi-
cohérents limité intérieurement, y un Q^-Module quasi-cohérent. Il existe deux fondeurs spectraux
biréguliers en ̂ . et y, à valeurs dans la catégorie des 0^ -Modules quasi-cohérents, ayant même
aboutissement ̂ ori (/, is' ; ̂ ., e^'), et dont les termes Eg sont

(6.9.8.1) '^^or^C-^f,^),^)

(6 9 8.2) "S^=3i-^ï1, ̂ (^, j^)),
où f^fis') :X(S,)-^Y(S,).

Les suites en question peuvent aussi s'obtenir, non en partant de (6.9.3), mais des
suites (a) et (&') de (6.7.3) pour X^X, Y^Y, X^Y^S', f^f, f^= ig,.
Lorsque S =S'= Y, Y étant affine, on obtient deux suites spectrales de termes Eg égaux à

(6.9.8.3) '^-^<(^-V,^),^)
(6.9.8.4) ^=^V, ̂ <(̂ ., ̂ -))

aboutissant (en vertu de (6.7.6)) à l'hypercohomologie ^'f/, ̂ .^y^) du foncteur/
par rapport au complexe ^.^y^ de fix-1^10^1^? P0111* tout ^-Module quasi-cohérent
et Y-plat y (ou pour tout ^y-Module quasi-cohérent y lorsque .̂ est formé de
fi^x-Modules Y-plats), qui sont distinctes de celles de (6.2.1).

Corollaire (6.9.9). — Sous les conditions de (6.9.8), supposons que le complexe .̂ soit
limité inférieurement, formé de Modules plats sur S, et que les Q^-Modules ̂ {f, ̂ .) soient plats
sur S.

(1) Le cas traité dans (6.9.8), et en particulier les suites spectrales (6.9.8.3) et (6.9.8.4), nous avaient
été signalés en 1957 par J.-P. Serre.
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On a alors des isomorphismes canoniques fonctoriels

(^S-S.i) ^(//, ig,;^:, ̂ -/) ̂  X^C/,^.)®^'

où ^=^(g)^,; en particulier, pour y =.(9^., on a des isomorphismes canoniques fonctoriels

(^^•a) ^v',̂ :) ̂ <^v,^.)®^.
C'est le cas particulier m = = i de (6.9.6). Plus particulièrement :

Corollaire (6.9.10). — Soient S un préschéma, f:X-^Y un S-morphisme séparé et
quasi-compact de S-préschemas, ̂ . un complexe limité inférieur ement, formé de G^-Modules quasi-
cohérents, plats sur S. On suppose en outre que les 0^-Modules ^{f, ̂ .) soient plats sur S.
Pour tout SES, notons X, et Y, les fibres X^kÇs), Y®g^), f,:X^Y, le morphisme
/Xgi, ^ le complexe ^.®^M de 0^-Modules. On a alors des isomorphismes canoniques
fonctoriels

(C^.IO.l) ^{fs.^.} ̂ ^(/^J^^M.

On a donc, moyennant des hypothèses de platitude convenables, un cas où la
formation des foncteurs dérivés R^^) « commute au passage aux fibres », que nous
retrouverons par une autre méthode au § 7.

6.10. Structure locale de certains foncteurs cohomologiques.

Proposition (6.10.1).— Soient S=Spec(A) un schéma affine, Y^Çî^n) une famille
finie de S-schémas affines, plats sur S; pour chaque i, soit f, : X^-^Y^ un S-morphisme séparé
et quasi-compact, et soit ffi^ un complexe de Q^-Modules quasi-cohérents limité inférieur ement.
Soit Y le produit des S-schémas Y^. // existe un complexe .̂ de 0^-Modules quasi-cohérents et
plats sur S, ayant la propriété suivante : pour tout S-schéma affine S'et tout complexe de G ̂ .-Modules
quasi-cohérents &\ limité intérieurement, il y a un isomorphisme

( 6 . 1 0 . 1 . 1 ) WC/i, ...,/„ ig/;^, ...,^w),^:)^^(^.®^)

qui est un isomorphisme de ^-foncteurs en J^. En outre, pour tout S-morphisme u : S^-^S' de
^-schémas affines, le diagramme

^(/i, .. .,/„ ig.; ̂ 1), ..., ̂ , j2:) ^ <(^.®^ :̂)
s

(6.10.1.2)

^ ^
^^(/l, . . .,/n, IS-; ̂ \ . . ., ̂ :\ UW) ^ <(^.®<,/(J2:))

{où les flèches verticales sont les ÇiyX^-morphismes canoniques définis dans (6.7.10)) est
commutatif.
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Calculons les hypertor par la méthode de (6.6.2)3 en tenant compte de la remarque
(6.6.6); avec les notations de (6.6.2), chaque L^ est un bicomplexe de A^-modules,
en désignant par A, l'anneau de Y^; il admet donc une résolution de Cartan-Eilenberg
projective M^. (au sens de (0, 11.7.1)) formée de ^-modules, et en vertu de (6.6.6),
le premier membre de (6.10.1.1) est canoniquement isomorphe à H.(M...(x)^Q^), où

M...=M(.1.).®AM(.2.).®...®^M(.^ et ^==^.. Comme, par hypothèse, les anneaux A,
sont des A-modules plats; les M^. sont des tricomplexes de A-modules plats (Oj, 6.2.1),
et il en est de même de M...; en outre, si B est l'anneau de Y, produit tensoriel des A^
M... est un tricomplexe de ̂ -modules ; le complexe .^.==(M...)^ de ^y-Modules (où M,,,
est considéré comme complexe simple) répond donc à la question, comme il résulte aisé-
ment de (6.7.10).

Corollaire (6.10.2). — Dans Vénoncé de (6.10. i), on peut supposer .̂ limité inférieure-
ment. Lorsque les ̂  sont limités supérieurement et les Y^ de dimension cohomologique finie, on
peut supposer SS^ limité supérieurement.

La première assertion résulte de ce que les trois degrés de chacun des M^. sont
limités inférieurement; d'autre part, si les anneaux A^ sont de dimension cohomologique
finie, le troisième degré de chacun des M^. ne prend qu'un nombre fini de valeurs, et
il en est de même par construction de son premier degré (6.6.2); comme son second degré
est limité supérieurement s'il en est ainsi du degré de ̂  (6.6.2), la seconde assertion
en résulte aussitôt.

Remarques (6.10.3). — (i) Avec les notations de (6.10.1), ^(^.®s<^) est iso-
morphe à %or.(<^., ̂ ) puisque ̂ . est formé de (îy-Modules S-plats (6.5.9); il est donc
(6.5.4) l'aboutissement d'une suite spectrale régulière de terme Eg donné par

(6.10.3.1) -^@^or^W,^,W)^pq

qui n'est autre que la suite spectrale (e) du changement de base (6.9.3).
(ii) Soit ̂  un second complexe de ^"Modules quasi-cohérents, plat sur S, et

soit g\^->Sl, un homomorphisme de complexes tel que ^.{g) : ̂ .(^)->c^(^)
soit un isomorphisme. Alors, en vertu de (6.3.3) et (6.5.9), on déduit de g un isomor-
phisme de â-foncteurs en JT : ̂ (^:®s^) ^^(^.(g)^) tel que le diagramme

J :̂® :̂) ^ <(^(x)gj2:)

<(^:®^(J2:)) ^ ^.^®^W)

soit commutatif. Cela prouve donc que le complexe ̂ . n'est pas entièrement déterminé
par les propriétés de (6.10. i).
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(iii) Dans la démonstration de (6.10.1), on peut supposer les M^. formés de
A,-modules libres (comme il résulte aisément de la démonstration de (0, 11.5.2.1)
« dualisée ») ; les M^.®^B sont alors formés de B-modules libres, et comme M... est
égal à leur produit tensoriel sur B, on voit qu'on peut supposer en outre dans (6.10. i)
que <^. est associé à un complexe de B-modules libres. En outre, en vertu de (M, XVII,
1.2), le tricomplexe M... dépend fonctoriellement de chacun des bicomplexes L^ (donc
de chacun des ̂ \ lorsqu'on fixe un recouvrement fini de chacun des X^), les « mor-
phismes » de tricomplexes devant être ici entendus comme les classes d'homomorphismes
pour la relation d'homotopie; d'ailleurs, le remplacement d'un recouvrement de X^
par un recouvrement plus fin donnant lieu pour les L^ à des homomorphismes définis
précisément à homotopie près (6.6.8), on voit finalement qu'avec la convention précé-
dente pour les morphismes, le tricomplexe M... est MU fondeur en chacun des ̂ \ Nous
préciserons cette dépendance fonctorielle, et notamment le comportement de ̂ . relati-
vement à des suites exactes o->^-^^->^-^o de complexes, dans le chapitre
consacré à une algèbre générale de foncteurs cohomologiques, mentionné dans (6.1.3).

Scholie (6.10.4). — Le fait que .̂ est formé de 0^-ModïiÏ.es S-plats entraîne
aisément que ^.(^.®s°^0 est un foncteur homologique en Sl\ (voir le raisonnement
de (7.7.1)) . C'est cette propriété qui, ainsi qu'on l'a mentionné en (6.1.1), est la
motivation de l'introduction de l'hypertor. Posons en effet

X^X.XgX^X ... XgX,, /=/i Xg/2 Xg . . . Xg/,, ^=^®s^2)(x)...®g^

X'^XXgS', Y'-YXgS', /'=/xgig,;

les problèmes de changement de base amènent à étudier l'hypercohomologie ^0^.®g^')
en tant que foncteur par rapport au ^g,-Module quasi-cohérent J^', ou encore l'hyper-
cohomologie ^(^.®s^) comme foncteur en le ^g-Module quasi-cohérent ̂ T. Lorsque
les ̂ ) (donc aussi ^.) sont S-plats, il résulte de ce qui précède et de (6.7.6) que ce
foncteur est bien un foncteur cohomologique en ^V \ mais il n'en est plus de même lorsqu'on
ne fait plus l'hypothèse de platitude sur les ̂ \ et l'on ne peut plus alors aborder l'étude
de ^(^.O^g^) par les méthodes usuelles de l'Algèbre homologique.

Nous aurons toutefois surtout à utiliser le cas où n= i, Y=S et où .̂ est formé
de ^x-Modules Y-plats. On a dans ce cas le

Théorème (6.10.5). — Soient Y=Spec(A) un schéma affine noethérien, f : X->Y
un morphisme propre, <^. un complexe de 0^-Modules cohérents, plats sur Y, limité inférieurement.
Il existe alors un complexe oSf. de Q^-Modules, limité inférieurement, dont les termes JSf, sont des
(Py-Modules de la forme 0^, et un isomorphisme
(6.10.5.1) 9€\f, ̂ .(g)̂ .) ̂  ̂ (JSf.OO^.)

de ()-foncteurs en le complexe 3,, de Q^-Modules quasi-cohérents, limité inférieurement. En outre,
pour tout morphisme u : Y' ->Y, on a, en posant

X' = X^), // = f^ , ^ = ̂ ®y ̂  , ^: = U^.)
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(qui est un complexe de O^.-modules localement libres de type fini), un isomorphisme

(6.10.5.2) <?e•(//,^:®Y,J2:) ^<(JSf:®Y^:)

de S-foncteurs en le complexe â[ de 0^,-Modules quasi-cohérents, limité inférieur ement, de sorte que
le diagramme

<^V^.®Y-2.) ^ <(^.®Y^.)

(6.10.5.3)

^V^^W) ̂  <(^:®Y^W)

soit commutatif.
L'application de (6.10.1) donne d'abord un complexe limité inférieurement

(6.10.2) ̂ . de ^"Modules quasi-cohérents et Y-libres (6.10.3, (ii)) et un isomorphisme

(6.10.5.4) 9€\f,^®^ ^^:(^.®Y^.)

de cMFoncteurs en ^., mais a priori les termes de .̂ ne sont pas nécessairement des
^Y-Modules de type fini. Mais si l'on applique (6. i o. 5.4) au cas où J?. est un complexe réduit
à un seul terme 0y, on voit que ̂ .(̂ .) est isomorphe à 9€\f, ̂ .), et est par suite formé
de ^-Modules cohérents (6.2.5). On sait alors (0, 11.9.2) qu'il existe un complexe JSf.
limité inférieurement, formé de ^y-Modules associés à des A-modules libres de type fini,
et un homomorphisme J^f. ->^,, tels que l'homomorphisme correspondant pour l'homo-
logie, J^(°^.)-^^(^.) soit bijectif; d'où l'isomorphisme (6.10.5.1), en vertu de
(6.10.3, (ii)). Les autres assertions de (6.10.5) résultent de (6.10.1) et (6.10.3, (ii))
lorsque Y' est affine', dans le cas général, il suffit de vérifier que lorsqu'on considère un
recouvrement (VJ de Y' par des ouverts affines, et l'isomorphisme correspondant
(6.10.5.2) relatif à chacun des V^, les restrictions à un ouvert affine WcV^nVp des
isomorphismes correspondant à V^ et à Vp coïncident avec l'isomorphisme correspondant
à W, ce qui résulte de la commutativité du diagramme (6.10. i .2) appliqué aux injec-
tions canoniques W—^V^ et W->Vp.

Remarque (6.10.6). — Dans les chapitres suivants, nous appliquerons surtout
(6.10.5) au cas où .̂ est réduit à un seul ^-Module cohérent ^, plat sur Y. Gomme
on a alors ^(JSfJ^X-^/, ̂ ')=R-^(^') (6.2.1), on voit que les ^(Jâf.) sont
nuls pour n>o; nous verrons plus loin (7.7.12, (i)) qu'on peut alors supposer que oSf.
n'a que des termes de degrés ^o (donc en nombre fini), à condition de remplacer l'hypothèse
que les oSf^ sont associés à des A-modules libres de type fini par celle que les oS^ sont
localement libres de type fini.

Le complexe JS .̂ correspondant à un tel (P^-M-odule 3^ ne paraît posséder aucune
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propriété particulière, en dehors de la restriction précédente sur les degrés. On peut
alors se demander si inversement, étant donné un complexe J?. formé de 6\~Modules
associés à des A-modules projectifs de type fini, limité inférieurement et dont les termes
de degré >o sont nuls, il existe un Y-schéma X, projectifet plat sur Y et un ^"Module
localement libre ^r, tels qu'il y ait un isomorphisme ^€'(/, ^^y^.) ̂  ̂ .(^.^Y^.)
fonctoriel en ^. L'intérêt d'un tel résultat serait de réduire complètement la théorie
cohomologique des Modules cohérents et Y-plats sur des Y-schémas propres, à la théorie
« à homotopie près » des complexes de A-modules projectifs de type fini sur un anneau
noethérien A.

§ 7. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE BASE
DANS LES FONCTEURS HOMOLOGIQUES COVARIANTS DE MODULES

7 . i « Foncteurs de A-modules.

(7.1.1) Étant donné un anneau A (non nécessairement commutatif), nous note-
rons Ab^ la catégorie des A-modules à gauche, et nous noterons simplement Ab la catégorie
des Z-modules, identiques aux groupes commutatifs. Soit T : Ab^-^Ab un fondeur
covariant additif^ et soit M un (A, A)-bimodule'y T(M) est alors muni de façon naturelle
d'une structure de A-module à droite. En effet, pour tout aeA, notons h^ (ou simple-
ment AJ l'endomorphisme x->xa du A-module à gauche M. Par hypothèse, T(AJ est un
endomorphisme du Z,-module T(M) ; en outre, comme T est un foncteur covariant additif,
on a, pour aeA, beA,

T(AJ=T(A,oÂj-T(^)oT(AJ et T(Â,^)=T(^+^)=T(AJ+T(A,);

cela prouve que l'application {a,jy)->T[h^)(jy) est une loi externe de A-module à droite
sur T(M). En particulier, T(AJ est un A-module à droite.

(7.1.2) Lorsque A est un anneau commutatif, il résulte de (7 .1 .1) que pour tout
A-module M, T(M) est naturellement muni d'une structure de A-module; en outre,
si u : M—^N est un homomorphisme de A-modules, on a, pour tout aeA, uoh^ =h^ou,
d'où T(M)oT(Â^)==T(A^)°T(^), ce qui prouve que T(u) : T(M) —^ T(N) est un homo-
morphisme de A-modules; on voit donc que T peut être considéré comme un foncteur
covariant additif de la catégorie Ab^ dans elle-même. De façon précise, on a ainsi défini
une équivalence canonique entre la catégorie des foncteurs covariants additifs Ab^—^Ab
et la catégorie des foncteurs covariants A-linéaires T : Ab^->Ab^y c'est-à-dire tels que
T(Â^)=/^ rp^n pour tout aeA. Gomme le foncteur d'inclusion 1 : Ab^->Ab, faisant
correspondre à tout A-module le Z-module sous-jacent, est exact et fidèle, les propriétés
d'exactitude des deux foncteurs associés par l'équivalence précédente sont les mêmes.

(7.1.3) L'anneau A étant toujours supposé commutatif, soit B une A-algèbre (non
nécessairement commutative), et soit p : A->B l'homomorphisme d'anneaux corres-
pondant à cette structure d'algèbre; cet homomorphisme définit un foncteur covariant
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additif p^ : M-^M^ de la catégorie Ab^ des B-modules à gauche dans la catégorie Ab^
__ m

des A-modules. Par composition, on en déduit un foncteur T^) : Abg -4 Ab^ -> Ab,
évidemment covariant et additif, que nous noterons aussi T^ (pour des raisons typo-
graphiques) ou T®^B, et que nous dirons obtenu à partir de T par extension des scalaires
de A à B. Bien entendu, si B est commutative, on peut considérer T^ comme un foncteur
de Abg dans elle-même (7.1.2). Lorsque B est commutative, et G une B-algèbre, on voit
aussitôt que T(C)= (T(B))(C); il est immédiat que l'extension des scalaires estfonctorielle et
additive en T ; en outre, lorsque T commute aux limites inductives ou aux sommes directes
(resp. est exact à gauche, exact à droite, exact), il en est de même de T(B) : en effet, p est
exact et commute aux limites inductives et aux sommes directes.

(7.1.4) Supposons toujours A commutatif, et soit T un foncteur covariant additif
A-linéaire Ab^->Ab^, commutant aux limites inductives. Alors, pour toute partie multipli-
cative S de A et tout A-module M, on a un isomorphisme canonique fonctoriel de
A-modules
(7.1.4.1) TÇS-1]^) ^S-^M).

Supposons en effet d'abord que S soit l'ensemble des puissances^ {n^o) d'un
élément /eA. On sait alors que M^=limM^, où (My,, cp^J est le système inductif des
A-modules M^=M, avec cp^ : ̂ -^/^"^ (Oi, i .6. i ) ; d'où dans ce cas l'isomorphisme
(7.1.4.1) en vertu de l'hypothèse sur T; si ensuite S est quelconque, S^M est limite
inductive des Mp pour /eS (Oi, 1.4.5) et l'on conclut de la même façon. En outre, la
fonctorialité de l'isomorphisme (7.1.4.1) montre que c'est un isomorphisme de
S~1A-modules, et qu'on peut donc écrire, à un isomorphisme canonique près

(7.1.4.2) ^.^(S-^Î^S-^ÇM)^^-^).

Lorsque S==A—p est le complémentaire d'un idéal premier p de A, on écrit Tp
au lieu de T* \.^—p'

Proposition (7.1.5). — Sous les hypothèses de (7 .1.4) , si T^ est exact à gauche (resp.
exact à droite, exact) pour tout idéal maximal m de A, T est exact à gauche (resp. exact à droite,
exact).

On sait en effet que lorsque deux sous-modules N, P d'un A-module M sont tels
que N^==P^ pour tout idéal maximal m de A, on a N=P (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 3, th. i).

7.2. Caractérisations du foncteur produit tensoriel.

(7.2.1) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), M (resp. N) un
A-module à gauche (resp. à droite), P un Z-module. Rappelons que la donnée d'un
Z-homomorphisme v : N®^M—^P équivaut à la donnée d'une application Z-bilinéaire
u : N X M->P telle que u(ta, x)=u{t, ax) pour aeA, ^eN, xeM., les deux applications
étant reliées par v(t®x)==u{t, x). D'autre part, la donnée de u équivaut à celle d'un
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Z-homomorphisme x^f, de M dans Hom^N, P) tel que f^t)=f^(td) pour aeA, ^eN,
;veM, les deux applications étant reliées par u(t, x)==f^(t).

(7.2.2) Soit T : Ab^Ab un foncteur covariant additif. Nous allons définir pour
tout A-module à gauche M, un homomorphisme canonique fonctoriel en M, de Z-modules
(7.2.2.1) ^T(AJ(^M->T(M).

Il suffira pour cela, en vertu de (7 .2 . i), de définir un Z-homomorphisme x->t^Çx)
de M dans Honiz(T(A,), T(M)), tel que Pon ait t^ax}(y}=t^x){ya) pour aeA, xeM
et ^eT(AJ. Notons pour cela que Homz(T(AJ, T(M)) est canoniquement muni d'une
structure de A-module à gauche provenant de la structure de A-module à droite de T(AJ,
la loi externe étant telle que si aeA, v eîiom^T {A,), T(M)), {a.v)(y) =v[ya) pour
.^^(AJ. Cela étant, nous définirons ^ comme composé des deux homomorphismes
canoniques

M^Hom^(A,,M) -^ Homz(T(A,), T(M))

la seconde flèche étant l'application u->T{u), la première l'isomorphisme canonique
de A-modules x->Q^ tel que Q^)=ï,x pour ÇeA, xeM. On a 6^=6^, donc
T(6J=T(6,oÂJ=T(6JoT(ÂJ et par suite, pour j^T(AJ,

T(6JOO -T(6J(T(AJ^)) =T(6J(^)

par définition de la loi externe sur T(AJ, ce qui prouve l'existence de ^; il est immédiat
de vérifier que cet homomorphisme est fonctoriel en M, c'est-à-dire que pour tout
homomorphisme w : M-^M' de A-modules à gauche, le diagramme

T(A,)(x^M -^ T(M)

(7 .2 .2 .2) l®w T(w)

TÇA^M- —> T(M')ÎM'

est commutatif.
La fonctorialité de l'homomorphisme (7 .2 .2 .1 ) montre que lorsque A est commu-

tatif, c'est un homomorphisme de A-modules (cf. (7 .1 .2 ) ) .
(7.2.3) Lorsque A est commutatif, on peut plus généralement définir un homo-

morphisme canonique de A-modules

(7.2.3.1) T(N)®^M->T(N®AM)

pour tout A-module N; il suffit dans la construction de (7 .2 .2) de remplacer l'homo-
morphisme 6^ par l'homomorphisme de A-modules N-^N®^M qui à toutj/eN fait
correspondre jy®x. Il est immédiat que cet homomorphisme est fonctoriel en M et N.
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En particulier, si B est une A-algèbre (non nécessairement commutative), on a un homo-
morphisme fonctoriel en M

(7.2.3.2) (T(M))(B)=T(M)®^B->T(M®^B)=T^(M^)

qui, en vertu de la fonctorialité de (7 .2 .3 .1) en M, est un homomorphisme de ^-modules.
On a en outre le diagramme commutatif

?M

T(A)®^M T(M)

(7-2.3-3)

T(B)(BJ®^) —> T(B)(M(B))

où la flèche verticale de droite est F homomorphisme composé
T(M) ^T(M)®^B -> T(M®^B) =T^M^

de (7 .2 .3 .2) et de P homomorphisme canonique; quant à la flèche verticale de gauche
de (7.2.3.3) , c'est F homomorphisme T(A)®^M->T(B)(BJ®B(B®^M) =T^(BJ®^M
où T(A) ->T(B)(BJ ==T(B) est T(p), p étant considéré comme homomorphisme de
A-modules A—^B^].

Lemme (7.2.4). — Si T est un fondeur covariant additif de Ab^ dans Ab, commutant avec
les sommes directes^ F homomorphisme canonique t-^ ( 7 . 2 . 2 . 1 ) est un isomorphisme pour tout
A-module libre L.

En effet, on a L== ® L^ où L^ est isomorphe à Ag pour tout ael; la définition
de t^ donnée dans (7 .2 .2) montre que t^=@t^ , puisque

T: Hom^(A,, L)->Homz(T(A,), T(L))

est somme directe des applications Z-linéaires T^ : Hom^(Ag, LJ ->Hom^(T(AJ, T(LJ)
en vertu de l'hypothèse sur T. On est donc ramené à prouver le lemme pour L==Ag;
mais ^ n'est autre alors que l'isomorphisme canonique T(Ag)0^A^T(Ag) valable
pour tout A-module à droite.

Proposition (7.2.5). — Soit T un fondeur covariant additif de Ab^ dans Ab, commutant
aux sommes directes. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) T est exact à droite.
b) U homomorphisme canonique f^ (7 .2 .2 .1 ) est un isomorphisme pour tout A-module

à gauche M.
b'} T est semi-exact et P homomorphisme t^ est surjectif pour tout A-module à gauche M.
c ) T est isomorphe à un fondeur en M de la forme N®^M, où N est un A-module à droite.
Il est clair que b) implique c ) et que c ) implique a) ; montrons que a) implique b).
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Posons T'(M) =T(Ag)0^M pour tout A-module à gauche M. Il existe une suite exacte
L/->L->M->o, où L et L/ sont deux A-modules à gauche libres; comme T et T' sont
exacts à droite, on a donc le diagramme commutatif

T'(L') ->T'(L) ->T(M) ->o

îî.'

T(I/) -> T(L) -> T(M) -> o

où les deux lignes sont exactes; comme ̂  e! ̂  sont ^es isomorphismes en vertu de (7.2.4)3
il en est de même de ̂  par le lemme des cinq. Enfin, il est clair que b) entraîne b ' ' } . Pour
montrer que b ' } entraîne a) 5 il suffit de prouver le

Lemme (7.2.5.1). — Soient K, K ' deux catégories abéliennes, F, G deux fondeurs covariants
additifs de K dans K\ f: F—^G un morphisme fonctoriel (T, I, 1 . 2 ) tel que, pour tout objet E
de la catégorie K, f^ : F(E) ->G(E) soif un épimorphisme. Alors, si F est exact à droite et G semi-
exacte G est exact à droite.

Tout revient en effet à démontrer que pour tout épimorphisme v : E'->E dans Jî,
G(z/) : G(E') ->-G(E) est un épimorphisme; or, on a le diagramme commutatif

F(E') w F(E)

/E' U

G(E')
G{v)

^

G(E)

dans lequel F{v),f^' et^ sont des épimorphismes ; il en est donc de même de G(^).
Remarque (7.2.6). — Pour tout A-module à droite N, posons TN(M)==N®^M

pour tout A-module à gauche M, de sorte que T^ est un foncteur covariant additif de Ab^
dans Ab, exact à droite et commutant aux sommes directes. Si on identifie canonique-
ment T^(AJ à N, on vérifie aussitôt que Fhomomorphisme correspondant (7 .2 .2 .1 )
devient l'identité. On en conclut que le A-module à droite N de l'énoncé de (7.2.5, c))
est déterminé à un isomorphisme unique près et est canoniquement isomorphe à T(AJ.
On peut encore dire que les morphismes fonctoriels T->T(AJ et N-^T^ constituent
une équivalence (T, I, 1.2) de la catégorie des A-modules à droite et de la catégorie des
foncteurs covariants additifs Ab^Ab qui sont exacts à droite et commutent aux
sommes directes.

Proposition (7.2.7). — Soient A un anneau artinien à gauche, dont le quotient par son
radical m est un corps k. Soit T un fondeur covariant additif de Ab^ dans Ab, commutant aux
sommes directes. Les conditions de (7.2.5) sont alors aussi équivalentes à

d) T est semi-exact et l^homomorphisme T(s) : T(AJ->T(A) déduit de rhomomorphisme
canonique s : Ag —>k est surjectif,
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II est clair que la condition V ) de (7.2.5) entraîne d ) ; prouvons que d ) entraîne b ' ) .
Il existe un entier n tel que m^o; posons, pour tout A-module M, M^=m^M; nous
prouverons par récurrence descendante sur h que ^ est surjectif. La proposition est
évidente pour h==n; pour h<n, on a une suite exacte

o->M^i-^M^->MJM^,-^o

et l'hypothèse de récurrence entraîne que t^ est surjectif. D'autre part, MJM^i est
annulé par m et est donc un (A/m)-module, autrement dit est somme directe de
A-modules isomorphes à k. Pour prouver que ^/M^ i est surjectif, il suffit donc de prouver
que ^ l'est, puisque T commute aux sommes directes. Or, en vertu de la commutativité
du diagramme

T(AJ(^A,-\T(AJ

10s T(£)

T(AJ®^
îk

TW

et de (7.2.4), l'hypothèse d} entraîne que ^ est bien surjectif. Pour terminer la démons-
tration, il suffira de prouver que si l'on a une suite exacte o-^M/-^M-^>M/'-->o de
A-modules, telle que t^ et ^ sont surjectifs, alors t^ est surjectif. Or, on a un
diagramme commutatif

T'(M')—^T(M) —^ T(M") —> o

t^' t^"

T(M') -^ T(M) ̂  TÇM") —> Coker(T(.))

dans lequel les deux lignes sont exactes, en vertu de l'hypothèse que T est semi-exact.
Comme par l'hypothèse de récurrence t^, et ̂  sont des épimorphismes et que la dernière
flèche verticale est un monomorphisme, le lemme des cinq (M, I, 1.1) montre que ^
est un épimorphisme.

7.3. Critères cPexactitude des foncteurs homologiques de modules.

Proposition (7.3.1). — Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), T. un
fondeur homologique covariant (T, II, 2 . 1 ) de la catégorie Ab^ dans la catégorie Ab, commutant
aux sommes directes. Soit p un entier tel que Tp et Tp_^ soient définis. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Tp est exact à droite.
b) Tp_i est exact à gauche.
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c) Pour tout A-module à gauche M, Ï9 homomorphisme fonctoriel canonique (7 .2 .2 .1 )

( 7 . 3 . 1 . 1 ) T,(A,)(^M->T,(M)

est un isomorphisme.
d) Pour tout A-module à gauche M, F homomorphisme ( 7 . 3 . 1 . 1 ) est un épimorphisme.
e) Tp est isomorphe à un fondeur M-^N®^M, où N est un A-module à droite.
Si en outre les conditions de (7.2.7) sur A et m sont vérifiées, les conditions précédentes sont

aussi équivalentes à
f) U homomorphisme canonique Ty(s) : Tp(Ag)->Tp(A;) est un épimorphisme.
Comme par définition d'un fbncteur homologique, T^ est semi-exact pour tous

^ -y

les i tels que T^ soit défini, et que, pour toute suite exacte o-^M'-^M-^M^-^o, on a
Ker(T^_-^)) ==Goker(T^(y)), il est clair que a) et b) sont équivalentes et les autres
assertions résultent trivialement de (7.2.5) et (7 .2 .7) .

Corollaire (7.3.2). — Soit A ̂  anneau commuta tif. Avec les notations de (7 .3 .1) , suppo-
sons Tp exact à droite. Si f^A ^appartient à Vannulateur d) aucun élément +o d^un A-module M,
alors f n1appartient à Vannulateur d9 aucun élément +o de Tp__^(M). En particulier^ si A est intègre^
le A-module Tp_i(A) est sans torsion.

En effet, si h^ désigne l'homothétie x—^fx de M, l'hypothèse signifie que hf est
injectif; il en est donc de même de Tp_i(^) par la condition b) de (7.3.1).

Proposition (7.3.3). — Soient A un anneau, T. un fondeur homologique covariant de Ab^
dans Ab, commutant aux sommes directes. Soit p un entier tel que T^_i, Tp et Tp^^ soient définis.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Tp est exact.
b) T +1 et Tp sont exacts à droite.
c) Tp et Ty_i sont exacts à gauche.
d) T 4.1 est exact à droite et Ty_i est exact à gauche.
e) Pour tout A-module M, les homomorphismes canoniques

(7.3.3.1) T,(A^M->T,(M)

sont des isomorphismes pour i==p et i=p-\-ï.
e ' ) Pour tout A-module M, les homomorphismes canoniques (7 .3.3.1) sont des épimor-

phismes pour i ==j& et i ==p + i.
f) Pour tout A-module M, ^homomorphisme (7 .3 .3 .1) est un isomorphisme pour i==p

et T (Ag) est un A-module à droite plat.
f) Pour tout A-module M, r homomorphisme (7.3.3.1) est un épimorphisme pour i==p et

Ty(AJ est un A-module à droite plat.
L'équivalence des conditions a), b), c ) , d) résulte de l'équivalence des conditions a)

et b) de (7.3.1). L'équivalence de b), e) et e1 ) résulte de l'équivalence de a), c ) et d)
dans (7.3.1). Enfin, dire que Tp(AJ est plat signifie que le fbncteur M->Tp(AJ®^M
est exact à gauche; l'équivalence de a),f) etf) résulte encore de l'équivalence de a ) y
c ) , d ) dans (7 .3 . i ) -
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Corollaire (7.3.4). — Supposons A commutatif, Tp exact et supposons en outre que Tp(A)
soit un A-module de présentation finie. Alors la fonction x->r2ing^(T Çk(x))) est localement
constante dans X==Spec(A), donc constante si Spec(A) est connexe.

En effet, comme T^(A) est un A-module plat en vertu de (7.3.3,./)), il est projectif
de type fini, et (Tp(A))^ est donc un ff^-Module localement libre (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 5, n° 2, th. i ) ; on a en outre T^(fe(^)) =T^(A)®^(^) (7.3.3, e)} et Pon sait
que le rang au point x du A-module T^(A) est localement constant (loc. cit.), d'où le
corollaire.

Proposition (7.3.5). — Supposons que A soit un anneau artinien à gauche dont le quotient
par son radical m est un corps k. Alors les conditions de (7.3.3) sont encore équivalentes à chacune
des suivantes :

g ) Uhomomorphisme canonique T,(s) : T,(A^-^T,{k) est un épimorphisme pour i==p
et i =p + i.

h) Ty(s) est un épimorphisme et Ty(Ag) est un A-module à droite plat (ou, ce qui revient
au même (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5) un A-module
libre).

Supposons en outre que A soit commutatif et le A-module T' (k) de longueur finie d. Alors
les conditions précédentes équivalent aussi à chacune des suivantes :

i ) Pour tout A-module M de longueur finie, on a

(7 .3 .5 .1) long(T,(M))=rf.long(M).

j ) On a

(7.3.5.2) long(T^A))=rf.long(A).

L'équivalence de g ) et h) avec les conditions de (7.3.3) découle aussitôt de (7 .2 .7) .
Pour démontrer les autres assertions, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme (7.3.5.3). — Soient K, K' deux catégories abéliennes, F : K->K' un foncteur
covariant additif ; on suppose que F soit semi-exact, et que, pour tout objet simple S de K, F (S) soit
un objet de longueur finie dans K1. Alors, pour tout objet E de longueur finie dans K, F(E) est de
longueur finie dans K ' . Pour toute suite exacte o-^E'-^E-'>E"-^o d'objets de longueur finie
dans K, on a

(7.3.5.4) long F(E)^ long F(E')+long F(E / /)

et pour que les deux membres de (7.3.5.4) soient égaux, il faut et il suffit que la suite

o^F(E')-^F(E)->F(E / /)->o
soit exacte.

En effet, la suite F(E')—^F(E)—"-^(E") est exacte par hypothèse ; siPon suppose
F(E') et F(E / ') de longueur finie, il en est de même de Im(F(^)) et de Im(F(y)) et
comme Ker(F(y))=Im(F(z/)), F(E) est de longueur finie et Pon a

(7.3.5.5) long F(E)= long Im(F(^))+long Im(F(y))^ long F(E')+long F(E / /).
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Par récurrence sur la longueur de E, cela prouve déjà la première assertion; en outre,
les deux membres de (7.3.5.5) ne peuvent être égaux que si long Im(F(M))==long F(E')
(ce qui équivaut à long Ker(F(z/))=o, ou Ker(F(z/))=o) et long Im(F(y))= long F(E")
(ce qui équivaut à long Coker(F(y))=o, ou Coker(F(y))=o).

Notons maintenant que si M est un A-module de longueur finie (A étant commu-
tatif), les quotients d'une suite de Jordan-Hôlder de M sont nécessairement isomorphes
au A-module k, donc on déduit de (7.3.5.4), par récurrence sur la longueur de M

(7.3.5-6) longT^M)^.long(M).

En outre, il résulte de (7.3.5.3) que si Ty est exact, on a l'égalité (7 .3 .5 .1) ;
donc la condition a) de (7.3.3) entraîne i) ; il est clair que i) entraîner, et il reste à
prouver le

Lemme (7-3-5-7)- — L^ relation long Tp(A)=rf.long A entraîne que Tp(s) est un
épimorphisme et que Ty (A) est un A-module plat.

En effet, partant de la suite exacte o—m->A-^k->o, il résulte de (7.3.5.4)
et (7 .3.5-6 ) Que von a

long T^A) ^ long T^(m) + long Ty(k) ̂  rf(long m + long k) = d. long A

et que l'égalité ne peut avoir lieu (7.3.5.3) que si la suite

(7.3.5-8) o->T^(m) -^T^(A) ̂ T^) ->o

est exacte. En vertu de (7 .2 .7) et (7 .2 .5) , Ty est isomorphe à un foncteur M->N®^M,
et l'exactitude de la suite (7.3.5.8) montre, en vertu de la suite exacte des Tor, que
l'on a Tor^(N, k) = o. On en conclut que N = Ty(A) est un A-module plat (0, 10.1.3).

Lemme (7.3.6). — Soient A un anneau, T, un foncteur homologique covariant de Ab^
dans Ab, commutant aux sommes directes. Supposons Tp et Tp+^ définis, et T exact à gauche. Pour
que Tp+^ soit exact, il faut et il suffit que T^^(AJ soit un A-module à droite plat.

En effet, on sait d'après (7.3.1) que l'homomorphisme canonique

T^(AJ^M-^T^(M)

est un isomorphisme de foncteurs; il suffit d'appliquer la définition d'un A-module plat.
Proposition (7.3.7). — Soient A un anneau, T. un foncteur homologique covariant de Ab^

dans Ab, commutant aux sommes directes. On suppose qu'il existe i^ tel que T^ soit exact pour i^i^.
Alors, pour tout entier p^>io, les conditions suivantes sont équivalentes :

a ) Tç est exact pour q ̂  p ;
b) T^(Ag) est un A-module à droite plat pour q^p.
c ) Pour tout A-module M, U homomorphisme canonique T^(AJ®^M-^T (M) est surjectif

pour q ̂  p 4- i.
L'équivalence de a) et b ) résulte de (7.3.6) par récurrence sur q, puisque T,; est

exact par hypothèse; l'équivalence de a) et c ) résulte de l'équivalence des conditions a )
et e ' ) dans (7.3.3).
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(7.3.8) Si A est un anneau commutatif, B une A-algèbre (non nécessairement
commutative), T. un foncteur homologique covariant de Ab^ dans Ab, il résulte des
définitions (7.1.3) que le foncteur de Abg dans Ab obtenu par extension des scalaires
de A à B, et que nous noterons T^ == (T^), est encore un foncteur homologique.

Corollaire (7.3.9). — Supposons que T. vérifie les conditions générales de (7.3.7) et commute
aux limites inductives, et en outre que A soit un anneau intègre et tous les T^(A) des A-modules de
présentation finie. Alors, pour tout entier^, il existe un /e A—{0} tel que le foncteur T^: Ab. ->Ab
soit exact pour p ^ N.

Par hypothèse, T, est exact pour i^, donc T,(A) est plat pour ces valeurs de i.
En vertu de (7.3.7, b}), il suffit de prendre/tel que T^A^) =T^) soit un A^-
module libre pour i^p^N. Or, on a T^(A^) = (T^(A))^ puisque Ty commute aux
limites inductives (7. i .4). Si x est le point générique de Spec(A), (T^,(A))^ est un espace
vectoriel de dimension finie sur le corps des fractions de A. Comme chaque T (A) est
de présentation finie, il existe bien un/ayant la propriété voulue (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 5, n° i, cor. de la prop. 2).

On notera que s'il n'y a qu'un nombre fini d'indices i tels que T,=t=o, il existe
/eA—{0} tel que tous les T^ soient exacts.

Corollaire (7.3.10). — Supposons que T. vérifie les conditions générales de (7.3.7) et
commute aux limites inductives, que A soit commutatif et noethérien et les T^(A) des A-modules de
type fini. Alors, pour tout entier N, il existe un ouvert dense U de Spec(A) tel que, pour tout j^N,
la fonction ^-^rang^(Tp(fe(^))) soit constante dans U.

Soit p un idéal premier minimal de A; par hypothèse, l'anneau B==A/p est
intègre et Spec(B) s'identifie à une composante irréductible de l'espace topologique
Spec(A). Nous allons montrer par récurrence surj^N qu'il existe /eB—{0} tel
que si on pose B' ==B^ , T^ soit exact et les T^B7) des B'-modules de type fini pour i<^p.
La proposition est vraie pour p^. ̂  en vertu de l'hypothèse, en prenant / = i (donc
B'=B=A/p) car Ty étant alors exact, T^(B) est isomorphe à T^(A)/Ty(p), donc est
un A-module (et a fortiori un B-module) de type fini. Raisonnons par récurrence surj&;
fy est l'image canonique dans B d'un élément g^A, et si l'on pose A' == Ag , on a B' = A'/p'
où p' est un idéal premier minimal de A', égal à pg . Comme on a T^Ag ) = (T,(A))^ ,
les T^A') sont des A'-modules de type fini, donc le foncteur T^ vérifie les mêmes
hypothèses que T., mais en remplaçant ^ par p. On peut donc se borner au cas
où A' = A, et où Tp est exact; la suite exacte o ->p —A ->A/p ->o donne alors la suite

exacte Tp^(A) -^^(A/p^T^p) ->T^(A), et comme Ty est exact, la dernière flèche
de droite est injective, donc T^i(A/p) est un quotient de Ty_^(A) et est par suite de
type fini. Notons maintenant que le raisonnement de (7.3.9) n'a utilisé le fait que les
Tp(A) sont de type fini que pour j&^N; on peut donc l'appliquer à l'anneau intègre B,
au foncteur T^ et à N=^+ 1 ? ce qui achève le raisonnement par récurrence. Cela
étant, il y a un /^eB—{o} tel que Spec(B^ ) soit un ouvert V partout dense dans Spec(B)
ne rencontrant aucune autre composante irréductible de Spec(A). Si la proposition est
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démontrée pour B^ 5 on aura un ouvert W partout dense dans V dans lequel les fonctions
de l'énoncé seront constantes, puisque Aa;==(B^)^ pour tout xeW. En faisant le même
raisonnement pour toute composante irréductible de Spec(A), le corollaire sera démontré.
On peut donc se borner au cas où A est intègre; le raisonnement de (7.3.9) prouve alors
l'existence d'un feA—{0} tel que les Tp(A^) soient des A^-modules libres de type fini
pour p < N, ce qui entraîne la conclusion de (7.3.10) en vertu de (7.3.4).

Proposition (7.3.11). — Soient A un anneau commutatif local, k son corps résiduel,
T. un fondeur homologique covariant de Ab^ dans Ab, commutant aux sommes directes.
On suppose qu'il existe ^ tel que T, soit exact pour Î^ÎQ, et que tous les T^(A) soient des A'modules
de présentation finie. Alors les conditions équivalentes a}, b), c) de (7.3.7) impliquent les deux
suivantes, et leur sont équivalentes lorsque F'anneau est en outre réduit :

d) Pour tout A*eSpec(A), on a rang^)Tg(fe(A;))==rang^Tç(Â:) pour q^p.
d') Pour tout point générique Xy d'une composante irréductible de Spec(A), on a

î'^gkf^T^fe^^^rang^T^À:) pour q^p.

Gomme T (A) est un A-module de présentation finie, la condition b) de (7.3.7)
équivaut à dire que T (A) est un A-module libre pour q ^ p (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. Il, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5); la condition c ) implique que
T {k{x))=Tg(A)®^fe(^) pour q ^ p , donc les conditions équivalentes de (7.3.7) impli-
quent d ) , et il est trivial que d) entraîne d ' } . Reste à prouver que d ' ) implique a) lorsque
A est réduit. Raisonnons par récurrence sur q^p, puisque T^ est exact pour ç^o-
Supposons donc Tjç exact pour k^q<p et montrons que Tç^(A) est un A-module libre.
En vertu de l'hypothèse de récurrence, T^i(A)®AM est isomorphe à T^(M) pour
tout A-module M, par la condition c ) de (7.3.7) et (7.3.3); appliquant cette propriété à
M==fe(x) et M==À, on trouve, en vertu de l'hypothèse d ' ) , que

rangk(^.) (Tg +1 (A) ®^ k{Xy) ) == rang^ ̂  ̂  {k)

pour tout z; mais cela implique que T^_^(A) est libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II,
§ 3, n° 2, prop. 7), ce qui achève la démonstration.

Les résultats précédents seront considérablement améliorés pour les foncteurs
homologiques de type particulier que nous allons étudier dans (7.4); on obtiendra en
effet des critères d'exactitude ne faisant intervenir qu'un seul des Tp.

7.4. Critères d'exactitude pour les fondeurs H.(P.®^M).

(7.4.1) Soient A un anneau (non nécessairement commutatif), P. un complexe
de A-modules à droite plats. Gomme le foncteur M->P^®^M est alors exact dans Ab^
pour tout A, le ^-foncteur

(7.4.1.1) T.(M)=H.(POO^M)
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est un fondeur homologique de Ab^ dans Ab, évidemment A-linéaire lorsque A est commutatif
(7 .1 .2) , et commutant aux limites inductives.

Si A est commutatif, alors, pour toute A-algèbre B, le foncteur homologique T^
(7.3.8) est donné par définition par

(7.4.1.2) T^N^H^P®^)

où p : A->B est rhomomorphisme définissant la structure d'algèbre de B; comme on
peut aussi écrire P.®^N^=P.®^ (B®gN)^== (P.®^B)®BN, on voit que l'on a

(7.4.1.3) T?)(N)-H(P:(^N)

pour tout B-module N, P. étant le complexe P.®^B de B-modules plats (Oj, 6 .2 .1 ) .
Proposition (7.4.2). — Sous les conditions générales de ( 7 .4 .1 )3 et pour un entier pe2

donné, les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) Tp est exact à gauche (ou, ce qui revient au même, T^^ est exact à droite).
b) Zy(PJ=Coker(Pp^->P^) est un A-module à droite plat.
c ) II existe un complexe P[ de A-modules à droite plats tel que la différentielle

^p+i '' ^p+r -P;
soit nulle, et un isomorphisme de fondeurs homologiques de H,(P,®^M) sur H.(P^®^M).

Par définition, on a une suite exacte fonctorielle en M

o^T,(M) ̂ Z;(P® M) ̂ P,_i00 M

où Z;(P.®M)=Coker(P^i®M->P^®M)=Z;(P.)®M en vertu de l'exactitude à droite
du produit tensoriel. Pour tout homomorphisme /: M-^N, on a donc un diagramme
commutatif

o->T,(M) —— Z;(P)®M->P,_,®M

(7.4.2.1)

-TJN) Z;(P)®N- -P,-i®N

dont les lignes sont exactes. Si y est un monomorphisme, il en est de même de w puisque
Pp-i est plat; si Tp est exact à gauche, u est lui aussi un monomorphisme; on en conclut
que v est un monomorphisme, ce qui entraîne que Z^(PJ est plat. Inversement, s'il en
est ainsi, v est un monomorphisme pour tout monomorphisme / : M—^N, donc le
diagramme (7 .4 .2 .1) montre que u est un monomorphisme, et par suite T (qui est
déjà semi-exact) est exact à gauche. Ainsi a ) et b ) sont équivalentes. Il est immédiat
que c ) entraîne a ) , car si dy^,^ : Pp^—^Pp est nulle, et o—^M'—^M—IVr '—^o est une
suite exacte de A-modules, l'opérateur bord dans la suite exacte

H^^P^M") ̂  H^P^M-) -> H,(P®M)
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est nul par définition (M, IV, i), donc Ty est exact à gauche. Montrons inversement
que b ) implique c ) . Si Zp^^'P^==Ker(Pp^^'Pp), on a une suite exacte

o-^Z^(P)-^^Z;(P)-^o

danslaqjelle Py.^ et Zp(PJ sont plats, donc Zy.^(P.) est plat (O^ 6. i .2). On va prendre

P;=P, pour i^p et i^p+i, P;=Z;(P) et P;^==Z^(P.) ;

pour différentielle û?/ : P,' -> P,Li, on prendra celle du complexe P. pour i+p et
i+p+i, o pour i=p-\-i et pour i==p rhomomorphisme Zy(P,)->Pp_^ déduit de
d par passage au quotient. Comme les P^ sont plats, on a

Z;(P.®M)=Z;(P.)®M, Z,(P.®M)=Z,(P.)®M et B,(P.®M)=B,(P.)®M

(en posant B^(PJ = Im(P^^->PJ) ; on en conclut aussitôt pour tout M des isomorphismes
fonctoriels H,(P.® M) ̂  H,.(P.'® M) pour tout i, et la vérification du fait qu'il s'agit d'un
isomorphisme de ^-foncteurs découle sans peine de la définition de ^ (M, IV, i).

On remarquera que les conditions de (7.4.2) impliquent aussi que Bp(PJ est plat,
car on a une suite exacte o->Bp(PJ—^Pp->Z^(PJ->o, dans laquelle Pp et Z^(P.) sont
plats (Oj, 6.1.2).

Corollaire (7.4.3). — Supposons que A soit un anneau noethérien régulier de dimension i
(autrement dit un produit d''anneaux de Dedekind (O^y, 1 7 . 1 . 3 et 17.3 .7) , par exemple un
anneau principal). Alors; pour que Tp soit exact à gauche, il faut et il suffit que Ty(A) soit un
A-module plat. Pour que T soit exact, il faut et il suffit que T (A) et T ^(A) soient des
A-modules plats.

Rappelons que pour un module M sur un anneau de Dedekind, il revient au même
de dire que M est plat ou qu'il est sans torsion (Oj, 6.3.3 et 6.3.4); sous les hypothèses
de (7.4.3), tout sous-module d'un A-module plat est donc plat.

La seconde assertion de (7.4.3) résulte de la première, puisque dire que Tp est
exact signifie que Tp et Tp_^ sont exacts à gauche. Pour démontrer la première assertion,
notons que l'on a une suite exacte

o^H,(P.)^Z;(P.)-^B,_,(P.)^o

dans laquelle B ^ ( P . ) est un A-module plat, en tant que sous-module du A-module
plat P—i. Il est donc équivalent de dire que Hy(P.) est plat ou que Z^(P.) est plat.
(0,,6.i.2).

Les applications les plus importantes de (7.4.2) sont les suivantes :
Proposition (7.4.4). — Soient A un anneau noethérien, P, un complexe de A-modules plats :

on suppose, soit que les P̂ - sont de type fini, soit que les H^(PJ sont des A-modules de type fini et
qu" il existe ÏQ tel que H^(P,)==o pour i<i^. Soit T le fondeur homologique défini par (7.4. i. i).
Alors l'ensemble U des j^eSpec(A) tels que (T^)y (7 .1 .4) soit exact à droite (resp. exact à gauche^
exact) est ouvert dans Spec(A).

Dans la seconde hypothèse sur P., on peut remplacer P. par un complexe P^ de
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A-modules libres de type fini pour lequel le foncteur H.(P^(x)^M) est isomorphe (en tant
que ^-foncteur) à T. (M) (0, 11.9.3). On peut donc toujours se ramener à la première
hypothèse et dans ce cas les Z^'(PJ sont de type fini; en outre, on peut se borner à démon-
trer les assertions relatives à l'exactitudeà gauche (cf. (7.4.2, a } ) ) ' Cela étant, soit xeU;
comme le foncteur M->M^ est exact, on a (Z^(P.))3;=Zp((PJJ, et (en tenant compte
de (7.4.1.3)) l'hypothèse entraîne, en vertu de (7.4.2, b)) que (Z^(P.))^ est un A,-
module plat, donc libre puisqu'il est de type fini et que A^ est un anneau local noethérien
(Bourbaki, Alg. comm.y chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5). On en conclut qu'il y a
un /eA tel que (Z^(PJ)y soit libre sur A^ (Bourbaki, Alg. comm., chap. Il, § 5, n° i, cor.
de la prop. 2), et a fortiori (Z^(PJ)^ est libre sur Ay pour tout j/eD(/), ce qui achève la
démonstration en vertu de (7.4.2, b)).

Corollaire (7.4.5). — Sous les hypothèses de (7.4.4)3 supposons en outre que A soit intègre.
Alors l9 ensemble U des ^eSpec(A) tels que (Tp)^ soit exact est ouvert non vide.

Il suffit en effet de prouver que (T )^ est exact pour le point générique x de Spec(A),
ce qui est immédiat puisque Ap est un corps, donc tout foncteur additif sur Ab^ est
exact.

Proposition (7.4.6). — Sous les hypothèses générales de (7.4.4), les conditions a), b) et c)
de (7.4.2) sont aussi équivalentes à :

d) II existe un A-module Q^ et un isomorphisme fonctoriel

(7.4.6.1) T,(M)^Hom^(Q,M).

En outre, le A-module Q est déterminé à isomorphisme unique près par cette propriété^ et il est
de type fini.

L'unicité de Q^ est un cas particulier de l'unicité d'un objet représentatif d'un
foncteur représentable (0, 8.1.5). Il est clair que le second membre de (7.4.6.1) est
exact à gauche. Inversement, pour démontrer l'existence de Q^, lorsque Ty est exact à
gauche, on peut d'abord, comme dans (7.4.4)3 se ramener au cas où les P, sont plats
et de type fini, donc (puisque A est noethérien) projectifs de type fini (Bourbaki, Alg.v
comm.y chap. II, § 5, n° 2, cor. du th. i). Le dual P^ de P, est alors aussi un A-module
projectif de type fini, P^ est canoniquement isomorphe au dual de P^, et l'homomor-

v
phisme canonique P,®^M-^Hom^(P,, M) est bijectif (Bourbaki, Alg., chap. II, 3e éd.,
§ 4, n° 2, prop. 2). On sait d'autre part (7.4.2,^) qu'on peut supposer que dy^_^ : P^_^->Pp
est nulle, donc que l'on a une suite exacte

o -> T^,(M) ̂  P^0M ̂  P^_i®M
w dï)

où v == dp® i. Posons alors Q" == Ker {dp), de sorte qu'on a la suite exacte o -> ÇV -> Pp ->Pp _ i,
•^ ^p ^ ^ ^

d'où, par transposition, la suite exacte Pp_^ —> Py -^ QJ -> o. Nous allons voir que
Q^=Q^==Goker(y) répond à la question. En effet, on a la suite exacte

o -> Hom(Q^ M) -> Hom(P^, M) ̂  Hom(P^_i, M)
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où 2/=Hom(^, i ) ; lorsqu'on identifie canoniquement P,® M à Hom(P,, M), y's'iden-
tifie donc à u==dp®i, et l'on a par suite l'isomorphisme fonctoriel Tp(M) ̂ Hom^(Q, M)
cherché. En outre, Q, étant un quotient de Py, est de type fini.

Proposition (7.4.7). — Supposons vérifiées les conditions générales de (7.4.4). Alors,.
pour tout A-module M de type fini :

(i) Les T^(M) sont des A-modules de type fini.
(ii) Pour tout idéal m de A, U homomorphisme canonique

(7 .4 .7 .1) (T,(M)F -^nmT^M^^A/m^1))
n

(^rô le premier membre est le séparé complété de T^(M) pour la topologie m-préadique) est bijectif..
Comme dans (7.4.4), on se ramène d'abord au cas où les P, sont de type fini;

A étant noethérien, les sous-modules des P/S^M sont de type fini, d'où trivialement
l'assertion (i). Quant à l'assertion (ii), elle résulte plus généralement du lemme
suivant :

Lemme (7.4.7.2). — Soient A un anneau noethérien, u : E->F un homomorphisme de
A-modules de type fini. Pour tout A-module de type fini, posons K(M) =Ker(z/®i^)^
C(M) ==Coker(^OOi^) ; alors les homomorphismes canoniques

(7.4.7.3) (K(M)F ->HmK(MJ, (C(M)F - Imi G(MJ
n n

(où l'on a posé M^== M®^A|mn+l) == M|mn+lM) sont bijectifs pour tout idéal m de A.

Comme E®M et F® M sont de type fini, et que le foncteur M-^M est exact
dans la catégorie des A-modules de type fini (Oj, 7.3.3), (K(M))^ et (C(M))^ sont
respectivement le noyau et le conoyau de (z /®i)^ : (E®M)^->(F®M)^. L'exactitude
à gauche du foncteur lim montre donc que (K(M))^ =lim K(MJ ; d'autre part,
l'exactitude à droite du produit tensoriel prouve que C(MJ ==C(M)®^(A/înn+l), donc
(C(M))" ==lim C(MJ par définition.

Remarque (7.4.8). — Compte tenu de (6.10.5) et (6.10.6), on voit que, moyen-
nant une hypothèse de platitude supplémentaire, (7 .4 .7) redonne le fait que (4 .1 .7 .1)
est un isomorphisme, c'est-à-dire l'essentiel du « premier théorème de comparaison »
pour les morphismes propres; en outre, l'énoncé s'applique non plus seulement à un
^-Module cohérent, mais à un complexe de tels Modules. Il serait intéressant d'obtenir
un énoncé comprenant à la fois (7.4.7) et (4 .1 .7 .1 ) comme cas particuliers. On notera.
que lorsque les P^ sont de type fini, la démonstration de (7.4.7) n'utilise pas le fait que
ce sont des modules plats; il y aurait lieu d'examiner si la conclusion de (7 .4 .7) est
encore valable lorsque les P^ ne sont pas supposés plats ni de type fini, mais que les
H,(P.) sont supposés de type fini pour tout i et nuls pour i<i^ Est-il alors possible de
remplacer P. par un complexe P.' de A-modules de type fini tel que les foncteurs H. (P.® M)
et H.(P^®M) (qui ne sont plus homologiques) soient encore isomorphes?
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7.5. Cas des anneaux locaux noethériens.

(7.5.1) Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, et pour
tout A-module M, désignons par M son séparé complété pour la topologie m-préadique,
isomorphe à lim (M^^A/m714'1)) ==lim (M/în'^M). Soit T un foncteur covariant
additif de Ab^ dans Ab; les homomorphismes canoniques (7.2.3.1)

T^M^^A/m^) -^(M^A/n^4-1))

forment évidemment un système projectif de A-homomorphismes, qui donnent donc
à la limite un A-homomorphisme fonctoriel en M

( 7 .5 .1 .1 ) (T(M)r^HmT(MJ
n

où Pon a posé M^M^A/m^1), A^A/n^4'1.
Proposition (7.5.2). — Soient A un anneau local noethérien d'idéal maximal m, A=A/m

son corps résiduel^ T un foncteur covariant additif de Ab^ dans Ab, semi-exact et commutant aux
limites inductives. On suppose en outre que pour tout A-module de type fini M, T(M) est un A-module
de type fini et que Vhomomorphisme canonique ( 7 . 5 . 1 . 1 ) est un isomorphisme. Sous ces conditions, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

a} T est exact à droite.
b) Pour tout n, le foncteur N-^T(N) est exact à droite dans la catégorie des A^-modules de

type fini (ce qui revient à dire que T est exact à droite dans la catégorie des A-modules
de longueur finie).

c ) U homomorphisme canonique T(s) : T(A)->T(Â:) est surjectif.
d) Pour tout n asse^ grand, Vhomomorphisme canonique T(AJ—^T(A) est surjectif.
Il est clair que a) entraîne b ) . Montrons que b) entraîne a ) , c'est-à-dire que si

u : M->N est un épimorphisme de A-modules, T(z/) est un épimorphisme. Comme T
commute aux limites inductives et que le foncteur lim est exact dans la catégorie des
modules (pour des ensembles d'indices filtrants), on peut se borner au cas où M et N
sont de type fini. Comme T(M) et T(N) sont alors de type fini, et que A est un anneau
local noethérien, il suffit de montrer que (T(^))" : (T(M))^ -> (T(N))^ est surjectif
(Oi, 7.3.5 et Oi, 6.4.1). Par hypothèse, (T(M))" et (T(N))" sont respectivement
lim T(MJ et lim T(NJ, donc (T(zz))^ est limite du système projectif d'homomorphismes
T(î/(x)i^ ) : T(MJ->T(NJ. Or, b) signifie que ces homomorphismes sont surjectifs'y en
outre, T(MJ est un A^-module de type fini, et A^ est un anneau artinien par hypothèse;
on en conclut que (T(^) ) ̂  est surjectif (0, 13. i . 2 et 13.2.2). Il est clair que a) entraîne c ) ,
et comme T(s) se factorise en T(A)->T(AJ-^T(A;), c ) implique d ) ; enfin, il résulte de
(7 .2 .7) que b) et d ) sont équivalentes puisque T est semi-exact dans Ab^ , ce qui achève

Tt

la démonstration.
Corollaire (7.5.3). — Sous les hypothèses générales de (7.5.2), si T{k)=o, alors

T(M) =o pour tout A-module M.
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Comme k est le seul A-module simple, on déduit de (7.3.5.4) que T(E) ==o pour
tout A-module de longueur finie E. Si maintenant M est de type fini, (T(M))" est
isomorphe à Um T(MJ, et comme les M^ sont de longueur finie, on a (T(M))' =o;
comme T(M) est de type fini par hypothèse, il est isomorphe à un sous-module de (T(M)) "
(°i5 7 •3 -5 )5 donc on a T(M) =o. Enfin, pour un A-module M quelconque, T(M) est
limite inductive des T(NJ pour les sous-modules de type fini N^ de M, ce qui achève
la démonstration.

Proposition (7 •5-4)- — Soient A un anneau local noethérien d'idéal maximal m, k=Afm
son corps résiduel, T. un fondeur homologique de Ab^ dans Ab, commutant aux limites inductives.
On suppose en outre que pour tout i et tout A-module M de type fini, T,(M) est de type fini et Uhomo-
morphisme canonique (T,(M))"->Hm T,(MJ est bijectif. Pour un entier p donné, les conditions
suivantes sont alors équivalentes :

a) Tp est exact.
b) Tp est exact à droite, et Tp(A) est un A-module libre.
c ) Les homomorphismes canoniques T^(A)->T^(A) et T^(A)->T^) sont surjectifs.
d ) Pour tout n, les homomorphismes canoniques Tp_^(AJ-^T^i(Â;) et Ty(AJ->T(A;)

sont surjectifs.
e ) Pour tout n, le fondeur N->T^,(N) est exact dans la catégorie des A^-modules de type

fini.
On sait (7.3.3) que a) équivaut à dire que Ty^ et Ty sont exacts à droite; comme

T. est un foncteur homologique dans la catégorie Ab^ , le même raisonnement que dans
(7.3.1) montre que e ) équivaut à dire que Tp et Tp+i sont exacts à droite dans la caté-
gorie des A^-modules de type fini. On déduit donc de (7.5.2) que a) et e ) sont équiva-
lentes; l'équivalence de a), c ) et d ) résulte aussi de (7.5.2). Enfin, on sait que tout
A-module plat de type fini est libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la
P^P- 5)î l'équivalence de a) et b) résulte alors de (7.3.1) et (7.3.3).

Corollaire (7.5.5). — Supposons vérifiées les conditions générales de (7.5.4).
(i) Si Ty{k) =o, on a Ty=o, Ty^ est exact à droite et T^ est exact à gauche.
(u) Si Tp_^{k) =T^^^k) =o, Tp est exact, V homomorphisme canonique

T,(A)®^M-^T,(M)

est bijectifet Tp(A) est un A-module libre.
(i) découle aussitôt de (7.5.3) puisque Tp est semi-exact, la dernière assertion

résultant de la définition d'un foncteur homologique. On conclut aussitôt de (i) les deux
premières assertions de (ii), compte tenu de (7.3.3) ; le fait que T^(A) soit libre résulte
de (7.5.4).

Corollaire (7.5.6). — Supposons vérifiées les hypothèses générales de (7.5.4), et supposons
de plus que A soit un anneau de valuation discrète.

(i) Pour que Tp soit exact à droite, il faut et il suffit que T^_^(A) soit un A-module libre.
(ii) Pour que Tp soit exact, il faut et il suffit que T^,(A) et T^(A) soient des A-modules

libres.
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II est clair que (i) implique (ii) (cf. (7.3.3)). Pour prouver (i), remarquons que
si f est un générateur de l'idéal maximal de A (« uniformisante » de A), pour qu'un
A-module de type fini M soit libre (ou plat, ce qui revient au même), il faut et il suffit
que l'homothétie h^ : x-^fx de M soit injective, car cela équivaut ici à dire que M est

sans torsion (Oi, 6.3.4). Considérons alors la suite exacte o-^A-iA->k->o, qui fournit
la suite exacte d'homologie

T,(A) -> T^) -. T^(A) ̂  T^(A)

On voit que T^(A) est libre si et seulement si T^A)-^T^k) est surjectif; la
conclusion résulte alors de (7.5.2).

Remarque (7.5.7). — On notera que, en vertu de (7.4.7), les hypothèses générales
de (7.4.4) entraînent que le foncteur homologique T. défini par (7.4.1.1) satisfait
aux hypothèses générales de (7.5.4). Dans ce cas, (7.5.6) est donc contenu dans (7.4.3).

7.6. Descente des propriétés d'exactitude. Théorème de semi-continuité et
critère d'exactitude de Grauert.

Proposition (7.6.1). — Sous les conditions de (7.4.1), soit B une A-algèbre commutative.
Si Tp est exact à droite (resp. exact à gauche, exact) il en est de même de T^ ; la réciproque est
vraie lorsque B est un A-module fidèlement plat.

La première assertion est un cas particulier d'une assertion triviale de (7.1.3).
Inversement, supposons d'abord que B soit un A-module plat. On a alors, pour tout
A-module M, H.(P.®^(M®^B)) == (H.(P.®^M))®^B, ce qui s'écrit aussi, pour tout p,

<7.6.1.1) T,(M)®^B-TW(M^)

à un isomorphisme canonique près. Supposons T^ exact à droite (resp. exact à gauche,
exact); comme M->M(B) est un foncteur exact, le premier membre de (7.6.1.1) est
un foncteur exact à droite (resp. exact à gauche, exact) en M; si maintenant B est fidèle-
ment plat sur A, on en déduit que Tp a la même propriété d'exactitude (Oi, 6.4.1).

Proposition (7.6.2). — Sous les conditions de (7.4. i), on suppose en outre que A soit un
anneau noethérien réduit et que les P, soient des A-modules de type fini. Pour que T soit exact à droite
(resp. exact à gauche, exact), il faut et il suffit que, pour toute A-algèbre B qui est un anneau de
valuation discrète, T^ le soit.

En vertu de (7.3. i) et (7.3.3), on peut se borner à considérer l'exactitude à droite,
et il n'y a naturellement qu'à prouver la suffisance de la condition (7.6.1). En vertu
de (7.4.2), il suffit de montrer que Zy_i(PJ est un A-module plat; comme Pp_^ est de
type fini, Zp_^(P.) est aussi de type fini; le critère (0, 10.2.8) montre qu'il suffit alors
que Zp_^(PJ®^B soit un B-module plat pour toute A-algèbre B qui est un anneau de
valuation discrète. Or, comme P. est un complexe de A-modules plats, on a

Z;_,(P)®^B=Z;_,(P.®^B);
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P.OO^B est un complexe de B-modules plats (O^, 6.2.1), et pour tout B-module N, on a
H(P®^N)=H((P®JÎ)®BN), donc T^(N) ==ÎÎ,{{P®^)^-N) ; appliquant (7.4.2)
à Tp ,̂ on voit que l'hypothèse que T^ est exact à droite est équivalente au fait que
Z^(P.®^B) est un B-module plat.

Le critère précédent amène à étudier de plus près le cas des anneaux de valuation
discrète :

Proposition (7.6.3). — Sous les conditions de ( 7 . 4 .1 )5 supposons que A soit un anneau
noethérien régulier de dimension 1 (autrement dit, que A est noethérien et que, pour tout ;<i:£Spec(A),
A .̂ est un corps ou un anneau de valuation discrète). Alors, pour tout entier p et tout ^-module M, on
a une suite exacte canonique fonctorielle en M

(7.6.3.1) o -> T,(A)(x^M h T,(M) -> Tor^_,(A), M) -> o.

Dans ce qui suit, nous supprimerons pour simplifier la mention du complexe P.
dans les notations homologiques usuelles Hy(PJ, Bp(P.), Zy(P.) et Zp(PJ. On a les trois
suites exactes

o->H^Z;->B,_,->o
o -̂  By_, -> Zp_i -> Hy_, -> o
o -> ̂ -i -> ̂ -i -^ ^-2 -̂  o

Comme Pp_i et Py_2 sont plats, il en est de même de leurs sous-modules respectifs
B ^, Z ^ et B g puisqu'il y a identité entre Aç-modules plats et Ap-modules sans torsion
(pour tout A-eSpec(A)); par tensorisation avec M, on a donc les suites exactes

(7.6.3.2) o=Toif(B^_,, M) -> Hy®M -> Z;®M ̂  Bp_i®M -> o

(7.6.3.3) o-Tor^(Z,_„M)->Tor^(H,_„M)-^B^®M-^>Z,_,®M

(7.6.3.4) o=Toif(B^_2, M) -> Z^_,®M ̂  P^_i®M.

Par définition, Tp(M) ==Ker(âfp®i)/Im(â?p+i®i) ; c'est donc le noyau de Fhomo-
morphisme (Pp®M)/Im(û?p+i®i)-^Pp_i®M obtenu à partir de dy®i par passage
au quotient, homomorphisme qui s'écrit aussi Zy®M->Pp_i®M par définition de
Z — P / B ; or, cet homomorphisme peut être considéré comme le composé

Z;®M ̂  By_i®M -^ Zy_i®M -^ Py_i®M.

Gomme w est injectif d'après (7.6.3.4), on a une suite exacte
o -^ Ker M -> Ty(M) -> Ker y -> o,

qui n'est autre que (7.6.3.1), compte tenu de (7.6.3.2) et (7.6.3.3) et de ce que
Hy==Tp(A) par définition.

Remarques (7.6.4). — (i) H.(P.®^M) est l'homologie du bicomplexe P.®AM,
où M est considéré comme un complexe réduit à son terme de degré o; elle est par
suite (6.3.6 et 6.3.2) l'aboutissement de la suite spectrale régulière dont le terme Eg
est

E^=Torf(H,(P.), M) =Tor^(T,(A), M).
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Or, l'hypothèse sur l'anneau A entraîne que Tor^(E, F) =o pour p^ 2 et pour
des A-modules quelconques (O^y, 17.2.2) ; on sait (M, XV) que cela entraîne l'exactitude
de la suite

o -> E^ -> IVP^M) -^ E^_, -^ o

qui n'est autre que (7.6.3.1).
(ii) Compte tenu de (7.3.1), la suite exacte (7.6.3.1) redonne comme cas parti-

culier le résultat de (7.4.3).
Corollaire (7.6.5). — Sous les conditions de (7.4.1)3 supposons que A soit un anneau de

valuation discrète, de corps des fractions K, de corps résiduel k, et que les T,(A) soient des A-modules
de type fini. On a alors

(7.6.5.1) rang^(A) ̂  rang,(T^(A) 0 )̂ ̂  rang/T^A) = rang^T^K).

En outre, pour que les termes extrêmes de cette inégalité soient égaux, il faut et il suffit que T
soit exact, ou encore que Tp(A) et Tp_^(A) soient des A-modules libres.

Faisons en effet M==k dans la suite exacte (7.6.3.1); il vient, puisqu'il s'agit
d'espaces vectoriels sur k

rang/J^À;) =rang,(T,(A)®^) +rang,(Toif(T,_,(A), A)).

D'autre part, comme Tp(A) est un module de type fini sur l'anneau local intègre A,
on a (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. i de la prop. 4)

(7.6.5.2) rang,(T,(A)®^ rang^(A) -rang^A)®^)

et en outre les deux membres de (7.6.5.2) sont égaux si et seulement si T (A) est un
A-module libre (loc. cit., prop. 7). On notera d'ailleurs que puisque K est un A-module
plat, on a par définition T^(A)®^K=H^(PJ®JC=H^(P.®JC)=T^(K). On a donc
bien l'inégalité (7.6.5.1) et on voit en outre que l'égalité n'est possible que si : i° T (A)
est libre; 2° Tor^(Tp_i(A), k) =o, condition qui équivaut, comme on sait (0, 10. i .3),
au fait que Tp_^(A) est un A-module libre. Enfin, comme les T,(A) sont des A-modules
de type fini, il revient au même de dire qu'ils sont plats ou libres (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de la prop. 5), et on conclut par (7.4.3).

(7.6.6) Les hypothèses étant toujours celles de (7.4.1)3 nous poserons, pour
tout A:eSpec(A)

(7 .6.6.1) d,(x) =d^x) =rang^T^)).

Lemme (7.6.7). — Soit cp :A—^A ' un homomorphisme d^ anneaux, et soit

f=^ : Spec(A') ->Spec(A)

l'application correspondante (I, 1 . 2 . 1 ) . Si Von pose T^ == T^ (7. i. 3), on a

(7.6.7.1) ^=d^f.
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En effet, pour tout .ï'eSpec(A'), on a, en posant x=f(x'),

H(P®^^'))=H((P.®^(^)®^fc(^))=H.(P.®^M)®^fe(^),

puisque k[x') est plat sur k{x), d'où la relation (7.6.7.1).
Lemme (7.6.8). — Si F anneau A est noethérien et le complexe P. formé de A-modules de

type fini, la fonction x^d^Çx) sur Spec(A) est constructible.
Il faut prouver que pour toute partie fermée irréductible Y de X=Spec(A) il

existe un ouvert non vide U de Y dans lequel dp est constante (0, 9.2.2); comme
Y=Spec(A/a), où a est un idéal de A tel que A/a soit réduit, on peut, en vertu de (7.6.7),
se borner au cas où Y = X et où A est un anneau noethérien intègre; mais alors l'assertion
résulte de (7.4.5).

Théorème (7.6.9). — Soient A un anneau noethérien, P. un complexe de A-modules plats
de type fini, T.(M)=H.(P.®^M) le fonctew homologique défini par P ; pour tout A;eSpec(A)
soit W=rang,^Tp(fe(A;)). Alors :

(i) La fonction dp est constructible et semi-continue supérieurement dans Spec(A).
(ii) Si Tp est exact, dp est continue (donc localement constante) dans Spec(A); la réciproque

est vraie lorsque l'anneau A est réduit.

(i) La première assertion a été démontrée dans (7.6.8). Pour prouver la seconde,
il suffit donc (0, 9.2.4) de montrer que si x'^x est une générisation de x dans Spec(A),
on a dy(x'}^dp{x). Or, il existe alors un anneau de valuation discrète B et un mor-
phisme /: Spec(B) -^Spec(A) tels que, si a désigne le point fermé de Spec(B) et b son
point générique, on ait /(a) =x et/(é)=y (H, 7. i .9). En vertu de la formule (7.6.7. i),
on voit qu'on est ramené à démontrer l'inégalité d^a) >d^b) dans Spec(B); mais cela
n'est autre que l'inégalité (7.6.5.1) (1).

(ii) La première assertion a déjà été démontrée (7.3.4). Pour démontrer la réci-
proque, utilisons le critère valuatif (7.6.2); compte tenu de la formule (7.6.7. i), on est
donc ramené au cas où A est un anneau de valuation discrète; mais comme Spec(A) ne
comporte alors que deux points, l'hypothèse que dp est constante implique bien que T
est exact, en vertu de (7.6.5). p

Corollaire (7.6.10). — Soient A un anneau noethérien, p.. (i^r) ses idéaux premiers
minimaux, k, le corps résiduel de A (i s^i^r).

(i) Pour tout A-eSpec(A), il existe un indice i tel que

(7 .6.10.1) W>rang^.T,(^.

En particulier, si A est intègre et si K est son corps des fractions, on a

(7.6.10.2) <ÇW^rangKT,(K)
pour tout a;eSpec(A).

co^l^S^^^ de (i) par réduction au cas d>un anneau de valuation discr^ nous a été
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(ii) Supposons en outre que A soit local et réduit, et soit k son corps résiduel. Alors, pour
que Tp soit exact, il faut et il suffit que Uon ait

(7.6.10.3) rang^ T^(À) = rang/^ T^) pour i^'O.

(i) est immédiat puisque tout voisinage de x contient un des p^, et il suffit d'appli-
quer la définition de la semi-continuité. D'autre part, si A est local, le seul voisinage
dans Spec(A) de l'idéal maximal m est Spec(A) tout entier, donc on a dy{x) ̂  rang^Tp(A;)
pour tout ^eSpec(A); cette relation, jointe à (i), montre que la condition (7.6.10.3)
entraîne que dp(x) est constante dans Spec(A), et par suite que Tp est exact en vertu de
(7.6.9, (ii)); la réciproque est évidente en vertu de (7.6.9, (ii)).

Remarque (7.6.11). — On peut se demander si l'assertion de (7.6.9, (i)) ne peut
être renforcée par l'inégalité

(7.6. ii.ï) rang^)Tp(^)) ̂  rang,̂  (T^(A)®^M)

pour tput ^eSpec(A), qui a lieu effectivement lorsque A est un anneau de valuation
discrète et x son idéal maximal (7.6.5). Bornons-nous au cas où A est un anneau local
noethérien, d'idéal maximal m et de corps résiduel A. Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Pour tout complexe P. de A-modules plats de type fini, on a

(7.6.11.2) rang^(Tp(A:)) ^ rang^(T^(A)OO^Â;) pour tout entier^.

b) Pour tout A-module M de type fini, on a

(7.6.11.3) rang,(M®^) ^ rang,(M(x)^).

c ) Pour tout A-module N de type fini, on a

(7.6.n.4) rang,(Toif(N, k)) ̂  rang,(Tor^(N, A)).

On notera qu'il revient au même, par décalage (M, V, 7.2), de dire que l'on a,
pour tout i ̂  i

(7.6. n.5) rang,(Toif(N, k)) ̂  rang,(Tor̂ (N, /;)).

Donnons rapidement quelques indications sur la démonstration. Pour voir que a)
entraîne b ) , on considère une suite exacte L^—^L()->M->O où L,o et L^ sont libres de

^d ^ v

type fini, et on applique a) au complexe P^->P() avec P() == L^, P^ = LQ, les autres termes*^ _
étant nuls; on a alors Ti(A)==M et T^(À) =Hom^(M, k) ==Hom^(M/mM, k), autre-
ment dit T^A) est le dual de l'espace vectoriel M.®^k, et a donc même rang que ce
dernier. Pour prouver que b) entraîne c ) , nous établirons d'abord le lemme suivant :

Lemme (7.6.11.6) . — Étant donné un complexe .. . ->O->P^->P()->O-^ ... de
A-modules plats, on a une suite exacte

(7.6. n.7) o -̂  Tor^(Zo, k) -> T,(A)®^ -^ T,(k) -> Tor^(Zo, k) -^ o.
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En effet, partant de la suite exacte O->Z^—^P^->B()—^O, on en tire la suite exacte
O->TOI^(BO,Â:)->ZI®/;->PI®/;-^BO®Â;->O. De la suite exacte o->Bo->Zo->Zo-^o, on
tire, puisque Z()==PO est plat, TOI^(B(), k) ==TOI^(ZQ, À;); par définition, on a Z^==T^(A)$
enfin, on a T^ (A) == Ker (rf® i ), et d® i se factorise en P/8) k 4. B^® A; 4. Z^® A == Pc® À ;
on a T^À) ^^^(R), où R==Kery , et comme u est surjectif, R==Z/(T^(Â:)) ; enfin,
R==Tor^(Zo, k) par définition de y, ce qui achève d'établir la suite exacte (7.6.11.7) .

Pour déduire alors c ) de b), on considère une suite exacte L^->Lo->N->o, où L^
et L^ sont des modules libres de type fini; considérons le foncteur T associé au complexe
formé de L^ et L(); comme L,o et L^ sont libres, ils s'identifient à leurs biduals; donc si
M==Coker(y), T\(A) ==Ker(û?) =M; par ailleurs, M®^==Coker(^®iJ a même
rang sur k que Ker(ûf®i^). L'hypothèse b) entraîne par suite que

rang,(T,(A)®^/;)^rang,(T,(/;)) ;

comme ZQ==N, l'inégalité (7.6.11.4) résulte donc de la suite exacte (7.6.11.7) .
Enfin, pour prouver que c ) entraîne a), appliquons (7.6.11.6) en remplaçant P() et P^
par P et Pp_i; l'hypothèse c ) appliquée au module Zp donne rang^R ̂  rang^S, où
R=Ker(P^®Â:->P^_i®Â;) et S=Zp®L Or, si l'on factorise ^ ,+i :P^+i->Pp en
P^^Zp-^ on a Im(^®i)=(j®i)(Im(y®i)). Comme

T,(A)®^^(Z^)®^=(Z,®/;)/Im(,®i),

et Tp(Â:) =R/Im(â^®i), on en conclut bien l'inégalité (7.6.11.2).
Gela étant, supposons que l'anneau local A soit régulier de dimension n'y on sait alors

i

[17] que le A-module Toif(Â:, k) est isomorphe à la puissance extérieure A(m/m2);
on voit donc que la condition (7.6.11.4) n'est pas vérifiée pour N==Â:, dès que 72^4.
Par contre, si l'anneau local intègre A est tel que tout A-module réfiexif de type fini soit
libre (ce qui est le cas lorsque A est un anneau régulier de dimension 2), la condition
(7.6.11.3) est vérifiée : en effet, on sait que le dual M d'un A-module M de type fini M

v ^
est réflexif, donc libre, et par suite rang^(M®^A:) ==rangK(M) ==rangK(M) (K corps
des fractions de A) ; par ailleurs, on sait que toute base sur k de M®^A: est formée d'images
d'un système de générateurs de M (Bourbaki, Alg. comm^ chap. II, § 3, n° 2, cor. 2 de
la prop. 4), donc rangK(M)^rang^(M®^Â;), ce qui prouve notre assertion.

7.7. Application aux morphismes propres : I. La propriété d'échange.

Les trois numéros qui suivent sont, pour l'essentiel, des traductions, dans le
langage des morphismes de préschémas, des résultats des numéros précédents.

(7.7.1) Soit /:X->Y un morphisme quasi-compact et séparé de préschémas^
et soit .̂ un complexe de ex" Modules quasi-cohérents, dont l'opérateur de dérivation
est de degré — i ; supposons en outre que les ^"Modules ̂  sont Y'-plats (Oj, 6.7.1).

m
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Nous allons considérer le ^-foncteur e^f-^(^) (aussi noté ^(^.,e^)) dans la caté-
gorie des É^-Modules quasi-cohérents, à valeurs dans la catégorie des (^-Modules quasi-
cohérents (en vertu de (6.2.3)), défini par

( 7 . 7 . 1 . 1 ) ^(^ ̂ ) -^(^) =S€-n(f, ̂ -®^) pour n eZ,

où ̂  est le complexe dont le terme de degré j est P_^, l'opérateur de dérivation étant
donc alors de degré + i. Le foncteur e^ ainsi défini est un fondeur homologique en J(
(6.2.6).

(7.7.2) Soit ^:Y'-^Y un morphisme, et posons X' = X^ = X X yY' et
f ' ^ f ^ ' } : X'->Y', qui est un morphisme quasi-compact et séparé; soit d'autre part
^.==^.®^Y^ c'est un complexe de ^x'-^^les quasi-cohérents qui sont Y'-plats
en vertu de (I, 9.1.12) et (O^, 6.2.1). Nous poserons (avec les mêmes conventions sur
les degrés)

(7.7.2.1) ^TW -^•CA ̂ ®<^r) -^v, ̂ •®,^r)

qui est un foncteur homologique en le ^y'-Module quasi-cohérent J(\ Lorsque Y' est
un schéma affine d'anneau A', on écrira 2T^ au lieu de ̂ '; pour tout A'-module M',
on a alors ^'(MQ - (r(Y', ̂ (MQ))-; on posera T^M') = ^(Y/, ^T(M')), qui
est un foncteur homologique de A'-modules, à valeurs dans la catégorie des A'-modules.
On observera que si Y == Spec(A) est aussi affine, le foncteur de A'-modules Tf coïncide
avec le foncteur obtenu par extension des scalaires de A à A' à partir du foncteur homo-
logique de A-modules ^(7.1.3) : en effet, soit g : Y'->Y le morphisme correspondant
à Phomomorphisme d'anneaux A-^A', et soit g ' : X'->X le morphisme correspondant
qui est affine (II, 1 .6 .2) ; si U est un recouvrement ouvert affine de X, IT^^^U)
est un recouvrement ouvert affine de X'; en vertu de (6.2.2), tout revient à voir que
C9{U^®^g^f))=C9{Uf,^®^f), et finalement, que pour tout ouvert affine U
de X, en posant U'^'-^U), on a F(U, ̂ .®^(^)) == r(U', ̂ .®^'), ce qui
est trivial (I, 1.3 et 3.2).

En particulier, si U est un ouvert de Y, on a, pour tout ^y-Module quasi-cohérent J(

(7.7.2.2) ^Ï(^1U)-(^:(^)) U.

(7.7.3) P0111' tout ^y-Module quasi-cohérent ̂ , on a un homomorphisme cano-
nique, fonctoriel en ^f :

(7.7.3.1) ^(Wcv^'-^W

En effet, si Y est affine, cet homomorphisme a été défini en ( 7 . 2 . 2 ) ; cette défi-
nition s'étend sans peine au cas général, en remarquant que si U, V sont deux ouverts
affines de Y tels que VcU, le diagramme
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Wv)®^) j U =^(^| U)®^,(^| U) -^ jÇ(^| u) = (^(^)) 1 u

WY)®<V^)|V=^J(^|V)®^(^|V) -> ̂ -J(^|V)=(^(^))[V

est commutatif par (7.2.3.3).

Pour tout morphisme g : Y'->Y on a un homomorphisme canonique

(7.7.3.2) ^Y)®<^Y-^'(^)

qui n'est autre que le cas particulier de ( 6 . 7 . 1 1 . 2 ) (pour les aboutissements) dans le
cas où S=Y, u^=f, v,=iy, ̂  réduit au seul terme J( de degré o.

Lorsque Y = Spec(A), Y' = Spec(A') sont affines, (7.7 • 3 • 2) n'est autre que l'homo-
morphisme de faisceaux correspondant à l'homomorphisme canonique de A'-modules
défini dans (7.2.2)

T^(A)®^A'-^ T^'(A') =T^(A')

comme il résulte aisément de (6 .7 .11 ) (car dans le cas envisagé, on peut prendre
U'(*)=^(y«)) dans (6 .7 .11)) .

(7.7-4) Lorsque / est un morphisme propre, Y = Spec (A) un schéma affine noethé-
rien et .̂ un complexe de ^x-Modules cohérents et Y-plats limité inférieurement, on a
vu (6.10.5) que l'on peut écrire à un isomorphisme près, ^(^) =J^(^®,., ̂ ),

avec £', = L., où L. est un complexe de A-modules libres de type fini limité inférieurement;
le foncteur ̂  est donc du type qui a été étudié en détail dans (7.4) et (7.6). Nous allons
traduire les résultats de cette étude :

Théorème (7.7.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, (U,) un recouvrement
de Y formé d'ouverts affines, f : X-.Y un morphisme propre, .̂ un complexe de 0^- Modules
cohérents et Y-plats limité inférieurement. Le foncteur homologique ^(^) défini par ( 7 . 7 . 1 . 1 )
possède alors les propriétés suivantes :

I) (La propriété de semi-continuité) (l). La fonction

(7 • 7 • 5 • i) V^d^y) = rang^T^)(fe(^))

est semi-continue supérieurement.

mnt-'L^^T''110"1"'1' Ï cethéoremese trouve ^Jà dans la note [3] de Chow-Igusa. La propriété de semi-
KS^n616 ^w^te' s ca^ des espaces ̂ '̂q»65 (et sous d" hypothèses assez particulières), par
howr^• 1 f Ï' î^0 vanatlons rfalmost-complex structures, Algebraic Geometry and Topohgy, A Symposium in
Grauer̂ ] P"°ceton Séries no ia, p. 139-150, Princeton, 1957) et la version générale démontrée par
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II) (La propriété d'échange). Pour un entier p donné, les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) y^ est exact à droite.
a/) ^G-^) est isomorphe à un fondeur de la forme J^^Q J( [jV étant nécessairement

isomorphe à ^(^y) =x~p(f, ̂ )).
a") Uhomomorphisme canonique fonctoriel ( 7 .7 .3 .1 ) est un isomorphisme.
b) ^_i est exact à gauche.
b') II existe un (0^-Module 0, (nécessairement cohérent, et déterminé à un isomorphisme

unique près) et un isomorphisme de fondeurs

(7-7.5-2) ^_i(^)^J^m^(J2,.jf).

c) En désignant par A^ U anneau de l'ouvert affine U^, pour tout indice a le fondeur de
^-modules T^a est exact à droite.

d) Pour tout morphisme g : Y' ->Y, U homomorphisme canonique

(7.7.5.3) WY)®^^^)

est un isomorphisme.
La propriété de semi-continuité est locale sur Y et résulte donc de la remarque

(7.7.4) et de (7.6.9). Il est clair que a " ) entraîne a ' ) et que a ' ) entraîne a ) . L'équi-
valence de a ) , a " ) , b) et b ' ) a été démontrée dans (7.3.1) et (7.4.6), compte tenu de
la remarque (7.7.4), lorsque Y est affine. Pour passer au cas général, prouvons d'abord
que a) est équivalent à c ) , ce qui prouvera le caractère local sur Y de la propriété a)\
la démonstration s'appliquera également pour prouver le caractère local de a " ) et b).
Comme il est clair que c ) entraîne a ) , tout revient à prouver la réciproque. Il suffit
évidemment de montrer que pour tout ouvert affine U de Y et toute suite exacte
Q-^y->y-^y ->o de (^y|U)-Modules quasi-cohérents, il existe une suite exacte
o->^'-^^-^^"->o de ^Y-1^10^1^ quasi-cohérents telle que y==. ̂ |U, y = ̂ |U,
y ' = ̂ "[U; or, cela résulte aussitôt de l'hypothèse que Y est localement noethérien,
et de (I, 9.4.2) : on prolonge en effet ^ en un 0^- Module quasi-cohérent ^, y en un
sous-^x-Module ^/ de ^, et il suffit de prendre ( S " == ̂ /^/.

Pour démontrer l'équivalence de b) et b ' } dans le cas général, remarquons que
lorsque Y est affine, on sait que & est déterminé à un isomorphisme unique près; si alors
U est un ouvert affine du schéma affine Y, on en déduit qu'il existe un isomorphisme
fonctoriel ^_i(^[U)^^w0 |u(^|U,^|U). Dans le cas général, pour tout ouvert
affine U de Y, il y a un (^y|U)-Module cohérent J?u et un isomorphisme fonctoriel
^LI^IU) ->^m^ju(J?u, ̂ [U); la remarque précédente montre que si V est un
ouvert affine contenu dans U, on a ^JV==^?v; d'où l'existence et l'unicité du
^Y-Module J? vérifiant (7.7.5.2).

Reste enfin à montrer l'équivalence de a) et d ) ; il est clair que d ) est de caractère
local sur Y, et l'on a vu ci-dessus qu'il en est de même de a) ; en outre, d ) est aussi local
sur Y'. Or, lorsque Y==Spec(A), Y/=Spec(A'), on a vu que Tf est le foncteur obtenu
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à partir de T^ par extension des scalaires à A', et il est clair alors que a ' ) entraîne
que (7.7.5.3) est un isomorphisme. Inversement, supposons toujours Y=Spec(A)
affine et soit A' la A-algèbre A® M, où M est un A-module quelconque, la multipli-
cation dans A7 étant donnée par [a^ m^ (^, m^==(a^, a^+a^); alors

T^(A') =T,(A®M) =T,(A)®T,(M),

et l'hypothèse que (7 -7 -5 -3 ) soit bijectif entraîne qu'il en est de même de l'application
canonique Tp(A)®^M->T^(M), autrement dit d ) entraîne a " ) , ce qui achève la
démonstration.

Théorème (7.7.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X-^Y un mor-
phisme propre, ^ un 0^-Module cohérent et Y-plat. Il existe alors un Q^-Module cohérent à (déter-
miné à isomorphisme unique près) et un isomorphisme de fondeurs en le (Q^-Module quasi-cohérente :

(7.7-6.I) f^®^} ̂ ^om^ ̂ )

(d'où un isomorphisme de foncteurs

(7 .7 • 6 •2 ) r(X, y®^) ̂  Hom^(J2,^).)

En effet, comme JK->y®^ est exact (O^, 6.7.4) et f^ exact à gauche, le
foncteur ^->f^®^} est exact à gauche. Il suffit alors d'appliquer l'équivalence
^ (7 -7 -5 . b)} et (7.7.5, b 1 ' } ) pour p=:i.

Corollaire (7.7.7). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X-^Y un mor-
phisme propre, y, y deux (0^-Modules cohérents et Y-plats, u : y-^y un homomorphisme.
Considérons les deux foncteurs en le (Py-Module quasi-cohérent ^ :

^(^)=Ker(/J^®^) ->/^(^®^^))
T(^) == r(Y, ̂ (^)) ==Ker(F(X, ̂ ®^^) -^ r(X, ̂ -/®^^)).

Alors il existe un ffy-Module cohérent Sf (déterminé à isomorphisme unique près) et des
isomorphismes de foncteurs

(7.7 • 7 • i ) eT(^) ̂  jfWz^(^, JK)
(7 • 7 • 7 • 2) T(^) ̂  Hom (̂̂ , ̂ ).

On peut se borner à démontrer (7 .7 .7 .2) ; cela prouvera en effet (7 .7 .7 .1) dans
le cas où Y est affine, et on passera de là au cas général en raisonnant comme dans la
démonstration de l'équivalence de (7.7.5, b) et b ' ) } , grâce à l'unicité à isomorphisme
unique près d'un représentant d'un foncteur représentable (0, 8.1.8). Il résulte de
(7.7.6) qu'il existe deux ^-Modules cohérents j2, à' définissant des isomorphismes
fonctoriels

F(X, jF®^) ̂  Hom^(J2, ̂ ), r(X, j^'®^) ̂  Hom^', ̂ ).

Or, u : y-^y définit canoniquement un morphisme de foncteurs
r(x, y®^) -> r(x, y ' ^ Q JK) ;
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il correspond à ce dernier un homomorphisme unique v : â'->â de ^y-Modules tel
que le diagramme

F(X, y®^) -> r(x, ^/®^ ^)

Hom^(^,^f) -> Hom^ {S^JK}

soit commutatif (0, 8.1.4). Comme le foncteur contravariant ^T^Hom^ [jV.JC) est
exact à gauche dans la catégorie des ^-Modules, il suffit de prendre Sê=Coker{v)
pour obtenir Fisomorphisme (7 .7 .7 .2) cherché.

Corollaire (7.7.8). — Sous les hypothèses de (7.7.6) relatives à X, Y etf, soient y, ^
deux 0^-Modules cohérents vérifiant les conditions suivantes : (i) y est Y-plat : (ii) ^ est isomorphe
au conoyau d'un homomorphisme de Q^-Modules localement libres de type fini ^->^. Considérons
les deux fondeurs en le G) y-Module quasi-cohérent ̂  :

^{^)==f^om^, ̂ ®^))

T(e^)=r(Y, ̂ (^))=Hom^(^, jRx)^).

Alors il existe un 0^-Module cohérent ^r (déterminé à isomorphisme unique près) et des
isomorphismes de fondeurs

(7.7-8.1) ^(e^) ̂  ^om^^, J(}

(7.7-8.2) T(^) ̂  Hom (̂̂ r, ̂ ).

En vertu de l'isomorphisme fonctoriel (Oi, 5.4.2. i), on a des isomorphismes fonc-
toriels en e^

^om^ê^y®^} ^ s^^y^^ji} ̂  W^)®^ ^ ^om^s^y^^ji
pour z'=o, i. Posons ^==^w^(^,e^') pour i=o, i; ce sont des (P^-Modules
cohérents (Oi, 5.3.5) et Y-plats (0^, 5.4.2); soit u=.^om(v, \y) : y^->3F^ En vertu
de l'exactitude à gauche du foncteur ^->^w^ (e^, y®^ J(\ on a des isomorphismes
fonctoriels en ^

^om^, y®^) ^ Ker(^wz^(<^, ̂ ®^^) -> ^om^ê^ ^®^ ^)) ̂

Ker(^o®^^ -> ̂ ®^ J[}

Puisque^ est exact à gauche, on en déduit un isomorphisme fonctoriel

f^om^, ̂ Os)^)) ̂  Kerf/J^®^) -^^(^®^))

et il suffit alors d'appliquer (7 .7 .7) .
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Remarques (7.7.9). - (i) Dans (7.7.6), (7.7.7), (7.7.8), la formation des
^-Modules ^, ^, ^T j^rm^ û^ changements de base. Par exemple (gardant les nota-
tions de (7.7.2)) , dans le cas (7.7.6), on a, pour tout ^/-Module quasi-cohérent^',
risomorphisme

/;(^®^') ̂  ^om^{g\S}^1)

car en vertu de la remarque faite dans (7.7.2) , tout revient à voir que l'on a

Hom^, ̂ '))=Hom^(j2),^)

ce qui n'est autre que (O^, 4 - 4 . 3 - i ) . De même, quand dans (7 .7 .7) on remplace
Y,/, JK, y, y par Y', //, J ( ' , ^-(g)^^ ^r/®^^ il faut remplacer ̂  par ^*(^).
Enfin, dans (7.7.8), lorsqu'on remplace X, Y, /, J(, y par X', Y', /', ̂ /, j^ ̂ ,
et ^ par ^'=^®^x'. il faut remplacer ̂  par g\^ : cela résulte de ce'que
l'on a encore une suite exacte (^->^->gr->o avec <^=<^®^6^ et de ce que
^^X^®^')-^®^^®^) (z=o , i ) .

(ii) La condition (ii) de l'énoncé de (7.7.8) relative à ^ est toujours satisfaite
pour un (P^-Module cohérent ^ quelconque lorsqu'il existe un ^x-Module inversible
Y-ample, par exemple lorsque Y est affine et /: X->Y est un morphisme projectif. Il
suffit alors de noter (compte tenu de (II, 5.5.1)) qu'il existe un ^-Module localement
libre de type fini ^ tel que ^ soit isomorphe à un quotient de ^ (II, 2 .7 .10) ; comme
<?o et ^ sont cohérents, il en est de même du noyau ^ de S^^S, et en appliquant le
même résultat à ^, on obtient bien une suite exacte ^-x^-^—o où ^ et ^ sont
localement libres de type fini.

(iii) Nous prouverons au chap. V que, dans (7.7.8), l'hypothèse restrictive (ii)
est surabondante.

Proposition (7.7.10) (critères locaux pour la propriété d'échange). — Sous les
conditions générales de (7.7.5), soient y un point de Y, p un entier. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) Le fondeur T^ est exact à droite.
b) Uhomomorphisme canonique T^(^)->T^(/e(^)) est surjectif.
c) Pour tout entier n, V homomorphisme canonique T^^/m^^T^O;)) est surjectif.
De plus, l'ensemble des j^eY vérifiant ces conditions est le plus grand ensemble ouvert U de Y

tel que y^ soit exact à droite.
Compte tenu de (7.7.4), l'équivalence de a ) , b ) et c ) résulte de (7.4.7) et (7.5.2).

Le fait que l'ensemble U où T^ est exact à droite soit ouvert est aussi conséquence
de (7.4.4), et inversement si "̂J est exact à droite, il en est de même de T^ pour tout
j/eV, par la condition c ) de (7.7.5) et (7.6.1).

Corollaire (7.7.11). — Si ̂  est exact à droite (resp. à gauche}, alors, pour tout mor-
phisme g : Y'-^Y, 3T^ est exact à droite (resp. à gauche). La réciproque est vraie lorsque le
morphisme g est fidèlement plat.
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La première assertion est conséquence immédiate de (7.6.1) et du fait que la
question est locale sur Y et Y', d'après (7.7.5, c ) et b}). Pour démontrer la seconde
assertion, il suffit de voir que pour tout jyeY, T^ est exact à droite (resp. à gauche),
en vertu de (7.7.10). Mais par hypothèse, il existe j/eY' tel que g ( y ' ) =y, et G , est
un ^-module fidèlement plat; la conclusion résulte alors de l'hypothèse et de (7.6 .1) .

Remarques (7.7.12). — (i) Sous les hypothèses de (7.7.4), supposons en outre
que ̂ . soit un complexe^'; alors il résulte de (7 .7 .1) (puisqu'on peut prendre pour U
un recouvrement ouvert affine fini de X) que le bicomplexe C'(lt,^'®^ ̂ ) est aussi
fini, et de façon précise qu'il existe un ensemble fini E de couples, indépendant de ̂ , tel
que C^(U, ^®Q ̂ ) ==o pour tous les couples (h, k) ̂ E. On en conclut qu'il existe ^
tel que, pour i^i^, on ait e^(^)==o pour tout ^y-Module quasi-cohérente. En
particulier, ST^ est trivialement un foncteur exact en ̂  pour ces valeurs de i, et par
suite (7.4.1), Z^(LJ est un A-module plat de type fini (donc prqjectif de type fini, puisque
A est noethérien) pour ces valeurs de z. Considérons alors le complexe (L^) de A-modules
tel que L^==L, pour i<i^, L^=Z^(LJ et L^==o pour i>i^ et soit oSf,'===L^. Il est
clair que J^(JSf^®^ e^f) =Jf^(oSf.®0 JK) pour i<i^—i et aussi pour i^i^ (les deux
membres étant alors nuls); enfin, comme Im(Z^®^M) =Im(L^ ®^M) par définition,
on a aussi ^(JS^®^^) =^i[^®o ̂ ) pour i==i^—i. On voit donc qu'on peut
supposer dans (7.7.4) que JSf. est aussi un complexée, à condition d'exiger seulement
que les oSf^ soient des ^y'Modules localement libres (associés à des A-modules projectifs
de type fini).

Ce raisonnement s'applique en particulier au cas où .̂ est réduit à un seul terme
^=t=o, de degré o (auquel cas ^(e) == R"^ (^(E)(<) ̂ )) ; on peut alors supposer
que les oS^ sont nuls pour î>o; on utilisera de préférence dans ce cas les notations
cohomologiques, écrivant donc ^~p au lieu de ^y.

(ii) Lorsque dans l'énoncé de (7 .7 .5)5 on ne suppose plus que les ̂  sont Y-plats,
les conclusions restent valables à condition de poser cette fois

(7.7.12.1) ^;(e)=^rj(/, IY;^.,^).

En effet, ^or^(f, ly^.? ^y) est alors un ^"Module cohérent en vertu de (6.7.9).
La démonstration de (6.10.5) s'applique sans changement, compte tenu de (6.10.1)
et montre encore que lorsque Y=Spec(A) est affine, l'on a ^Ç(e^) =j^,(J§^(x)^ ̂ ),

(-̂
avec oSf.=L,, où L. est un complexe de A-modules libres de type fini; cela prouve
notre assertion.

7.8. Application aux morphismes propres : IL Critères de platitude coho-
mologique.

Définition (7.8.1). — Soient X, Y deux préschémas, f\ X—^Y un morphisme quasi-
compact et séparé, ̂ . un complexe de Q^-Modules quasi-cohérents et Yr-plats, ST, le fondeur homo-
logique de 6^- Modules quasi-cohérents défini par ( 7 . 7 . 1 . 1 ) , ^ un point de Y. On dit que Sft^ est
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homologiquement plat sur Y au point y, en dimension p (ou cohomologiquement plat sur Y au point y,
en dimension —p) s9 il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que ^ —y^ soit exact.
On dit que .̂ est homologiquement plat en dimension p sur Y (ou cohomologiquement plat en
dimension —p sur Y) s'il est homologiquement plat sur Y en tout point yeY, en dimension p.

Lorsque .̂ est homologiquement plat sur Y (resp. sur Y au point y) pour toute
dimension p, on dit simplement que ̂ . est homologiquement plat sur Y (resp. sur Y au pointa)
ou cohomologiquement plat sur Y (resp. sur Y au point v).

(7.8.2) Par définition, la notion de platitude homologique sur Y est locale sur Y.
Si Y est localement noethérien, ou un schéma, pour que .̂ soit homologiquement plat
sur Y en dimension p, il faut et il suffit que le foncteur ̂  soit exact : la démonstration a
été faite dans le cas où Y est localement noethérien au cours de la démonstration
de (7 .7 .5) ; le raisonnement est le même (basé sur (I, 9.4.2) appliqué à un ouvert affine
dans un schéma quasi-compact) lorsque Y est un schéma.

Proposition (7.8.3). —- Les notations et hypothèses étant celles de (7 .8 .1 ) , les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) .̂ est homologiquement plat sur Y au point y en dimension p.
b) 11 existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que ^^ et ^^4. i soient exacts à droite.
c) // existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que y^ et ^~v_^ soient exacts à gauche.
d) II existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que ̂ u! est exact à droite et <3rv_^ exact

à gauche.
Compte tenu de l'interprétation de ST^ lorsque Y est affine, cela n'est qu'une tra-

duction d'une partie de (7.3.3).
Proposition (7.8.4). —- Soient Y un préschéma localement noethérien, f : X->Y un mor-

phisme propre, .̂ un complexe de (Q^-Modules cohérents et Y-plats limité intérieurement, ^ le
foncteur défini par (7.7. i. i). Pour tout J^Y, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) .̂ est homologiquement plat sur Y en y en dimension p.
b) Le foncteur T^ est exact.
c) // existe un entier HQ tel que pour n ̂  HQ , on ait

(7.8.4.1) long T^(W + ') = ̂ ë W^) ). long ̂ /m^1

(où il s'agit de longueurs de Gy-modules).
d) II y a un voisinage ouvert U dey tel que (^i~p{f, ̂ ')) [ U soit isomorphe à un ((Py\ U)-

Module de la forme (6^1^)^ et que, pour tout ((Pyl V)-Module quasi-cohérent ^, l^homomor-
phisme canonique

(7.8.4.2) (X^(/,^))|U)®^i^ ->^(/, (^-|U)®^^)

soit bijectif.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a. en outre la propriété suivante :
e) II existe un voisinage dey dans lequel la fonction ^>d[^) (définie dans (7 -7 .5 . i ) )

est constante.
De plus, si Y est réduit au point y (Oj, 4 .1 .4) , e) est équivalente aux autres conditions.
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En effet, la condition b) équivaut à dire que T^ et T^ ^ sont exacts à droite (7.3.3).
L'équivalence de a) et b) résulte alors de (7.7.10) et (7.8.3). Comme ^/m^1 est
artinien, et que T^(^/m^4'1) et T^(fe(^)) sont des (^/m^4'1)-modules de type fini (7.7.4),
donc de longueur finie, l'équivalence de b ) et c ) résulte encore de (7.7.10) et de (7.3.5.7).
Le fait que a) entraîne e ) , et lui est équivalente lorsque (By est réduit, est conséquence
de (7.6.9). Enfin, a) entraîne que (7.8.4.2) est bijectifen vertu de la définition (7.8.1)
et de (7 .7 .5) ; d'autre part, a) entraîne que ^t~p[f, ̂ '))y est un ^-module plat (7.3.3,jCQ,
donc libre (0, 10. i .3), puisqu'il s'agit d'un ^-module de type fini en vertu de (7.7.4) ;
puisque ^€~p(f, ̂ •) est un ^"Module cohérent (7.7.4), il est localement libre dans un
voisinage dey (Oj, 5 .2.7) . Inversement, il est clair que d ) entraîne a ) par définition du
foncteur y^ ( 7 .7 .2 .2 ) .

Proposition (7.8.5). — Sous les hypothèses de (7.8.4), les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) ^ est homologiquement plat sur Y en toute dimension i^p.

b) Pour i^p + i les fondeurs ̂  sont exacts à droite.

c) Pour i^—p, les Q^-Modules <%"(/, ̂ ') sont localement libres.
L'équivalence de a ) et b ) est triviale (7.8.3) et a) entraîne c ) en vertu de (7.8.4).

Inversement, supposons c ) vérifiée, notons d'autre part qu'on a oSf^=o pour i^i^
(7 .7 .4) , donc aussi ^=o pour Î ^ Ï Q . Tout point j^eY a donc un voisinage affine
U=Spec(A) tel que T^(A) soit un A-module libre pour i ^ p ' , en vertu de (7.3.7) ,
on en conclut que y^^Tf est exact pour i^p.

Nous allons surtout appliquer les critères de platitude cohomologique au cas où
le complexe «^ est réduit à un seul ^x-Module cohérent F plat sur Y, pris égal à ̂ ;
rappelons que l'on a alors JÇ(^) =R-^(^®0 ^T).

Proposition (7.8.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X->Y un mor-
phisme propre et plat, y un point de Y; désignons par X.y la fibre f"1^) =^K.®yk(y). Supposons
que F(X, é^)==R soit une k(y)-algèbre séparable (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 7, n0 5)

autrement dit composée d'un nombre fini d'extensions séparables de degré fini de k(y). Alors (9^ est
cohomologiquement plat sur Y au point y en dimension o.

En vertu de (7.8.4), on peut se borner au cas où Y est le spectre de l'anneau
local A -==0\ l'hypothèse que / est plat entraîne ^li==o, donc on voit déjà que T^
est exact à gauche et tout revient à voir qu'il est exact à droite; en vertu de (7.7.10 c ) ) y
on est même ramené au cas où A == (9^ est artinien. Soit k ' une extension finie de kÇy)
qui soit un corps neutralisant de R, de sorte que R®^)^' est composée directe d'un
nombre fini de corps isomorphes à k\ On sait qu'il existe un homomorphisme local de A
dans un anneau local A', faisant de A' une A-algèbre libre finie sur A, et tel que le corps
résiduel de A' soit isomorphe à k ' (0, 10.3.2). En vertu de (7.6.1), on est ramené à
prouver que Tjf est exact à droite, autrement dit on peut supposer que R est composé
direct de m corps isomorphes à k [ y ) . Notons maintenant le lemme élémentaire suivant :

Lemme (7.8.6.1) . — Soit Z un espace annelé en anneaux locaux ; pour que Z soit connexe,
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il faut et il suffit que Panneau F(Z, ^) ne soit pas un produit de deux anneaux non réduits à o.
Il est clair en effet que si Z est réunion de deux ouverts non vides disjoints, F(Z, ^)

est isomorphe au produit des deux anneaux r(Z^, (9^ et I^Zg, ^) non réduits à o. Inver-
sement, dire que F(Z, 0^) est un tel produit équivaut à dire qu'il y a dans F(Z, ^) un
idempotent s distinct de o et de i; pour tout ^;eZ, s, est alors un idempotent dans (9 ,
donc égal à o ou i. Mais il est clair que l'ensemble des ^ tels que s, = o est ouvert; d'autre
part, si ^==1, on a par définition s(^) 4= o, donc l'ensemble des ^ où s, == i est aussi
ouvert (Ci, 5.5.2); d'où la conclusion.

Il résulte de ce lemme que Xy a exactement m composantes connexes X,' et que
^X^ ^x;) ̂ Hf) P0^ t°ut i. Comme A a été supposé local et artinien, son spectre est
réduit à un point, donc X et X^ ont même espace sous-jacent; X a donc m composantes
connexes X, telles que X,' ==V^^k{y). On est ainsi finalement ramené au cas où
R==fe(j/); en vertu de (7.7.10, b}), on est ramené à prouver que l'homomorphisme
canonique F(X, ̂ -^(X^, 0^ ) est surjectif; mais cela est trivial, car le composé

F(Y, ̂ ) -A -> F(X, ̂ ) -> r(x,, ̂ ) =k{y)
est déjà surjectif.

Corollaire (7.8.7). — 6Wy fej hypothèses de (7.8.6), z7 m^é? Z/TZ voisinage ouvert U ̂ j^
^/ que :

(i) /,(^x)|U soit isomorphe à un [0^ V)-Module de la forme (^[U)^
(ii) Po^r tout ^;eU, U homomorphisme canonique

{fW)^^) -> r(x,, ̂ )
^^ bijectif.

(i) résulte de (7.8.6) et (7.8.4).
(ii) résulte de ce que V^ est exact (pour U convenablement choisi), et de (7.7.5.3).
Corollaire (7.8.8). — Supposons vérifiées les conditions de (7.8.6) et en outre que

F(Xy, ^x ) ==fe(J;)• ^ors ^ m^ un voisinage ouvert U de y tel que l'homomorphisme canonique
(r)-î\v->f[W\^ soit bijectif.

En effet, il résulte de (7.8.7, (ii)) que l'entier m figurant dans (7.8.7, (i)) est
nécessairement égal à i.

Corollaire (7.8.9). — Sous les hypothèses de (7.8.6), il existe un voisinage ouvert U dey,
un (9 ̂ -Module cohérent à (déterminé à isomorphisme unique près) et un isomorphisme de fondeurs
en le 0^-Module quasi-cohérent M :

(7.8.9.1) R^(/*(^)) ̂ J^m^,^).

En effet, l'hypothèse entraîne que ST^ est exact pour un U convenable; il suffit donc
d'appliquer l'équivalence de (7 .7 .5?^) et (7 .7 .5 ,&'^) au cas p=o et en prenant
pour .̂ le complexe réduit à son terme de degré o égal à ^x-

Remarques (7.8.10). — (i) Sous les conditions de (7.8.6), considérons la factorisation
de Stein de/(4.3.3)

X ̂  Y' ̂  Y
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avec Y' = Spec(/^x)) ; le morphisme fini g est alors tel que g^Q^} =/,(^x) soit locale-
ment libre au voisinage dey, et sa fibre eny est le spectre d'une algèbre séparable sur h{y)
(II, i .5. i). Nous en déduirons au chap. IV qu'il y a un voisinage ouvert U dey dans Y
tel que pour la restriction ^(U) ->U de g, toute fibre ^~l(^) (où ^eU) soit spectre d'une
algèbre séparable sur fc(^) (c'est ce que nous appellerons un revêtement étale de U)$ il
résultera alors de (7.8.7, (ii)) que l'hypothèse faite sur le pointa dans (7.8.6) est
vérifiée aussi en tous les points d'un voisinage dey.

(ii) Nous verrons au chap. V que, même si X est projectif sur Y (et même s'il est
en outre « simple » sur Y, propriété qui sera définie au chap. IV), le (^-Module J?
de (7.8.9) n'est pas nécessairement localement libre; en d'autres termes, (9^ (sous ces
conditions) n'est pas nécessairement cohomologiquement plat en dimension 1 sur Y au
pointa. Au chap. V, nous interpréterons 3, comme le faisceau des i-différentielles du
schéma de Picard de X par rapport à Y le long de la section unité.

7.9. Application aux morphismes propres : III. Invariance de la caractéristique
cPEuler-Poincaré et du polynôme de Hilbert.

(7.9.1) Soient A un anneau, M un A-module projectif de type fini; rappelons
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2) qu'il revient au même de dire que le ^"Module
associé M sur X=Spec(A) est localement libre de type fini. Pour tout peSpec(A) on appelle
rang de M en p et on note rangp(M) le rang du A^-module libre Mp (ou encore le rang
en p du 6?x-Module localement libre M). On a donc

(7.9.1.1) rangpM = rang^Mp) == rang^M®^ fe(p) ).

Proposition (7.9.2). — Soit P. un complexe fini de ^.-modules projectif s de type fini, et
pour tout A-module M, soit T.(M) =H.(P.®^M). Alors, pour tout peSpec(A), on a

(7.9.2.1) S(-I)^rang^T,(fe(p))-2(-I)^rang^(P,).
i i

En effet, on a par définition T,(fe(p)) ==H,(P.®^fe(p)) et, compte tenu de (7.9.1. i),
la formule (7.9.1.2) n'est autre que l'invariance de la caractéristique d'Euler-Poincaré
d'un complexe fini d'espaces vectoriels de dimension finie par passage à l'homologie
(0, n. lo.2).

Corollaire (7.9.3). — La fonction

p^S(-i)^ang^T,(fe(p))
i

est localement constante dans Spec(A).

Théorème (7.9.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:'K->Y un mor-
phisme propre, ^ un complexe fini de 0^-Modules cohérents et Y-plats. Si l'on pose
ST^ (^) = g^ (/, ̂ •®^f) (cf. ( 7 . 7 . 1 . 1 ) ) la fonction
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(7-9.4.I) ^2 (-i)<rang^T.(fc(j))

&rf localement constante dans Y.
On peut se borner au cas où Y = Spec(A) est affine d'anneau A noethérien. Comme le

complexée est fini, on sait (7.7.12, (i)) qu'on a ^f) =^(.§?.®^), où ^.="L.
L. étant un complexe^' de A-modules projectifs de type fini. Le théorème résulte alors
de (7.9.3).

(7-9-5) Sous les conditions de (7.9.4), la fonction (7.9.4. i) est constante lorsque Y
est connexe. Lorsque Y est connexe et non vide, on désigne la valeur unique (entière)
de (7.9.4. i) par EPf/, ̂ .) ou EP(Y, ̂ .), ou simplement EP(^.) s'il ne peut en résulter
de confusion, et l'on dit que cet entier est la caractéristique d'Euler-Poincaré de ̂ . relative-
ment à/ (ou à Y). Dans le cas général, on notera aussi EP(/, ̂ ;j>) ou EP(Y, ̂  ;j>) ou
EP(^;jy) le second membre de (7.9.4.1).

(7.9.6) Sous les hypothèses de (7.9.4) relativement à X, Y et/, soit
o -> ̂  ̂  ̂  4- ̂ ' -^ o

une suite exacte de complexes finis de ^-Modules cohérents et Y-plats, les homomor-
phismes u et v étant de degrés pairs zd, îd' respectivement. Comme ̂  est un foncteur
homologique (7.7.1), on a une suite exacte d'homologie

->W:, feOQ) -> ,̂,( ,̂ fc(j;)) ̂ ^^.{^', fc(^) -^_^:, fc(^)) ->...

n'ayant d'ailleurs qu'un nombre fini de termes. En écrivant que la caractéristique d'Euler-
Poincaré de ce complexe est nulle (0, 11.10. i), il vient aussitôt
(7.9.6.I) EP(^;j;)=EP(^';j)+EP(^';j)

pour tout^eY. Or, si par exemple ^.=(^) avec ^.=o pour i<o, on a la suite
exacte de complexes

... -> o —> o —> o —> o —> .

ï 1 1 1
... -^0->0 — — > ^ - > ^ - > _ .

i I 1 i
... -> o -> ^o -> ̂  -> ̂  -^ ...

l ï l l
... -^o->^-^o —> o —> ...

i I l l
... -> 0 —> 0 —> 0 -—> 0 ——> . . .

les flèches verticales non nulles étant les automorphismes identiques; on peut appli-
quer (7.9.6.1) à cette suite exacte, d'où, par récurrence sur la longueur de ^., la
formule

(7-9-6-2) EP^jj^^—i^EP^;^)
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où, pour tout (P^-Module cohérent y, plat sur Y, on désigne par EP^'.y) (ou EP(/, y\y)
ou EP(Y, y'.y)} la fonction EP(^.;j^) correspondant au complexe J?. dont le seul terme
=t= o est de degré o et égal à y. On voit donc qu'on peut se ramener à étudier les carac-
téristiques d'Euler-Poincaré de complexes réduits à un seul terme.

Proposition (7.9.7). — Sous les hypothèses de (7.9.4), soient Y' un préschéma localement
noethérien, g : Y'->Y un morphisme, X^XXyY', f'==f^ : X'-^Y', ^ le complexe fini
^.^e^x' d6 Q^'-Modules, ̂  est formé de Q^-Modules cohérents et Y'-plats, et pour tout
y ' ç V , on a

(7.9.7.1) EP(^;y)=EP(^.;^y)).
Les (P^-M.oà.Mles S^\ étant images réciproques des ^ par la projection X7 ->X

sont cohérents, ils sont Y'-plats en vertu de (0^, 6.2.1) et (i .4.14.5), la question étant
locale sur X, Y et Y'; enfin, on sait que/' est propre (II, 5.4.2)3 donc le premier membre
de (7.9.7.1) est défini. La formule (7.9.7.1) résulte alors de (6.10.4.2), (7 .7 .2) et
du lemme (7.6.7), en se ramenant, comme on peut toujours le faire, au cas où Y et Y'
sont affines.

Proposition (7.9.8). — Supposons vérifiées les hypothèses de (7.9.4) et en outre qu'il
existe un entier ÎQ tel que T,(fe(j/)) =o pour z=t=^ et tout j^eY. Alors ^(^y) =^€~io(f^ ̂ .)
est un 0^-Module localement libre, dont le rang enyeY est égal à (—i^EP^, S^.\y)'

Remarquons d'abord que les hypothèses de (7.4.4) sont vérifiées par les T^,
donc (7.4.7) leur est applicable, et l'hypothèse entraîne que Tf^ est nul pour i^i^ en
vertu de (7.5.3); en raison de (7.3.3), ̂  est donc aussi exact, et par suite (7.8.4),
^""^(y?^.) est localement libre et son rang en un point j^eY est

rang^TJfe(j/))=EP(/,^.;j/)

par définition, puisque T,(fe(^))==o pour î'+î'o.
Corollaire (7.9.9). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f\ X->Y un mor-

phisme propre, y un (Oy-Module cohérent et Y-plat, on suppose qu'il existe un entier ÏQ tel que
H^f-^y), y®Q k(y)}=o pour tout î+z'o et tout j/eY. Alors R^( '̂) est un ^-Module

localement libre, dont le rang en y est égal à (—iY°îLP(f, ̂ ,y).
En particulier :
Corollaire (7.9.10). — Sous les conditions préliminaires de (7.9.9) pour X, Y et ,̂

supposons que l'on ait 'R.if^{^')=o pour tout i>o. Alors f {^F) est un (0^-Module localement
libre, dont le rang en y est égal à EP(/, ̂ .y).

Il suffira, en vertu de (7.9.9) de prouver le lemme suivant :
Lemme (7.9.10.1). —S ous les hypothèses de (7.9.10), on a H'f/"1^), ^®^ ^00) =o

pour tout i>o et tout j/eY.
En effet, on peut se borner au cas où Y=iSpec(A) est affine. Avec les notations

de (7.9.4), et ̂ . étant réduit à son terme de degré o égal à ^r, on a en effet ^{0y)==o
pour p<o par hypothèse; on conclut de (7.3.7) que e^p est exact pour p<o, et le lemme
résulte alors de l'équivalence de (7.7.5,^) et (7.7.5,^).
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Proposition (7.9.11). — Les hypothèses étant celles de (7.9.4)3 soit S un 0^-Module
inversible très ample pour Y, et posons ^.(n) ==^®^ S®n pour tout TzeZ. Alors; pour tout

^eY, la fonction

(7.9.ii.i) n^EP(f,^Çn);y)

est un polynôme à coefficients dans Q^ qui est le même pour tous les points d^une même composante
connexe de Y.

Il est clair que S^.(n) est un complexe de é^" Modules Y'-plats. En vertu de (7.9.6.2),
on peut se borner au cas où <^. est réduit à un seul terme y 4= o de degré o ; en outre,
comme il s'agit de questions locales sur Y, on peut supposer Y affine et f projectif
(II, 5.5.3); posons X^/"1^), et soit JSf^oâ^®^ ^C^)? V11 est un ^"Module très
ample (II, 4.4.10); en vertu de (7 .7 .2) , on a, pour le foncteur ̂  relatif au complexe
^.(^), T,{k(y)) = H-(X,, ^Cx)^) (où ^ = ^®^{y)} ; ' d'où résulte que
EP(/, y(n} \ y ) n'est autre que la caractéristique d'Euler-Poincaré ^{y^^yW) définie
dans (2.5. i ) ; le fait que (7 .9 .11.1) soit un polynôme résulte alors de (2.5.3); en outre,
pour chaque 72, sa valeur est constante dans une composante connexe de Y (7.9.4),
ce qui achève la démonstration.

Nous désignerons par PH(/, ̂ . \ y ) ou PH(^, \y) le polynôme (7 .9 .11.1) ,à coeffi-
cients rationnels, et nous dirons que c'est le polynôme de Hilbert en y relatif à ̂ , f et oSf
(ou simplement le polynôme de Hilbert en y de Sft^ ou de f., s'il n'en résulte pas de confu-
sion) ; lorsque Y est connexe non vide, on supprime la mention de y dans la notation
et la terminologie. L'invariant ainsi obtenu jouera un rôle essentiel au chap. V, dans
la théorie des « modules » des faisceaux cohérents quotients d'un faisceau cohérent donné.

(7.9.12) Avec les notations de (7.9.6) et (7.9.11), on a

(7.9.12.1) PH^.^^PH^^+PH^^)

et en particulier
(7.9.12.2) PH(^;j^2(-i)TH(^;j;);

i

cela résulte trivialement de (7.9.6.1) et (7.9.6.2). De même, avec les notations et
hypothèses de (7 .9 .7)5 on a

(7.9.12.3) PH(^:;y)=PH(^;^y)).

La formule (7 .9 .12.2) ramène l'étude des polynômes de Hilbert d'un complexe
à celle des polynômes de Hilbert d'un seul ^"Module Y-plat. Ces derniers admettent
une interprétation remarquable indépendante de considérations homologiques :

Corollaire (7.9.13). — Soient Y un préschéma noethérien, f: X->Y un morphisme
propre., S" un (B^-Module inversible très ample pour Y, ^ un Q^-Module cohérent et Y-plat. Il
existe un entier n^ tel que pour n^ n^y f (J^(7z)) soit un (Py-Module localement libre, de rang en
yeY égal à PH(/, ̂ )(^).

Comme le morphisme y est projectif (II, 5.5.3)5 il existe HQ tel que pour n^n^
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on ait R^(.^'(^)) =o pour tout i>o (2 .2 . i ) ; la conclusion résulte donc de (7.9.10).
Le critère de platitude suivant sera important dans la théorie des « modules » des

faisceaux cohérents du chap. V :
Proposition (7.9.14). — Soient Y un préschéma noethérien, y :X—^Y un morphisme

projectif, oSf un (P^-Module inversible ample pour f, et posons ^(n) =^'®JSf@n pour tout G^-
Module y et tout n eZ. Pour qu^un (0^-Module cohérent y soit Y-plat, il faut et il suffit qu^il
existe un entier HQ tel que, pour tout n^- n^y f {^(n)} soit un 0^-Module localement libre.

La nécessité de la condition se démontre comme dans (7.9.13) (le résultat de
(2 .2 .1) s'appliquant à un faisceau ample JS^, puisque y est projectif). Pour démontrer
la réciproque, on peut se borner au cas où Y est affine d'anneau A; en vertu de l'hypo-
thèse et de (2 .2 .2 , (i)), les A-modules F(X, ^(n)) sont de type fini et projectifs (Bour-
baki, Alg. comm.y chap. II, § 5, n° 2, th. i). Soit S l'anneau gradué @ r(X, J?®") ; on

u ̂  0

sait que X s'identifie canoniquement à Proj(S) (II, 4.5.2, ( b ) et 5.4.4). Soit
M = © r(X, y{n)\ ; remplaçant au besoin JSf par une puissance JSf0^, on peut supposer

n^-rio

que S est engendré par un nombre fini d'éléments de degré i (2 .3 .5 .1)3 et il résulte
alors de (II, 2 .7 .5 et 2 .7 .2 ) que y s'identifie à ^rq;o(M). Pour tout élément homogène
geS de degré >o, on a donc r(X^, ^") ==M^; or, M, somme directe de A-modules
projectifs, est un A-module plat, donc il en est de même de M^ (Oj, 6 .3.2)3 et par suite
aussi de M(^, qui est un facteur direct de Mg (Oi, 6.1.2). On en conclut (1.4.14.5)
que y est Y-plat en tout point de X^, et comme les X^ recouvrent X, la proposition
est démontrée.

(A suivre.)
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ERRATA ET ADDENDA

(Liste 2)

A) Erreurs typographiques

(Oi, 3.2.1) Ligne 2 de la p. 27, remplacer X par U.
(Oi, 3.2.6) Ligne i du bas de la p. 27 et ligne i de la p. 28, remplacer (3 fois)

^ par e^.
(Oj, 3.4.5) Ajouter une parenthèse devant 3.4.5).
(Oi, 4.2.1) Ligne 10 de la p. 39, remplacer ^ (A) par ^ (e^).
(°i5 5• I•3) Ligne 16 de la p. 45, remplacer ^'|V par ^'|U.
(°i5 5-3-9) Ligne 12 de la p. 48, avant « telle que », ajouter : au-dessus d'un

voisinage ouvert U de x.
(°i3 7 ' 6 ' 9 ) Ligne 3 du bas de la p. 73, remplacer J^ par 3^.
(I, i.i. 15) Ligne 3 de la p. 83, remplacer a par a+A.
(I, 1.4.1) Ligne 2 du bas de la p. 90, remplacer N par N.
(I, 2.3.1) Ligne 3 de la p. 101, remplacer (0, 4.1.6) par (0, 4.1.7).
(I, 2.3.2) Ligne n de la p. 101, remplacer B par B^ et G par C^.
(I, 2.5.5) Ligne 19 de la p. 104, remplacer S-morphisme par S-préschéma.
(I? 3-3-7) Ligne 17 de la p. 109, remplacer Y(S) par Y(S,).
(I? 3-4-5) Ligne 9 de la p. 113, remplacer s par s.
(I, 3.4.8) Ligne 4 de la p. 114, remplacer p{x) par f{x).
(I, 3.5.1) Ligne 3 de la p. 115, remplacer i^Xg par ix 'X^.
(I, 3.7.2) Ligne 8 de la p. 119, remplacer le premier X par X'.
(I, 4.2.2) Ligne 8 de la p. 123, dans la flèche verticale de gauche du diagramme,

remplacer oc^ par p^.
(I, 4.4.3) Ligne 16 de la p. 126, remplacer isomorphee par isomorphes.
(I, 4.5.5) Ligne 17 du bas de la p. 127, remplacer (4.2.4) par (4.2.5).
(I, 5.1.4) Ligne 14 du bas de la p. 1283 remplacer (2 .1 .7 ) par (2.1.8).
(I, 5.3.13) Ligne 20 de la p. 134, remplacer (4.2.4) par (4.2.5).
(I, 6.4.2) Ligne i du bas de la p. 147, remplacer recouvrement par recouvre-

ment fini.
(I, 9 .1.13) Ligne 15 de la p. 171, remplacer j^"1^) par p ' ( ^ ) .
(I, 9 .5.11) Ligne 7 de la p. 179, remplacer Y par Y'.
(I, 9 .6.5) Ligne 17 du bas de la p. 180, remplacer (0, 4.1.4) par (0, 4.1.3).
(I, 10. i2.2) Ligne 14 du bas de la p. 206, remplacer (XJ^g ^ par (XJ/g ) .
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(I), Index terminologique : Ligne 6 du bas de la p. 219, remplacer 0, 4 .1.4
par 0, 4. i .5. Lignes 16, 17, 18 du bas de la p. 222, remplacer I, 2 . 1 . 7 par I, 2 .1 .8 ;
ligne 19 du bas de la p. 222, remplacer I, 2 .1 .8 par I, 2 .1 .7 .

(II, 1.5.2) Ligne 17 de la p. 12, insérer u n / à côté de la flèche verticale de
gauche du diagramme.

(II, 4.2.7) Ligne 16 du bas de la p. 75, remplacer (in, 2. i . 14) par (III, 2 .1 .13) .
(II, 5.2.1) Ligne 16 du bas de la p. 97, remplacer X—U par U. Ligne 8 du bas

de la p. 97, remplacer X/ par X^.
(H, 5.3.6) Ligne 16 de la p. 100, remplacer (4.6.18) par (4.6.17).
(II, 6.2.7) Ligne 9 du bas de la p. 116, remplacer chap. V par chap. IV.
(II, 6.6.5) Ligne 15 du bas de la p. 132, remplacer chap. V par chap. IV.
(II, 7.4.12) Ligne i de la p. 151, remplacer chap. V par chap. III.
(II, 8 .1 .4) Ligne 15 de la p. 154, remplacer (III, 2.3.8) par (III, 2 .3 .7 ) .
(II, 8.10.5) Ligne 17 du bas de la p. 187, remplacer g^ par ^^.
(O^i, 10.2.7) Ligne i de la p. 20, remplacer u-adique par n-adique. Ligne 13

du bas de la p. 20, remplacer k par k^
(Om, n. 1.1 ) Ligne 18 de la p. 23, remplacer Irn^^9-7 '41) par ïmÇd^-^^'-1).
(Oui, n.8.6) Ligne 14 du bas de la p. 45, remplacer les flèches -> par -> (4 fois).
(Oju, 12.3.4) Ligne 4 de la p. 61, remplacer ^ par ->.
?115 ^^-é) Ligne 2 du bas de la p. 67, remplacer lim par lim (2 fois).
(III, 1.1.7) Ligne 15 de la p. 85, remplacer A7' par A(A7') (2 fois).
(III, 1.2.4) Ligne 7 de la p. 87, remplacer r(U,^) par F(U,^x) et remplacer ^

par y. Ligne 8 de la p. 87, remplacer H^U, ^) par H^U, ̂ ).
(III, 2.5.3.1) Ligne 3 de la p. 111, remplacer n> o par n^ o. Ligne 8 de la p. 111,

remplacer —r^n^o par —r^72<o.
(III, 3.1.2) Ligne 13 de la p. 116, remplacer ^ par ^ e K ' .
(III, 4.3.6) Ligne 7 de la p. 133, remplacer K'===K®^A par K'3K(x)^A.

Ligne 16 de la p. 133, remplacer R(X) par R(Y).
(III, 4.4.12) Ligne 10 de la p. 138, remplacer chap. V par chap. IV.
(III, 4.6.6) Ligne 19 de la p. 142, remplacer « chap. V » par « dans un para-

graphe ultérieur ».

B) Modifications de texte (1)

(Eri*m, i) Dans (0^, 5.1.3)3 ligne 18 de la p. 45, remplacer « somme directe »
par « somme directe finie ».

(Errju, 2) Dans (Oj, 5.4.3), lignes 8 à 4 du bas de la p. 49, remplacer depuis
« Dans le cas général... » par le texte suivant :

Dans le cas général où X est un espace annelé tel que Oy^ soit un anneau local pour

(1) Pour faciliter la recherche des références, les modifications appartenant à la liste d'errata insérée dans
le chapitre N seront désormais désignées par Err?^ suivi d'un numéro.
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tout xeX, si S est un ^-Module de type fini tel qu'il existe un ffl^-Modiûe ^ pour
lequel S®^ soit isomorphe à 0^, le raisonnement précédent montre que pour
tout ^eX, ^ est isomorphe à ^. On en déduit que ,Sf est alors inversible. En effet,
pour tout xeX, soient U un voisinage ouvert de x tel que J§f U soit engendré
par n sections s,(ï^i^n} au-dessus de U (5.2.1). On peut supposer par exemple
que s=s^ est telle que ^4= o, et comme ̂  est isomorphe à ^, il existe pour chaque i
une section t, de (9^ au-dessus d'un voisinage ouvert V,cU de x telle que (^.U == ( s - )

n,

II y a par suite un voisinage ouvert Vc Ç\ \\ de x tel que t,s=s, dans V, autrement

dit oS?|V est engendré par l'unique section j|V. En outre, si z est une section au-dessus
d'un ouvert WcV du noyau de l'homomorphisme Q^\\->^\\ défini par s (5 .1.1)
^ annule ̂  pour tout ^eW, donc ^=o par hypothèse et par suite ^==0, ce qui
achève de prouver notre assertion. De plus, la considération du produit tensoriel
oâf"1®^®^' montre aussitôt que y est isomorphe à JSf~1.

t121*1'!!!? 3) Dans (°i5 7 • 2 •4 ) ? H ^t imposer la condition que les puissances y
sont des idéaux fermés dans l'anneau admissible A pour que la proposition soit exacte.
La démonstration donnée est incorrecte, et l'énoncé rectifié résulte de Bourbaki, Top. gén.,
chap. III, 3e éd., § 3, n° 5, cor. i de la prop. 9. Il faut de même supposer les y fermés
dans A dans les énoncés (0^, 7 .2.5) et (Oi, 7.2.6).

(Errju, 4) Après la proposition (I, 2.2.5), ajouter : avec les notations de (I, 2 .2 .5) ,
si 3 est un idéal de A, on note ̂  le sous-^x- Module 3^ défini dans (0, 4.3.5).

(Errju, 5) Dans (I, 3.4.5), ligne i du bas de la p. 112, remplacer « un corps K »
par « un corps algébriquement clos K ». Ligne i de la p. 113, remplacer « extension » par
« extension algébriquement close ». Lignes i à 4 de la p. 113, remplacer depuis « K sera
appelé... » par le texte suivant :

Pour tout point de X à valeurs dans un corps K, K sera appelé le corps des valeurs
du point correspondant, et si x est la localité de ce point on dit encore que ce dernier
est localisé en x. On définit ainsi une application X(K)—^X, faisant correspondre à un
point à valeurs dans K sa localité.

Lignes 7 et 16 de la p. 113, supprimer « géométrique »; lignes 10 et 13 de la p. 113,
supprimer « géométriques ». Lignes 10 et 11 du bas de la p. 115, supprimer « géométrique ».

(En-iu, 6) A la fin de la démonstration de (I, 3.6. i), ligne 12 du bas de la p. 117,
ajouter : Si l'on pose X'=XXYSpec(^/ûy), alors, pour tout point xeX', identifié
par p à un point de X, on a ff^^== ̂ xl^x^x9 La question étant en effet locale sur X
et Y, on peut supposer que X=Spec(B), Y=Spec(A), et l'on a (B/û^=B^a^
par platitude (0, 1.3.2).

(Eri-m, 7) Dans (I, 5.1.1), ligne 3 du bas de la p. 127, remplacer « G^-Module
quasi-cohérent » par « Idéal quasi-cohérent de S8 ».

(En-in, 8) Après (I, 5.1.10), ligne 16 de la p. 131, ajouter :
Remarque (5.1.11). — Une légère adaptation du raisonnement fait dans (5.1.9)

montre que la conclusion reste valable sans supposer a priori que X soit un préschéma, mais
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en supposant seulement que (X, 0^) soit un espace annelé en anneaux locaux, / un
Idéal de ^x lel que ^==0, que l'espace annelé Xo=(X,^x/^) soit un schéma affine
et enfin que les Idéaux ^j/1^^1 soient des ̂ o^0^^ quasi-cohérents. Il suffit en effet
d'utiliser (1.8.1) (cf. (Err^)) au lieu de (2.2.4) dans le raisonnement.

(Err^, 9) Dans (I, 5.3.1), ligne n de la p. 132, insérer, après « ou Ax », « ou \
si cp : X->S est le morphisme structural ».

(Errm, 10) Dans (I, 5.3.9)3 la démonstration est insuffisante, car elle ne prouve pas
que Ax(X) soit localement fermé dans XXgX. Pour avoir une démonstration correcte,
il suffit d'utiliser (4.2.4, a ) ) : pour tout A:eX et tout voisinage affine U de x dans X,
U XgU est un voisinage affine de AxM ; compte tenu de (5.3.16) (dont la démonstration
n'utilise que la définition (5.3.1.1)) , on est ramené à démontrer (5.3.9) lorsque
S==Spec(B) et X==Spec(A) sont des schémas affines; il est clair alors en vertu
de (5.3.1.1) que Ax correspond à l'homomorphisme canonique AOOgA-^A qui trans-
forme x®y en xy\ cet homomorphisme étant surjectif, Ax est dans ce cas une immersion
fermée (4.2.3), ce qui achève la démonstration.

(Eri-m, n) Dans (I, 7.1.15) et (I, 7.1.16), lignes 7 et 15 du bas de la p. 158,
supprimer « géométriques ».

(En-m, 12) Remplacer (I, 7.4.7) par : On étend (par abus de langage) les
définitions de (7.4.1) au cas où X est un préschéma réduit dont tout point admet un
voisinage ouvert n'ayant qu'un nombre^' de composantes irréductibles; il résulte alors
de (7.3.4) et (7.4.6) que, pour un ^x-Module quasi-cohérent de type fini e^, dire
que F est un faisceau de torsion équivaut à dire que Supp(^') ne contient aucune composante
irréductible de X.

(Errm, 13) Dans (I, 10.11.7), lignes 17 à 23 de la p. 205, la fin de la démons-
tration depuis « Reste à prouver... » est inutile en vertu de (10.11.6), les faisceaux consi-
dérés étant cohérents par (0, 5.3.5).

(Errm, 14) Dans (II, 1.7.8), après la ligne 10 du bas de la p. 16, ajouter :
lorsque S=Q^, on écrit aussi V^ au lieu de V(<?); si en outre S=Spec(A) est affine,
on écrit V^ au lieu de Vg ; on a V^ == Spec(A[T^, . . ., TJ) où les T, sont des indéterminées.

(Err^i, 15) Dans (II, 1.7.10), ligne 10 de la p. 17, supprimer « géométriques »;
lignes 12 et 16-17 de la p. 17, supprimer « géométrique ».

(Errm, 16) Dans (II, 1.7.12), ajouter : On pose de même :

V(^)=V^S[T,,...,TJ.

(Errm, 17) Dans (II, 4.2.6), ligne 7 de la p. 75, supprimer « géométriques »;
ligne 8 de la p. 75, supprimer « géométrique ».

(Eri-iii, 18) Dans (II, 4.6.13), ligne 7 de la p. 92, le raisonnement doit être précisé,
car avec les notations de (4.4.10), il faut ici prouver que l'immersion F. est quasi-
compacte^ afin d'appliquer (i bis). En vertu de (4.6.4), pour prouver que JSf est ample
relativement à/, on peut se borner au cas où Y est affine. Notons d'autre part que dans
chacune des hypothèses de (v), / est quasi-compact (I, 6.6.4). D'autre part, si g est
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séparé, ^ est une immersion fermée (I, 5.4.3) donc quasi-compacte (I, 6.6.4). Si au
contraire X est localement noethérien, comme Y est affine et/quasi-compact, l'espace
sous-jacent à X est quasi-compact, donc noethérien, et on peut de nouveau appliquer
(I, 6.6.4) pour prouver que 1̂  est quasi-compacte.

(E1'11!!!? ï9) L'énoncé de (II, 5 .2 .2) est incorrect, les conditions b ) , c ) et c ' ) n'étant
pas locales sur Y lorsqu'on ne sait pas si pour un ouvert U de Y, un (^xl/'^U)) -Module
quasi-cohérent est restriction à /-'(U) d'un ^-Module quasi-cohérent. Il faut donc
remplacer dans la ligne 16 de la p. 98 « Soit f : X^Y un morphisme séparé quasi-compact »
par : « Soient X, Y deux préschémas tels que X soit un schéma ou que l'espace sous-jacent à X soit
localement noethérien, et soit f: X-^Y un morphisme quasi-compact. » Dans la démonstration,
on observera que les hypothèses entraînent que/est séparé lorsqu'on suppose que X est
un schéma, en vertu de (I, 5.5.5 et 5.5.8) ; on peut donc appliquer (I, 9 .2 .2) dans
les deux cas.

(^«m. 20) Dans (H, 6.2.3), ajouter, après la ligne 18 du bas de la p. 115 :
On dit qu'un morphisme /: X->Y est quasi-fini en un point xeX s'il existe un voisinage ouvert
affine V de y ==/(x) et un voisinage ouvert affine U de x tels que /(U) c V et que le morphisme U -.V
restriction de f soit quasi-fini. On dit qu'un morphisme /: X->Y est localement quasi-fini s'il
est quasi-fini en tout point de X.

^^m^ 2I) I^s (II, 6.4.3), la démonstration est incorrecte, les éléments d'un
sous-A-module de type fini de K n'étant pas nécessairement entiers sur A. Remplacer
les 9 dernières lignes de la p. 121 par le texte suivant : Gomme on peut supposer que E
est sans torsion, donc fidèle, E est aussi un A[^]-module fidèle (A étant plongé dans
l'anneau des endomorphismes de E). Comme E est un A-module de type fini, il en résulte
que u est entier sur A (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § i, n° i, lemme i). On en conclut
immédiatement que les valeurs propres de u® i (dans une clôture algébrique de K)
sont des éléments entiers sur A, et il en est donc de même des a,(u).

(E1'1'!!!? 22) l^ans (0^, 9. i . i), ligne 18 du bas de la p. 12, supprimer « ouverte ».
(S1'1'!!!? 23) Oans (0^, n.7.3), ligne 10 de la p. 43, après C", ajouter : tel que

pour tout objet projectif P de C (resp. tout objet projectif P' de C ' } le foncteur
A'-^T(P, A') (resp. A->T(A, P')) soit exact dans C' (resp. C).

(E1'1'!!!? 24) L'énoncé de (0^, I 3 - 7 - 7 ) est inexact, et doit être modifié comme
suit : ligne 6 de la p. 78, supprimer « et (R^^A,)),^ »; ligne 7 de la p. 78, remplacer
« E/^A) est un S-module de type fini» par« R'^A) et R^+^A) sont des S-modules de
type fini » ; lignes 12-13 de la p. 78, supprimer « et p + q== n + i ». Dans la démonstration,
ligne 23 de la p. 78, supprimer « et pour 72+1 ».

(E1'1'!!!? ^5} Dans (III? I • 4 • I 5 ) ^ ^g^ 6 du bas de la p. 92, remplacer « de type fini »
par « quasi-compact ».

(ErrIII5 26) I^aus (III, 2 .2 .4) , ligne i de la p. 102, remplacer « que les supports
de y et de ^soient propres sur Y » par « que le support de Im(^'-^) soit propre sur Y ».
Dans la démonstration, remplacer le texte des lignes 10 à 16, depuis « Cela étant... »,
par :
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Posons ^=Im(^->^)==Ker(^->J^), qui est cohérent. Comme on a la suite
exacte o-^i(^)->^(^)->^(7z) et que le foncteur f^ est exact à gauche, la suite
o^/(^(7z))^/(^(^))-^(^(^)) est exacte pour tout n, et il suffit donc de montrer
que, pour n assez grand, la suite ^(^r(^))—^/„(^l(^)) -^o est exacte. Autrement dit,
on peut se borner au cas où J^=o et où le support de ^ est propre sur Y, donc fermé
dans Z (II, 5.4.10) ; ( S I = i^) est par suite un ^-Module cohérent tel que ^' | X = ̂ .
On sait (1,9.4.3) qu'il existe un ^-Module cohérent y tel que ^r/[X=^'.
En outre, comme X est ouvert dans Z et Supp(^)cX fermé dans Z, il est immédiat
que l'on définit un homomorphisme surjectif u' : y ^(§1 de faisceaux tel que M' |X
soit Phomomorphisme surjectif donné u : ̂ r-^, en prenant ^111=0 pour tout
ouvert U de Z ne rencontrant pas Supp(^) et uf\U==u\V pour tout ouvert UcX.
Gela étant, on voit comme au début de la démonstration de (2 .2 .2 ) que l'on peut se
borner au cas où Y est affine, et il s'agit donc de montrer que, pour n assez grand,
l'homomorphisme T{u) : F(X, ^(n))->r(X, ^(n)) est surjectif. Or, on a le diagramme
commutatif

r(z,^)) ̂  F(Z,^))

F(X,^)) ^ F(X,^))

où v et w sont les homomorphismes de restriction. La définition de < S ' montre en outre
que w est bijectif', par ailleurs, en vertu de (2.2.3), TÇu') est surjectif pour n assez grand,
donc il en est de même de T{u).

(Errni, 27) Dans (M, 2.2.5), après la ligne 7 du bas de la p. 102, ajouter :
(iii) Sous les hypothèses de (2.2.4) concernant X, Y,/et Jâf, il est immédiat que

si ^ est un (P^-Mod\ile cohérent dont le support est propre sur Y, un raisonnement ana-
logue à celui de (2.2.4) montre qu'il existe un entier N tel que pour TZ^N, on ait
TSJff^Çn)) ==o pour tout i>o. On en conclut, par la suite exacte de cohomologie,
que si u : e^-^ est un homomorphisme de ^-Modules cohérents tel que Ker(zz) et
Coker(^) aient leurs supports propres sur Y, alors il existe N tel que pour TZ^N,
l'homomorphisme correspondant ^f^(rl))-->^f^<S(n)} soit bijectif pour tout z>o.

(En-ni, 28) Dans (M, 4.4.9)3 ligne 17 du bas de la p. 137, remplacer « Soient Y
un préschéma intègre localement noethérien » par « Soient X et Y deux préschémas intègres localement
noethériens »; ligne 16 du bas de la p. 137, remplacer « de type fini » par « localement de type
fini ». La démonstration est essentiellement inchangée, f^Çy) étant localement de type
fini sur k[y)y donc encore discret.

(Eri-iii, 29) dans (I, 9.3.4)3 ligne 19 du bas de la p. 173, remplacer « noethérien »par
« quasi-compact »; lignes 18 et 19 du bas de la p. 173, remplacer « cohérent » par « quasi-
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cohérent de type fini ». Dans la démonstration, on se ramène au cas où X= Spec(A), ^==M,

où M est un A-module de type fini, /==3, où 3 est un idéal de type fini de A ; le reste
du raisonnement est alors inchangé.

(^''iiiî 3°) Dans (I, 9.3.5), remplacer les lignes i à 7 du bas de la p. 173 parle
texte suivant :

Proposition (9.3.5). — Soient X un préschéma, ̂  un 0^-Module quasi-cohérent de type fini.
Alors il existe un sous-préschéma fermé Y de X, dont l'espace sous-jacent est égal à Supp(^), et un
0^-Module quasi-cohérent de type fini ^ tels que, si j : Y-»X est l'injection canonique, ^ soit
isomorphe àj (^).

Il suffira de montrer que l'Idéal / de ̂  annulateur de y, est quasi-cohérent ; on
prendra alors pour Y le sous-préschéma fermé de X défini par / (I, 4. i .2), et comme
/y=Q^ y est un (Ex/./)-Module et on répondra à la question en prenant ^=f(^).
Pour voir que / est quasi-cohérent, on peut (la question étant locale) se borner au cas où

i^»^/
X== Spec(A), ^'==M, où M est un A-module engendré par un nombre fini d'éléments x,
(i^i^r) ; l'Idéal / est alors l'intersection des annulateurs des x,. Mais l'annulateur de x-
est le noyau de Phomomorphisme Q^^ correspondant à l'homomorphisme s~>sx, de A
dans M ; c'est donc bien un Idéal quasi-cohérent (I, 4. i. i) et toute intersection finie de
tels Idéaux est aussi un Idéal quasi-cohérent (I, i .3.10).

223


