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[Les remarques entre crochets sont insérées par la rédaction.]
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49. Homomorphismes de M, 3, les groupes M, , généraux.

I) (*). Considérons un sous-groupe fermé G de My s, contenant S35, donc image inverse
d’un sous-groupe fermé de I'y3~. On suppose que celui-ci est ‘suffisament gros’ — disons
qu’il contienne un sous-groupe d’indice fini de I'q C I'g3™. Pour le moment, on suppose
pour simplifier que G C Kerez. En résumé :

(1) Sy € G C Mgy, weG = pulu)=1 (3).

Cette derniére hypothese signifie donc que pour tout u € G, on a ag(u) € 65{’ 4, donc on a
= ot A
(2) g —=< 653,

Bo
caractérisés par

(2) ue) = intlao)p, a = aolu),
u(o) = int(fy)o , Bo = Polu).

On considere

G(0) = GNMg,(0)
(3) N

Glo] = GNMg;s[0] = Normg(Lg) ,
de sorte que ’

(4) G =6(0)-654 (produit semidirect)

(5) Glo] = G(0)- LS idem

(6) Glln&gs = Ly .

On a posé

(7) L§ = sous-groupe fermé de &4 engendré par &g ,

et on définit de méme LY, LS.

Considérons un groupe profini M, et un homomorphisme (continu) surjectif

(8) oG — M.
On pose
( ©(Gps) = 6 sous-groupe distingué de M
©) v(G(0)) = M(0)
p(Gl0]) = MI0]
p(L§) = Lo.

1Ot on se met dans le bain ... Toute cette section I semble entierement inutile pour la suite, c’est un
tatonnement préliminaire qui débouche sur la section II, p. 553.



Donc ce sont des sous-groupes fermés de M, satisfaisant

(10) M(0) € M[0] € Norma(Lo)
(11) Ly € 6N MI0].
Par abus de langage, on désigne encore par p, o, €y, €1 ... les images de ces éléments

n ul isfont don relations connu n n particulier
dans G, satisfont donc les relations connues dans & 4', en particulie

(12)  o* =p* =1, op = &g, po = €1, g1 = o(eo) = p(eo) .

Les restrictions des applications «g, By de (2, 2') & M, ,[0] seront plutot notées «, 3, ou
a, (3 sont en fait des applications

(13) SG ¥ image inverse de G dans SMy, —= 644
A\ ? B ?

={(u.f)EGX &S] 5 | fueG[0]}
dont on regarde les restrictions au sous-groupe (~ M, ,[0]) de SG défini par la relation
f=1
Composant a, (3 : G[0] —= &7 3" avec ¢|& 4", on trouve des applications, encore notées a,
B (ou o™, pM en cas de confusion possible)
(14) glo] == &,
satisfaisant donc

u(p) = int(a)p pour u € MJ0] de la forme p(uy),

(15) (o) = mt(B)o et a = au), = Blu) .
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A priori, a et § dépendent du choix de ug dont u provient, pas seulement de u — mais

—1 —
(16) ap(a) [u, p]
Bo(B)~ = [u,0]
n’en dépendent pas. Si on pose
(17) T, = Centr,(p) , T, = Centr,, (o),

on sait donc que, modulo 7, resp. T, «, 3 ne dépendent pas de u.
Hypotheése. o = a(uy), 5 = [(up) ne dépendent que de u = ¢(ug) (pour uy € G[0]).
On va exprimer cette hypothese de facon un peu différente, en introduisant

(18) J = Ker(G[0] — M[0]),

on veut donc que pour
/
Uy = 501,60 s



avec ug € G[0], dp € J, on ait
afup) = a(ug) Blug) = Bluo) -
Soient ag = a(uo), o = Bluo), o = aluy), Gy = B(uy), @ = aldo), By = B(do) dans G,

de sorte qu’on aura, par les formules de cocycles dans G,

ay = dola)ap , By = 60(30)8, ,

d’ou, en appliquant ¢ et notant que

def

©(do(a0)) = ¢(d0)(p(an)) = ¢lag) = a, et de méme
ey
#(0o(B)) = @(Bo) = 8
(19) o = aa, g = 63 dans & ,

ot ey, B3, o, B', @, 3 sont les images par ¢ des quantités o etc. dans 63{79. Donc I’hypothese
signifie aussi

(20) V 8 € J X Ker(G[0] — M]0]), on a a™(6y), 37(8y) € Ker .

Quand cette hypothese est satisfaite, on a donc des applications
(21) M]0] % S

factorisant (14), et satisfaisant donc

(22) ulp) = it pour u € M[0], a = a(u), 8 = Blu)

uw(o) = int(B)o N

qui paraphrasent (21).

D’ailleurs, posant

(23) ¢ =oapla)t,  n=poB)",

les relations (22) s’écrivent aussi

(24) u(p) = &p, u(o) = no

et on aura

(25) § = lwpl, n=luo],

et de plus

(26) £ = nlv, ot v ="t €Z (ulemultiplicateur de u) ,

qui provient de la relation analogue dans 63’ 5. (On suppose pour fixer les idées que
I’homomorphisme

g ~
G X 7 (‘multiplicateur’)



se factorise par
XM
(27) g — M — 7"

de sorte qu’on a une notion de multiplicateur (& Z*) pour les u € M.)

Considérons ’'homomorphisme naturel

M0 — Aut(®)

u > int(u)|S,

(28)

on voit sur (22) ou sur (24) qu'il est connu quand on connait
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les fonctions o, 3 : M([0] — &, et méme quand on connait seulement §, n : M[0] — &
(%). Si d’ailleurs on pose

(29) M'0] = Im(M[0] — Aut(&)) ,

ces dernieres fonctions £, n sont déja définies sur M’'[0] — alors qu’il n’est pas clair qu’il
en soit de méme de «, 3, quand M|0] n'opére pas fidelement sur &. On a ainsi une
application (§,n) d'un certain sous-groupe M’'[0] € Normae)(Lo) dans I'ensemble des
solutions de I'équation en &, n (26) qu'on écrira simplement

(31) n ¢ e Ly [*1,

relation qui implique (26) (avec la forme précise de I'exposant v) si on suppose p.ex. &
assez gros pour que &4 — SL(2,7Z) se factorise par & — ce qu'on va supposer, pour
nous simplifier la vie.

De fagon plus précise, soit

( 3\
a) &p conjugué a p dans G, i.e. £ de la forme

[er, p] = ap(a) ™.
Y= Yepo = (& n) b) &o conjugué a o dans &, i.e. ) de la forme
(32) 3, 0] = Bo(B)".

¢) nlée Ly, ie IV eZtel que £ =ne’.

[plutdt no conjugué a o dans b)], et soit u € Aut(S) un automorphisme de &, et
posons

(34) § = [upl = upup™t = ulp)p™", ie ulp) = &p , cf. (24), (25), [],

n = [u,0] = u(o)o™", ie u(o) = no

alors dire que &p (= u(p)) est conjugué a p signifie que u fixe la classe de conjugaison de
p, dire que no (= u(co)) est conjugué de o signifie que u fixe la classe de conjugaison de

2car p, o engendrent topologiquement &.
3[(30) n’existe pas.]
4[(33) n’existe pas.]



o. Enfin la condition 1§ € L; s’écrit aussi, comme

n ' = (ou(o™))(u(p)p™)

= ou(o lp)p™!
I ©)
= olu(oc” p)(p o)
" N——
= €0 :gal
= o(u(eo)sy '),
sous la forme
o(u(eg)eyt) € Ly, i.e. u(eg)gy! € Lo

(puisque Ly = 0~ '(L;)), ou encore (puisque g9 € Lg) u(gg) € Lo, soit (puisque &y engendre
Ly)
U(Lo) = LO ,

i.e. que u normalise Ly (°).

Soit donc

u fixe [1a] classe de conjugaison de p et celle de o
(35) u normalise Lo

C Aut(6),

de sorte qu’on a une application (injective parce que p, o engendrent &)

B, . %
(36)
w o ([wp) = u(p)p, w0l =u(@)ot) .
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Hypotheése fondamentale sur &, muni de p, o, d’oti g = 0 'p, e, = po~! =
o(e0) = pleo) -
(37)

a) 6 est engendré topologiquement par p, o.

b) L’application (36) (injective par a)) est bijective.

La condition b) signifie donc que pour (o, ) € & x &, satisfaisant une relation

ap(a)™t = Bo(B) eV, V' convenable,

=¢ =1

il existe u € Aut(&) tel qu’on ait

wg = apl@), e up) = imt(@)(p), ie u(p) = &
(u, 0] = Bo(B)7', ie. wu(oc) = int(B)(o), ie. wulo) = no

SNBo~ ! =o0.
6Dans cet argument, on n’a utilisé que la relation 00_1,0 = ¢go [plutdt o~ lp = go] et le fait que &g
engendre Lg, et pas que 02 = 1 ou p? = 1 p.ex.




(on aura donc nécessairement u € B}, et u sera unique si on a a)).

Ainsi, sur I'ensemble des R,, des (§,7) satisfaisant a) b) c), on aura une structure de
groupe, déduite par transport de structure de celle de Bj etc.

!/
IT) Les groupes M/  etc.
Reprenons la situation ab ovo, en oubliant (au moins pour le moment) G, ¢ etc.

(7). Soit & un groupe — on se place pour le moment, soit dans le contexte des groupes
discretes, soit dans celui des groupes profinis, au choix. On va (pour fixer les idées)
prendre celui des groupes profinis. On suppose donnés

(1) p,o €6,

on pose

(2) g0 =0 'p, e1 = po !t = o(z) = pleo) (*)
Ly = sous-groupe fermé engendré par g

(3) Ly = sous-groupe fermé engendré par € ,

donc L1 = p(Lo) = O'(L()) .

(4) Aut(6) 2282, g x &
défini par
() = fupl = uwpu ot = ulp)p! donc u(p) = &p
5 ~ uplu) e
nw) = [u,0] = woulo™" = u(o)o! donc u(o) = no
\ = uo(u)™! (n=n(u)) .

Donc pour u € Aut(8), et §{ = {(u), n =n(u), on a

u fixe la classe de G-conjugaison de p

&p conjugué a p
{=ap()™ (a€B)
no conjugué a o

n=PBp(B)"" (6€6)

u normalise Ly <= n~ 16 € L; <= £ =ne} avec v € 7 convenable.

(6) u fixe la classe de G-conjugaison de o

rree

"Pour une rectification systématique des notations qui suivent, cf. page 564, remarques.
8L.e. on a entre g9 = I}, 0 = 1j et p~! =1’ une relation I’_l11} = 1.
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Soient

(7) B,, = {u | satisfaisant les trois conditions (6)} C Aut(S)

£ =ap(a)™, ie &p conjugué a p,
(8) Yoo = 8 (&m) | n=p0(B)7", ie no conjugué a o (o, B € G) ;
nle e Ly, ie E=nel (vel)

de sorte que B, , est I'image inverse de ¥, , par (4), et on a une application induite
(9) Bpﬂ— Po = Pp,o Ep’o- )

On suppose

a) p, o engendrent & topologiquement.
(10) (*) -

b) L’application (9) (injective par a)) est surjective (donc bijective).

On transporte alors par ¢ la structure de groupe de B,, a 3,,. On pose

(11) Ugn = ‘P_l(gﬂ?) € B,s ((&m) € Ep,o)v

de sorte que ug, est caractérisé par

uen(p) = &p

(12)
uen(o) = no.

L’hypothese b) signifie donc que , des que (§,7n) € X,,, i.e. {p conjugué a n, no conjugué
amn, et 7 € Ly, il existe un automorphisme ug, de & satisfaisant (12) (et qui sera
unique par (10 a)). La loi de groupe sur 3, , s’explicite ainsi :

§" = ugy ()¢

"

(13) &, n)&n) = 1" avec
n' = ey (mn'

Considérons 'homomorphisme

S — Aut(6)
g — int(g),

I'image inverse de B,, n’est autre que le normalisateur de Ly dans &, soit M. On
veut construire alors un groupe G, ,, contenant & comme sous-groupe invariant, et dans
lequel s’envoie B,,, de facon que l'action tautologique de B,, sur & soit déduite de
cet homomorphisme, et que G, soit engendré par & et I'image de B,,, notée B, ,, qui

9 Attention, cette condition est satisfaite pour & = SL(2,Z)’ ! (Le signe € = e3(u) ne géne pas au
niveau &, 1 ...)



contient Ny. Sile centre de & est trivial, i.e. & C~ Aut(&) (S sous-groupe distingué), il
suffit de prendre le sous-groupe G, , de Aut(&) engendré par & et B, ,. Mais I’hypothese
que le centre de & est trivial n’est pas heureuse — p.ex. elle n’est pas satisfaite si & =
SL(2,Z)/ 4 1. Il me semble que 'introduction de A (sur lequel en pratique nous n’avons
aucun controle)
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n’était pas non plus judicieuse, et la condition B, , 2 Ny — il suffira de B) , O Ly. Je vais
donc considérer

S0G .0 &f B,, 6 le produit semi-direct, et

(14) LO LZ’ SOGp,O'
g - nt(g)-g7".

L’image de cet homomorphisme est un sous-groupe distingué, car

a) il commute a & (trivial), et

b) il est invarié par B,,, car on aura pour u € B, ,

int(u) (i(g)) = int(u) (int(g) - g~') = int(ulg)) - int(u(g™")) = i(u(g))

(i.e. i commute aux actions de B, ,, opérant sur L, par restriction a Ly de l'opération
tautologique de B,, sur &, et sur SyG,, 2 B,, par automorphisme intérieur).

On peut donc considérer

def

(15) Gpo = S0Gpo/i(Lo)
alors les homomorphismes d’inclusion

B, v S0G,0 , 6 — SG,
donnent, par composition avec SoG ), — G+, des homomorphismes

(16) 6 . G B,, “» G,.,

P

rendant commutatif le diagramme

L/G\G
O\B/' e

(17)

On notera

(18) Ker(6 —G,,) = LyNCentr(&) = Ker(Ly— B,,) .
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Donc le cas & = SL(2,Z)’ (avec p, o comme & 'accoutumée on aura Lo N Centr(&) = 1.
Donc il ne semble pas a priori qu’il y ait des inconvénients majeurs a supposer que

(18) Lo N Centr(&) = {1}, le. 6+ G,, injectif (107 .
Notons que I'image de
Ly — B,,
I +— int(])

(composé de (14) et de la projection SyG,, — B, ) est évidemment invariante, et posant

(19) TW, = Bp,U/ImLO
on trouve
(20) Gp,o/Gp,o =~ Bp,cr/LO = Tp,<77

i.e. [on a un] homomorphisme de suites exactes

1 Lo Byo T)o 1
(20 bis) [ [ H
1 S G,po Yo 1
=SG,.o

NB Dans le cas G = SL(2, Z)’, etc., B,y C GL(Z) est le groupe noté précédemment B,
(alors plutot son image isomorphique Bj), et ’homomorphisme det |Bj, = B, , (trivial sur
Ly), induit par passage au quotient un isomorphisme

(21) T, = G,
et on voit, utilisant 'isomorphisme

B = 7Yo-Ly (semi-direct) , ou Yo—>B\/Lo~ Gp
i.e. B T LO s

po = Llpo-

que dans ce cas on a

A~

(22) G,. = GL(2,Z)". (')
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Mais dans les cas plus généraux auxquels nous aspirons, il ne faut pas du tout s’attendre
a ce que Y,, soit aussi petit — p.ex. qu’il soit commutatif. Par exemple dans le cas
‘universel’ & = &3, on aura

(23) B,y = Mos~[0]' = Ker(Mgs™[0] =~ {£1}),

10[peux fois (18).]
"Dans le cas ou on part de SL(2,Z), p, o, on tombe sur G, , = GL(2,Z) [?] ...
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donc
(24) T,o,o‘ ~ I‘073N, (2 I‘:Q ') .

Par contre, on doit pouvoir sans inconvénient postuler I'existence d’un scindage canonique
de l'extension B,, de I',, [plutét Y,,] par Ly. En fait, si on suppose, dans le cas
général, ot néanmoins on suppose o> = p* = 1, i.e. & quotient de &', que le quotient
G de 65“, 4 est assez grand pour s’envoyer dans GL(Z), alors B,, ~ Y,, s’envoie dans
B{], et Pimage inverse de Tj est un sous-groupe (qu’on pourrait noter 7, )

(25) T

PO

c B T

PO

PO — TP,U )

qui est un sous-groupe section, pour B,, — T, ,, et aussi (en tant que sous-groupe de

G,o) pour G,, — 7T, ,, de sorte qu’on aura

(26) B,o~T,,- Ly, Gpo =~ T,,-6 (produits semi-directs) .

Soit maintenant

SG, o & {(a, B) | ap(a)™ = Bo(B)" ¥, pour v € Z convenable, i.e. =& € Ly}
—— N——
(27) =¢ =1
G x 6.

N

On a une application canonique

SGpe — Yo
(O"ﬁ) = (57 77) ’ §= ap(a)_l7 n= 50(5)_1 )

(28)

qui est surjective par définition de X,,, et en fait par I'hypothese (10), on a presque une
section canonique

Ep,a - Sgp,o

(57 7]) = Ug,n

[c.a.d. (ugy,uey)], a cela pres que ug, n'est pas dans &, mais seulement dans G, .
Nous allons considérer alors I’ensemble plus gros

Gp.o of {(o, B) | ap(e)™" = Bo(B)te¥, pour v € Z convenable}
—— S—— 12
(29) =¢ =n ( )7
C G, X Gpp

de sorte que 'on aura
(30) 5G,s = GooN (G x B)

(en supposant (18) pour simplifier).

12NB On aura aussi £ = a(p)p™t, n = B(c)o™!, donc &,n € G (puisque & invariant dans G, )
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On trouve encore

g/w - Ep,a

31 = apla)™?t = [« = ap)p!
BD N e . & T orl@T = el = oo
n = po(B)' = [B,0] = Blo)o!

(par définition de B,, on trouve bien que les (£,7) associés aux (o, 3) sont dans 3, ).
Cette fois-ci I'hypothese (10) implique qu’on a une section canonique

Ypo

&n) — (uey uey)

- gp,a

et on trouve (comme dans §48 III) :

Théoreme. Considérons les sous-groupes de G, ,

Z, = Centrg (p)

(33) (**)

Z; = Centrg (o),
et le groupe produit
B,, x T, x T,
alors on a une application bijective
Byo xT,xT, = §G,,

(34)
(u,a,b) +—— (ua ' ub™t).

Corollaire. Considérons les homomorphismes de groupes

(35) 0 : By —Y,0, 6c: Gpo —Vpo, 0, Z, — T 0o 1 Lo — Tpp,

PO s

ot d¢ est I’homomorphisme canonique de passage au quotient par &,, = &, et d,, J,,
dp sont les composés de d¢ avec les inclusions Z, —~ G,,, Zs ~ G,,, [une ligne
manque] (). Soit

(36)  Sol®, = {(u,a,b) | da(u) = ,(a) = 6,(0)} C Bpo x Zyx Z,  (*2,19)

Le.
(37) SOP?)’U = Bp,a X
I3NB dans le cas & = SL(2,Z)’ etc., on aura

oo Zp ><'rp7(7 Zg .

Z, = T,
Z, = N,.

14Par définition de B, (7), on voit que Z, — B, , et Z, — B, , sont épimorphes, donc aussi leurs
composés 0,, 0, avec B, , — T, , donc les quatre homomorphismes (35) sont épimorphes . ..

BNoté So7,,s dans le §48, IX ff.

I6NB La lettre S ici est inspirée de 'usage de cette lettre pour les ‘groupes de Teichmiiller spéciaux’, et
n’a pas donc le méme sens que dans SZ,, SZ,, ou elle indique que 'on prend le noyau de 4, d, (jouant
le role d’un déterminant ... ).
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Alors on a une bijection

(38) Sl , = S0, (défini dans (27))
(U,7 a, b) — (57 77) ) avec g = uailf n= ub—" .

Scholie. Par les bijections (34), (38), on transporte sur G,,, SoG,. les structures de
groupe naturelles de Fg}’; , F?w' Explicitant cette structure de groupe, on trouve notam-
ment pour SG,

(@, F) @ f) = @),  avee o =u(a)a, B = (3)F

ulp) = & = int(a)p
u(o) = no = int(B)o
(avec & = ap(a) ™", n = Bo(B)7)

(

(39) o= ugy 0 6 — 6, défini par

\

Dans SF%U, on a un sous-groupe isomorphe a Ly, via
[page 558]

Ly — SI° C B,,xZ,%xZ,
(40) 0 po = P P

I — (,1,1),

et 'action de Ly par translation a gauche sur SFS’U devient, par (39), I'action sur SG, ,
donnée par

(41) (v, B) +— (la, 1) .

Posant donc

def
(42) 0, = SIY,/ImLy ~ Z, xx,, Z, (7,
on trouve que (39) induit une bijection canonique
(43) I, == Lo\SG,. .
Posant
Sz, ¥ Ker(Z,—~T,,) = Centr
(44) P ( P P ) 6(10) (18)

Sz, = Ker(Z,—T,,) = Centrg(o)
[plutdt SZ, of Ker(Z, —T',,) = Centrg(c)], on a donc des suites exactes

1 — 82, — Z, — T,y — 1
1 — SZy — Zy —+ Tpy — 1,

(45)

1"Noté Tp% dans §48, IX ff.
8Introduire aussi
STy = Ker(l'yo —T,,)

SG,, = Ker(G,o—>7T,5)
= 6,, =6
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et les expressions (37), (42) de Sol')
(46)

0
[} » donnent

1 — Ly x SZ,x 8Z; — SoI') ; — Tpp — 1,

(47) 1l — SZ,x SZy — T, — Yoo — 1.

NB Dans le cas & = SL(2,Z), p et o ‘modulaires’, on retrouve les Sol') , et I') , de §48
IX.
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Soit maintenant

[SMS, =1 SoMS, = {(u,a,b,U) | dp(u) = d,(a) = 0,(b) = da(U)}

(49) relation dan;?rp,a, cf. (19) [19] s

C SFSJ X G0 (CByo X Zy %X Zy x Gpyp)

def

Mo, {(a,b,0) | d,(a) = 8,(6) = 6a(U)}

(50) relation?i;ns Yoo

C T, xT,xG,,
[plutdt ... C Z, x Z, X G,,]. On a donc un homomorphisme canonique

SMY MO
(51) P e
(u,a,b,U) +—> (a,b,U),

dont le noyau est formé des (u,1,1,1) avec u € B, tel que dg(u) =1, i.e. u € Ly, d’on
une suite exacte

(52) 1 — Ly — SM), — M), — 1

et des homomorphismes canoniques

e G;w

MO, e 7,

(53) 2z,
U

redonnant les homomorphismes analogues sur SMSU par composition avec (41), et de
plus on a un homomorphisme canonique

0
0 B
SM,, — By,

(54)
(u,a,b,U)

— u.

19[(48) n’existe pas.]
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On a aussi l'interprétation

(55) SoMp, ~ M), xx,, Byo;
SOMS,U s’exprime a l'aide de M?w et B,,, et en tant qu’extension de M, , par Ly est
I'image inverse de I'extension B,, de T, , par Ly. Et on a
(56) M~ Zyxx,, Zsxx,,Gpo
0
=19,

d’olt on déduit (comme 0, d,, d¢ sont épimorphes)

(57) | SZ,%x57,x& — M), "1, — 1,
d:ef:\zgt

ot on a (44)
SZ, = Z,N6 = Centrg(p)
SZ, = Z,NGS = Centrg(o) .

De méme, on a
0~ 20
(49) SOMp,J - BP’U XTp,cr ZP XTp,cr ZUJ XTp,rrGP’U [ ] )

-~

= Sol“g,(,

donc on a une suite exacte canonique
(50) 1 — LyxSZ,x 82, x& — SM), —T,5 — 1.

Considérons I’homomorphisme canonique

& o M
(51) e

U — (1,1,U0),
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son image est le troisieme facteur dans le noyau de (57), et on a une suite exacte canonique

(déduite de (56) et (57))

0 0
(52) 16 —M,, —TI,, —1,
parfois noté
Spo ?
et de méme on a (via (49) ou (50))
(53) 1 — 6 — SeMp, — SI), — 1,
(53') 1 — SZ,x8Zy — M), — G — 1.

20[Saut dans la numérotation.]
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Considérons 'application

SoM), — B x6x6

(54)
(u,a,b,U) +—— (ua=t,ub ™, uU™Y) = (o, 83, f),

on voit par le corollaire p. 557 (cf. (37)) que cela induit une bijection
(55) SIMS, = (5G,0) x 6.

On a ainsi pour un z € SyM? _, d’une part pour les quantités

P50

(56) u_, A, .
) =~ =
€Bpo €Zs €Z, €Gpo

associés, d’autre part les éléments
(57) a, Bu f? 57 1, Qo, 607 g, h tous dans 67

ou (a, B, f) [sont] définis en termes de (56) dans (54), et ou on a posé

§ = apla)™,n = PoB), a = fa, o = 18
g = aplag)™ = f7%p(f), h = Boo(B)™" = f'no(f).

On aura, en termes de «, 3, f, les expressions suivantes de 'action de U sur & :

(58)

Ulp) = it(f~la)(p) = int(f71)(&p)
Ule) = t(f~'B)(c) = int(f~")(no).

Remords. Finalement, dans tous ces développements, on n’a pas vraiment utilisé la
soi-disante ‘hypothese fondamentale’ (20), sauf la partie a). En absence de b), il y a lieu
d’introduire

(59)

(60) 2% = {(&,n) €6 x & |Tu€ By, ulp) =Ep, u(o) =no} C B, € X6,

qui n’est donc autre que 'image de I'application (9) : couples effectifs (£,n) satisfaisant
les conditions définissant ¥,, (cf. (8)). On notera

(61) Sg;ff, = Image inverse de X% par SG,, — %, (28) ,

et c’est sur SQ;E; qu’on aura une structure
[page 561]

de groupe isomorphe a SOFS,U, par 'isomorphisme (qui remplace (38))

0 ~ i
Solle == S0G)0

(62) (u,a,b) +—— (ua L ub™?t).
—~— =~
=& =0
Ceci posé, revenons a M7, et la suite exacte
(63) 1—»66}?—»/\/{;0—» IG5y — 1.
po
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Considérons le sous-groupe

Iy = Ker(Tys —»{*1})

(64)
= {yelGslum =1 3)},
et soit
(65) ‘o5 = Image inverse de Iy dans Mg, .

Soit & un groupe profini, et
(66) (N 65}? — &

un homomorphisme continu surjectif — ce qui revient au méme que de se donner deux
éléments

(67> Ps ,06 € G
(les images de p, o par 1) satisfaisant
(68) P = 0 = 1

[et qui engendrent &]J.

Définition (*'). On dira que v est effectif si pour tout u € M'55[0], posant u(p) = &p,
u(o) = no, le couple

(e,me) = (u(€),uln) € Zpo

f ie. 3 ug automorphisme de & tel que

P07

est effectif, i.e. dans X

(69) us(ps) = &eps us(0s) = Ne0s ,

ou, ce qui revient au méme, qu’on a commutativité

S5 —— &3
(70) ¥ ¥
S .65,

Donc dire que c’est le cas pour tout u € M'g;[0] signifie que ces u transforment Ker 1)
en lui-méme — ou aussi, que Mgy (= M'G5[0] - &74') tout entier stabilise Kere. Cette
condition est donc automatiquement remplie quand &, pg, o satisfont la condition b)
de (20).

21’introduire par conditions équivalentes :

a) M5 3[0] — SCD.

b) Vue M'g;, Jus € Aut G tel que ug 0 = ow.

b’) Ttou avec u € M’ 5[0].

¢) J¥a qui prolonge 1.
¢’) F¢es qui prolonge 1.
On dira alors que ¢ est effective. C’est automatique si (20) b) [est] satisfait.
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On a fait ce qu’il fallait pour avoir le
[page 562]
Théoréme. Soit v = g : 65&?—»6 un homomorphisme surjectif effectif (cf. ci-

dessus). Alors il existe un homomorphisme unique

(71> (CIVE ,0N,3 — M)

P&,06

ayant la propriété suivante : Si u € M'gs est de la forme uapy (o,f,f € GST?)A, sa-
tisfaisant I'équation des lacets ap(a)™" = Bo(8)7'Y), alors Ya(u) est Uélément de M),
défini par les invariants (), ¥(8), v(f) (*2).

Corollaire. On a alors des homorphismes des suites exactes

I —— &5 — MG, 'y 1
(72) Ye \1/1/\4 b
0 0
1 G] Mi/) Pw 1.

L’homomorphisme 1, s’explicite a ’aide des trois homomorphismes

pr . I‘la — Zp

(73) q
¢Ta . F Q — ZO'

(74) va Moy — Goo (P)

Pour © € M'Y., & son image dans I''~, et
0,37 Q>

(75) a = p, (&), b = ¢r (1), U = Yg(x),
(76) dp(a) = 6,(b) = dc(U) dans T, ,

i.e. les trois homomorphismes composés

F/a Yr, Fp
can. \5\
~ n. ~ o
(77) 0.3 = I'q v L'y 1,0
(e] e
pro—

22En fait, on a bien siir en premier lieu un homomorphisme

S()MIE::), - SQM?/) .

23NB on écrit pour simplifier p, o au lieu de ps, os en indices.
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sont égaux. De plus, on aura d’apres (76)

(78) @DG’GH,?{\ - ¢6a

et enfin ceci :

(79) Si z e Mgy, U=1v¢(r), on acommutativité dans
Sip " &

(80) int ()| &7 4 int(U)|&
Sip——6.

[page 563]

On peut reprendre tout ceci comme un énoncé de fonctorialité des constructions faites,
par rapport a un homomorphisme surjectif

(81) 6 =%, &,

transformant le couple (p, o) de générateurs topologiques de & en un couple (p’, ') (**).

Il y a alors un unique homomorphisme

(82) SoMY —Fsm0 GO,

[PsoMm0 = PSoMmy = Psmo = Psm dans ce qui suit], satisfaisant les conditions suiv-
antes :

a) psm passe au quotient en des homomorphismes

(

YB : Bpﬁ — 7

feXes [plut@t pro- — ch 0/]
. Z — L
(83) v ’ b )

Yo - Lo —> Ly

ec : Gpo — Gpo

b)

(84) Les homomorphismes g, ¢,, ¢, sont induits par ¢ (ce qui montre
que la connaisance de g se ramene a celle de ¢g) ;

c) On a commutativité dans

S Gpo
(85) = ps G
&’ Gy o

(ce qui montre, puisque G,, = B,, - 6, que ¢ est connu quand on connait ¢p) ;

o ® . P
2411 aurait mieux valu prendre & — & pour pouvoir spécialiser en &'.
25Ceci montre que pgaq est déterminé quand on connait les quatre homomorphismes ¢, Pps oy PG-
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d) Pour u € B,,, posant v’ = ¢p(u), on a commutativité dans

u

S S
(86) s s
6—“ . &

(ce qui détermine @g en termes de ¢ = g, donc cela détermine g, et par passage
au quotient, aussi

(87) Om Mp,a — Mp/,O" )

Une autre fagon, plus directe, de décrire pgy a0 ou Yy, en termes des ‘parametres’ (o, 3, f)
au lieu de (u,a,b,U), est de dire que g p0 [plutdt @g pol transforme un u, g en
Uor g pr, o &, 3, f' sont les images de o, 3, f par ¢ :

o = ¢(a)
(88) PsoMo( Uapf ) = Uarp pr G = o(B)
€ SoMpo = o(f)

On retrouve ainsi, sous une forme un peu plus précise, le théoreme précédent en I’appliquant
au cas ott & = &4 (le ‘cas universel’ (*)), & quelconque — il vaut mieux dans la nota-
tion (81) interchanger le role de & et &'. Il est bon d’expliciter les invariants essentiels
dans le cas ‘universel’ :

|~ ~
6/ = Gaé\ 5 B/I)/’O./ - M,073[0] 5 T;)’,O" = /Q y
(90) Gl = MGy, Z, = Mys(=7), Z; = Mgs(1/2),
F;)/70./ — /(Q y [27] 3
[page 564]
/ ~ / !/ ~ / ! ~ /
(91) PP’,O', — TP’M"’ 5 Zp/ - phol g T Tp’,o" 5

donc SZ;/ = SZ;./ == SF;/7O./ == 17 et
(92)  SoMlyo = SoGl. = SoM'yy, My e G e Ml

Remarque. En écrivant les relations (80) [(90)7], il devenait évident que les notations
utilisées dans toute cette section II (depuis page 553) étaient inadéquates (%), et qu'il
convient de les modifier de la facon suivante :

Zp,a7 Bp,cra SOGp,UJ Gp,cra Tp,d? Zp7 Zaa gp,cra Sgp,aa
Zy, Ze, SoIS,, I%,, SZ,, SZ,, SeMS,, MY, .

po ) T pa P

(93)

26Tout au moins ‘universel’ par rapport & I’hypotheése supplémentaire p3 = 1, 02 = 1 dans &.

2T[(89) n’existe pas.]

28Car je m’y étais inspiré du cas & = SL(2,Z), couple modulaire p, o (qui ne recoit pas méme 66"’3{\, a
cause de {£1}!) et non du cas universel, qui aurait dit me servir de fil conducteur pour mes notations.
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SoI®

P pa’

SoM?

P07
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. ., et on enleve l'exposant © de

M, (qui se trouve donc remplacé par un ).

Autres cas particuliers importants explicités en :

29) & = SL(2,2)/ £ 1, (p,

o) couple modulaire.

B,, = wD‘MGZﬁME (Q,Aez}
L = {() |re2}
' / 7 def _
G, = GL'(2,Z)/+1, ou GL'(2, 7)< {ue GL(2,Z) | det =1 (3)}
ST B () ()
(94) Z, = {cep+d|F+ced+d®eZ}/+1
Z! = NAZ)/p(Z) avec notations de §48
SoM, , = SM,, (Z)/% idem
M, , M, (Z)/% idem
-] ~ 7;,”0(2)/20 idem

3%) Prenons & = SL(2, Z), avec couple modulaire [(p,0)].

B,, = {(g?) ‘MEZ* w=1 (3), )\EZ}
G, = GU(2,Z), on GL'(2,2)“ {ue GL(2,Z)| det =1 (3)}
7z, = {ecp+d|c,deZ, E+cd+d®eZ}
T ¥ {totu|tueZ 2+ue
Z! = T/ -{1,7%}, ou tto | J
(95) T = (701)
SoM, , =~ SM;, (Z)/%, avec notations de §48
M, , ( )/ 2o idem
S(]F/p’g S()T U( )/20 idem
\ Lo = T, (Z)/ idem
[page 565]

IIT) Considérons I'extension GL(2,Z)" de &( 3 par {£1} :

B(Cest G(Z)/p4(Z) avec notations du §48.
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1 1
1 {£1} SL(2, Z) - B4 -1
(1) 1 {+1} GL(2,Z) Sl 1

On s’intéresse au groupe N7, défini comme extension de MG, par {£1}, image inverse
de 'extension GL(2,Z) de GL(2,Z)/ 4 1 par {1}, via 'homomorphisme canonique

(2) M5y — GL(2,Z) = GL(2,Z)/ £1
(cf. §45 ...), de sorte qu'on trouve un homomorphisme de suites exactes

1

{£1} N1y

My —— 1

(3)

1 GL(2,Z) — GL(2,2) 1.

{£1}

On trouve un isomorphisme canonique entre l'image inverse 7/ de &5, C My, dans
N1, avec GL(2,Z)" (*), induisant un homomorphisme

(4) SL(27 Z)/\ - 171 )

dont la restriction a SL(2,Z)" s’insere dans une suite exacte canonique

(5) 1 — SL(2,Z)" cv N} — TIg — 1,
:Tf,L1/\ :FON,S

qui a son tour s’insere dans le diagramme

1 SL(2,Z)" My Iy 1
(6) épi |épi X | épi
1 SL(2,Z) —~ GL(2,2) 7" 1.

ONB T;, ~ GL(2, Z).
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On peut écrire

~Ty ~ SL(2,Z)" ~ SL(2,Z)"/+1
~ ! ~ : +A
(7) Mo = M0,3(0> Sy3
—_——

(semi-direct)

en termes de cette décomposition, et compte tenu qu’on a un homomorphisme canonique
(8) Mgs(0) — GL(2,Z)

qui remonte la restriction de (2) a Mg5(0), on trouve un isomorphisme canonique

[page 566]

9) NTL ~ NTL(0) - SL(2,Z2)" .

~ Mg 4(0) ~Tg

Ainsi on a une opération de N7} (0) ~ I'g sur SL(2,Z)" que je voudrais expliciter, en
utilisant le diagramme cartésien

SL(2, Z)" &4 = SL(2,2)"/ 1

induit
par(2)
can.

SL(2,Z)/ +1.

(10)

cart.

SL(2,7Z)

Un élément u de I'g correspond a un couple

(11) (Oé,ﬁ) € 7%673 Xﬁ'(]’g;
~~~

{1,700 }%0,3

satisfaisant I’équation des lacets

A

(12) ap(e)™ = Bp(B)'l] (vei),

qui opere sur &4 ~ SL(2, Z)" par

u(p) = int(a)p = &p, ¢ = apla)™,

(13)
u() = int(flo = no, n = PBo(B)",

ce qui est compatible avec 'opération (notée u) sur SL(2, Z) induit par int(u), ol u €
SL(2,Z) est I’élément défini comme 'image de u par (8), de facon précise :

(14) u = i, (@), ou i = x(u) est le multiplicateur, et
ir, : Gm — GL(2,2)

(15)
po— (69) -
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On aura, de fagon précise,

ap(a)” o

) = n(p), ou n = eBp(B) ",

=
RS
S~—
Il
I
=
o
o
an%
Il

(16)

=
1

avec, pour mémoire,

= +1 sietseulementsi p =
(17) & = e(p) € {1}
e = —1 sietseulementsi p =

Bien entendu, SL(2,Z)" est engendré aussi topologiquement par p et o,

et on identifie

+1 au sous-groupe central de SL(2,Z), donc de SL(2,Z)", en écrivant aussi —g pour le

produit de g € SL(2,Z)" par —1. On aura donc dans SL(2,Z)"

(18) ulp) = int(ffé)(p) = &p
et u(o) = eint(fB)(o0) = no
19) ¢ = ap(a)™, efo ()
e = eo(p) € {:I:l} C SL(2,Z2)",
[page 567]

ol maintenant & et [ désignent des relevements arbitraires de « et 5 a

SL(2,Z)" - ils

ne sont déterminés qu’au signe pres, mais int(a), int(3), £ et n sont déterminés sans

ambiguité par u. Notons aussi

(20) u(eg) = €} .

Si maintenant on a un homomorphisme surjectif

(20) Ny e g
induisant un homomorphisme
(21) SL(2,Z)" 6 cg,

7Im‘§[l

les images de p, o dans & (notées par les mémes lettres) satisferont

=0 =1, 3 =02,
(22) P P

et par suite [p®, o] = [0, p] = 1, i.e. p?, 0% sont centrauz (*3) ,

31Les soulignés désignent des éléments dans GL(2, Z) — a et  ne sont déterminés qu’au signe pres,

mais £, 7 sans ambiguité.
32 [Deux fois (20).]
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et on peut, pour u € N77(0), correspondant a des éléments &, 3 de SL(2,Z)" (déterminés
modulo signe), d’ou £, 7, essayer de trouver un automorphisme ug de &, satisfaisant les
relations idoines

(23) us(ps) = &eps us(0s) = Ne0s ,

et faire joujou avec & et 5. Mais on est obligé, comme on n’a pas nécessairement & €
SL(2,Z)", seulement & € GL(2,Z)", de faire intervenir 1’élément 7., de GL(2,Z)", et
I’action de son image 7 dans G sur &. On aura, en posant maintenant

(24) fos = OePs, E16 = pP&0s = os(cos) = psleos) (3)
= —0g'ps = —peos

des relations

(25) (o) =o', () =op, ()
qui impliquent, via (24) et (22),

(26) T(eo) = &, T(e1) = 7',

et on introduit le groupe

(27) 6 = {1,7}-6,

ou {1,7} opere sur & par les formules (25). Ceci dit, on est en mesure de paraphraser
des constructions déja faites par ailleurs.

[page 568]
V)

1°) Soit donc & un groupe profini, muni de générateurs p,o € & satisfaisant les relations
6 4 3 2 def ( 1,\ /36
(1) p=0 =1, p* = o" (= =1U)(7)

— un cas particulierement intéressant étant celui ou p® = 0% = 1, auquel néanmoins je
ne voudrais me limiter. Soit 7 un automorphisme de & satisfaisant

(2) (o) =0t = -0, 7lp) =0alp) ()

(ce qui signifie que 7, ‘passe au quotient’ en automorphisme 7 de &), ce qui implique

(3) =1

(4) 7(50) - 8517 7(51) = 61_17

33Donc dans & il y a un élément central canonique involutif, noté —1 ...

34Ce qui n’est pas la convention habituelle jusqu’a présent . ..

35 Je laisse tomber les indices &.

36Ceci signifie simplement qu’on se donne un homomorphisme surjectif SL(2, Z)" — &

3TIntroduire tout de suite I'élément équivalent 7/ = o~ 17 satisfaisant 7/(p) = p=1, 7/(0) = 071 (7/(g0) =
et Te) = &5 ).




ol
(5) g0 = op = —0 'p, g1 = po = o(gg) = o (o) = pleo) (3%) .
Posons
(5) e = {1,7}-6 [39] .
donc on a
(6) 1—+6—6 —{1,7} — 1.
Soit
u(eo) = €5
(7) B,y = { (u,p1) | u(o) conjugué dans & a o# p C Aut(8) x Z*,

u(p) conjugué dans & a p#

qui est évidemment un sous-groupe. La troisieme condition signifie d’ailleurs, puisque
p® =1, i.e. p" ne dépend que de l'image de u dans (Z/6Z)* ~ (Z/2Z)* x (Z/3Z)* ~
(Z/3Z)* ~ {£1}, donc

(8) P = p€3(M)’

que pour e3(p) = 1, u(p) est conjugué a p dans &, et pour e3(pu) = —1, il est conjugué a
p~! dans &, ou encore a p par un élément de &', i.e. un élément de la forme «o;7.,, avec
a; € & (puisque 7o (p) = o(p~!) justement ...). On voit de méme qu’on a

=0 sip=1(4)

=0l = sip=-1(4)

(9) ot = 0=W = ey(plo =

Ainsi :

Proposition. Pour que (u,p) € Aut(G) x Z soit dans B, il faut et il suffit qu’il existe
aec @, Be6 tels qu'on ait

[page 569]

(10) u(p) = int(a)(p) u(o) = ex(p)int(B)(0)
ey

et enfin

(11) u(eo) = €

ot de plus on a

(12) a e 6 si et seulement si p=1(3) (19) .

380n fera attention au signe —, alors que précédemment on supposait souvent eg = o~ !p ...
39 [Deux fois (5).]
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On notera que (u, i) est uniquement déterminé par p et la connaissance de « et de (3, et
méme seulement par p et

(13) £ =apla)™, = e(Wbe(d)",
puisqu’on aura alors u par
(14) u(p) = &p, u(o) = no .

D’ailleurs, dans le cas ou

7 — &
(15)

n - &7

est injectif, 1 est déterminé en fonction de v comme multiplicateur de 'action de u sur
LS C &, image de (15), donc (u, p) est déterminé par u, donc par (o, 3,6 = ea2(p)).
D’ailleurs, si & est assez gros pour s'envoyer dans SL(2,Z)" (de facon & envoyer (p,7)
sur les éléments habituels), on a vu que « a lui tout seul détermine déja p, donc €, donc
I'élément de B, , est déterminé a 'aide de o, 3 seulement.

Mais quelles conditions doivent satisfaire («, 3, ) pour déterminer un élément de B,, ?
Tout d’abord, il faut qu’il existe bien un automorphisme u (nécessairement unique) satis-
faisant (14) — ¢’est une condition sur &, 7 seuls. Il faut ensuite exprimer (11). Introduisant

(*) gy = 0 'p = —¢0,
d’ou
G = (<1l = —eh (carp=1(2)
u(ey) = —u(eo) (car u(—1) = —1, cf. ci-dessous) ,

donc la relation (11) équivaut aussi a
() u(eg) = ",

qui, par le sempiternel calcul, s’écrit ainsi :

[page 570]

=Y, o v=(u-1)/2, el =—e1=pot.
Oron a &/* = (=1)%e¥ = ¥ = [¥, donc la relation des lacets garde la forme
(16) E= i | ov=(u-1)2.

On doit encore prouver le

Lemme. Soit u un automorphisme de & tel que u(o) soit conjugué dans S a o ou a ot

alors

(17) u(—1) = —1.

Wle a=rT.
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On aura en effet u(o) = int(a)(¢’), ott 0 = ¢ ou = o', donc u(c?) = int(a)(c’?) =

int(a)(—1) = —1, OK.

Reste a exprimer enfin que u(p) = int(a)(p) est conjugué a p*, et u(o) a o*, et cela est
automatique pour o, puisque u(o) = int(5)(e2(p)o) = int(5)(c*) (par (19)), et pour p
cela signifie que ’'on a

(17) a = 72W (&) (1), on vs(u) € Z/2 est Pexpression additive de e3(p) ... [*2] .
Donc on trouve :

Corollaire. L’application

B,y — 6 x 6 x Z
(18) ’
(u,p) = ([u,p] , [uwo] , n

est injective, et elle a comme image [’ensemble fof, des triples (£,m, 1) satisfaisant les
conditions suivantes :

1°) &p conjugué a p* = p=™ dans &.

30

)
2°) &0 [plutdt nol conjugué a o = o2 dans &.
) On a la relation des lacets (16).

)

4°) 1l existe un automorphisme u de &, satisfaisant u(p) = Ep, u(o) = no.

La conjonction des conditions 1°), 2°), 3°) est équivalente aussi a celle-ci :

(A) Il existe (o, f) € & x & avec a € G si et seulement si p =1 (3), i.e. a mod & =
) et tel quion ait &€ = ap(a)™t, n = ey(p).

Considérons I’homomorphisme de groupes

(19) bo 22 By
I+ (int(1),1),
il est injectif si on suppose toujours
(20) Lo Centr(&) = {1} |
son image est invariante, car on a
(21) u(izgs(l)) = ires(ull)) = iL,p(l"),
ol u est le multiplicateur. On pose

(22) T

po =

4lgwon éerit aussi 73 Wa € 6.
42 [Deux fois (17).]
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d’ou [une] suite exacte canonique
(23) l1—Ly— B,y — T,, — 1,

et on a un homomorphisme (déduit de (u, p) — p en factorisant par T, )

(24) T,, % Z*,

Py

dont le noyau est noté Y,

(25) 1 — T, —~ Ty — 2" — 1.

[page 571]
Considérons les homomorphismes composés

€2

T,e = Z* 2 +1

(26) XY 5 €3
T,, — Z* — =1
et surtout
(27) T/pm TZ,(, C T, sous-groupes d’indice 2, définis par
T/p,a = Ker(€3 o XT) 9 TZ,U = Ker(EQ (@) X’r) .

Soit maintenant

(28> Gp,a = ( Bp,o -6 )/L07
——

semi-direct, isomorphique & SoG), o

ou
Ly ™2 B,, - G,,
(29) 0 Ps Ps
[ +— int(l) - I,

dont 'image est invariante. On a un diagramme commutatif

/ \
\ / v

ou Ker(6 —G,,) ~ Ker(Ly— B, ;) ~ LO N Centr((‘S) est trivial si et seulement si on
a (20), ce qu’on va supposer par la suite. On a un homomorphisme de suites exactes

(30)

Lo B,, 2. Y

M

1 1

p,0

(31)

1 - S -G, e

p,0

NQ(T

Z .

ps0
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Posons
Z, = Centr
(32) 14 Gp,c' (p)
Zy; = Centrg, (o),
alors les homomorphismes induits par d¢g
5, 5o
(33) Zp - Tp,aa Za - Tp,a

ont des images qui contiennent Y/ et T}  respectivement.
[page 572]

Proposition.

1°) L’image 6,(Z,) contient Y, ,, et est réduite a Y, si et seulement si p et p~" non

P, 0

conjugués dans & — donc elle est égale a T i.e. 0, L,— Y, , épimorphique si
et seulement si p et p=*

P,o ’
sont conjugués dans S.

2°) L’image 6,(Z,) contient Y7 . et elle est réduite a Y, si et seulement si o et

P’
ol = —o non conjugués dans & — donc elle est égale a Tpg Jie 0p i Lg— Y, 5
épimorphique si et seulement si o et 07 = —o sont conjugués dans S.

Corollaire 1. Si & contient comme quotient SL(2,Z/3Z), avec p = (,(1) %), o= (?_é)
(modulo £1), alors l'image de 9, est T/

En effet, on voit que p et &p~! ne sont conjugués dans &, car ils ne le sont pas dans
SL(2,Z/3Z). Vérifions le : p et —p~! ont déja des traces distinctes 1 et —1 dans Z/3Z,
ils ne sont pas conjugués. On a (.70 )(p) = p~ !, donc les éléments de GL(2,Z/3Z) qui

conjuguent p en p~! sont de la forme f 7!, avec [ = cp+ d, on veut det(f7) =1, i.e.
det(f) = —1 (car det(72,) = —1), i.e. ¢ + cd + d* = —1, impossible.

1

Corollaire 2. Sio? =1, alors Z, — Y, , est surjectif. Si par contre & contient comme
quotient SL(2,Z/AZ) (sans ' !), avec p, o comme d’habitude, alors Im(d,) =17 .

Il faut voir que o et 0! = —o non conjugués dans SL(2, Z/4Z), en utilisant que 7, (0) =
o', donc les éléments de GL(2,Z/4Z) qui conjuguent o en o~ ! sont les g = f7,, avec
f =to +u, et dire que det(g) = 1 signifie det(f) = —1, i.e. t* + u? = —1, impossible.

[page 573]
Notons que d’apres (2), (4), on a

(35) s Y (r,-1) € B,, [43] |

et évidemment 73 ¢ Ly = B,, N &. Donc on a un plongement
= {1, T} . 6 (G Gp,cr

(36) T b T *,

g +—= g sige 6

43[(34) n’existe pas.]
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donc automorphisme 7 de & sera considéré comme induit par int(7z), ot 75 est considéré
lui-méme comme un élément de G, ,. En relation avec ’égalité

qui montre que 75 normalise le sous-groupe L, engendré par o (isomorphe & un quotient
de Z/4Z), donc normalise Z, = Centrg, , (L), introduisons

(37) Na = {177—3} : ZO )
————

semi-direct

et ’lhomomorphisme canonique

N, 5 G,
(38) ™ > 17TB
r — x siz € Z, .

L’image de cet homomorphisme n’est autre que le normalisateur de o dans G, car un

g € G, qui normalise L, doit transformer o en un générateur de L,, i.e. en o ou o' ;

dans le premier cas on aura g € Z,, dans le deuxieme g(o) = 75(0), i.e. 75'g € Z,, i.e.
g € T78Z,. L’homomorphisme (38) est injectif si et seulement si 75 & Z,, i.e. 0 # 071, i.e.
o2 # 1 ie “—17 #1.

Puisqu’on y est, profitons de la formule

8(p) = o(p™)
pour introduire
(39) =01 & CGqG,,

(qui correspond a 1’élément

(40) T, = 00_017'00 = —OoToo = (%) € GL(2,Z) ) (),
T
=Ti1

on aura donc
(40) =1, T =p" [

Ainsi 7" normalise le sous-groupe L, (isomorphe & un quotient de Z/6Z) engendré par p,
donc il normalise le centralisateur Z, de L,, et on peut construire

(41) N, ¥ (1,72,

(semi-direct)

“UNB & est un quotient de GL(2,Z)", et 7 y correspond & I'image de I'élément 7., = (7(1) (1)) de

CL(2,Z)".
4°NB On a en méme temps 7/(c) = o1, donc on peut considérer 7/ comme élément de N, et on a
N, ={1,7"} - Z, (produit semi-direct).
46 [Deux fois (40).]
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et un homomorphisme canonique

iP
Np - pso
(42) T/ — T/
r b pour r € Z, .

L’image de cet homomorphisme est le normalisateur de L, dans G,, — on le voit comme
tantot pour i,, en notant que p, p~* sont les seuls générateurs de L,. L’homomorphisme
i, est injectif si et seulement si 7/ &€ Z,, i.e. p#£ p~t e p? #1,ie. p# —1 (NB p=—1
implique que p commute a o, et que & est un quotient de Z/12Z, avec p correspondant
a2et o a3, maisici 2p = 0, donc & est un quotient de Z/4Z avec p correspondant a 2,
ca3d=-1...).

‘On a fait ce qu’il fallait’ pour avoir des épimorphismes

0p = dgoip
Np - Tp,a

(43) -
N, =l oy,
[page 574]
Soit
a=7130 mod &, ie. y(a)=-¢cs(p),
ay 590 = YOO apla)t = ex()Bo(8) i, o v = (= 1)/2 (b =)
=¢ =7
C & x 6 x Z*,
d’ou
&p conjugué dans G a p*
SGpo — Xpo = (§,m,1) | €0 conjugué dans & & o* C Gx6x1Z*
(45) E=nlf ,onv=(n—1)/2
=[] = [B,0]
-1 -1
(@B e (@pla) T ealn). Bp(B) )

On désigne par ggf'; I'image inverse de Efffg (cf. cor. p. 570), isomorphe & B,,. Par
construction, on trouve donc une application surjective

(46) Sga = owelt

On considere SG, , comme contenu dans un ensemble plus gros

X(@) = es(x(d) A
(47) gp,d = (a7/87ILL) ap(a)_l = gQ(M)ﬁg(ﬁ)_l llll - Gpp X Gp,a X 7" )
N—— ——

=a(p)p~! =¢ =ea(pu)B(o)o~1 =n
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de sorte que l'on aura

SGps = GpoN (6 x & xZ)
(48) 50 ﬁ = 1
- (O[7 ﬁ? M) ( ) b
5p(047'y3(“)) = 1

et on a encore une application canonique

gpo’ - Ep,a
(49) ’
(. B,1) — (lev, pl,e2()[B, 0], 1) -

On note ngg I'image inverse de Ef,ﬂ;, et on trouve

SG = G N (6 x & xZ

50 -
(50) = (., B,p1) € G % (5) !
’ p(ozT’”3(“)) =1

Or on a une section de

(51> gz,ﬁ; Ezijfa (5 = [U’a p]a n= [U, U]?M = XB(U))
B, , U

donée par
(52) u— (u,ur™"™ 1= yp) ,
puisqu’on aura (posant € = eo(u) = (—1)"?)

[u, p] = up(u)™ = ¢

= l/2
elur’W o] = euro(ur?)t = cu(r o () No(u)t = uo(u)t = 7,
—————

OK. Donc l'ensemble G, ,(u, i) = € des («, 3, ) audessus d'un (£, 7, p) = ([u, pl, [u, o, p =
xp(u)) sera exactement

[page 575]

=« :ﬁ
-1 2y —1
53)  Gpolu,p) = { (uag ,ur™by" ) [ ag € Zy, by € Zo, vo =1va(p)},

N J/

-~

= (uaal,ubfl,u) avec b = bg7'"2

qu’on écrit aussi

(54)  Gpolu) = {(uag",ui,(b), 1) [ a0 € Z,, bEN; .
o =g (cf. (37), (38))

£,(b)

e2(p) |}
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ou &, : N, — {£1} est défini sur (37) comme ’homomorphisme canonique s’insérant
dans la suite exacte canonique

(55) 1 — Z, — N, =% {£1} — 1.
{17}
~ {1,7/

Si on cherche I’ensemble des éléments de Sg;if, au dessus de (&, 7, 1), il faut de plus imposer
les conditions

(56) uaalT’”‘"’(”) € 6, uis(b) € &,
1.e.
Sa(uag't™) = 1, dc(uiy (b)) = 1,
soit encore
(57) da(u) = 6,(b) = 0, (7" - ag) .
——
cf. (43) cf. (43)

Posons donc

a =77 q dans N, (donc ag=7"a
p )

on voit que

a€eN, beN, telsque
(54)  Gpo(u,p) =  (ua™ 7" ub™ 1) | ,(a) = e3(p), e,(b) = ea(p), [47] .
5,(a) = 6,(8) = dc(u)
Introduisons donc le groupe
(55) M,.[0] = B,y xx,, N, Xx,, N
et les homomorphismes composés
(56) M,,[0] — N, H {+1}
M, 0] — N, — {£1}

(encore notés €,, ¢, par abus de notation), et

(57) M,,[0] 2%, X 77

soit xsa (ou simplement ), considérons

(58) M, o[0] Po=Co) (41} x {1}
et
(59) M, [0] =% {£1} x {£1}

ro— (ealx(®) , esx(@))),

47[Saut dans la numérotation.]
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et considérons le sous-groupe de coincidence des deux homomorphismes précédents

MoGl0] = {z € SuMy, | po() = 23(7)}
(60) ) 0p(u) = 6,(a) = 6,(b), soit AeT,,

(b )
€Bpo €N, €Z, gp(a) = e3(xr(Q)), e5(b) = e2(xr(4))
On a une application naturelle

M) — & x & x Z*

(61)
(u7 a/7b) — (CK?ﬁ?lLL) Y
avec
a = uatr@
/8 — ubil (48,49) ,

po= xalu) = xp(a) = xo(b) .

et on a fait ce qu’il fallait pour que celle-ci soit injective et ait comme image S Qgg, donc
induise une bijection

(62) MEET0] =~ SGef .

Remarque. En fait, les formules pour (61) définissent méme une application
(62) M, 0] — &' x & x Z* [%°1 ,

et pour un (u,a,b) € M, (0], son image («, 3, p) est liée & u € B, , par les formules

[page 576]

(63) u(p) = int(a)(p) (S-conjugué a p, ot &’ = ¢,(a))
uw(o) = eint(f)(o) (S-conjugué a o°, on &’ = e,(b))

(mais sans qu’on ait nécessairement €’ = e3(u), € = ea(u)).

Ceci suggere une définition d’'un groupe un peu plus gros que B, ,, dans lequel B, , sera
inclus comme sous-groupe d’indice 1, 2 ou 4 — et qui aura 'avantage, dans les ‘bons cas’,
d’étre le groupe des points adéliques d’un schéma en groupes convenable sur Z. D’autre
part, pour éliminer le signe ¢ dans (63) (qui est présent méme si (u,a,b) € MSL[0]), j’ai
envie de remplacer [ par

(64) g =7"p (on v € Z/2Z tel que (—1)" =¢) .
De sorte qu’on aura

(65) [u,0] = int(3)(0), ie. [u,0] = Bo(B)'.

48NB On a posé v,(a) € Z/2 tel que (—1)"»(*) = ¢,(a).
19NB On a identifié a € N,, b € N,, avec leurs images i,(a), i,(b) dans G, 5.
0 [Deux fois (62).]
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Ceci est lié a la convention quun u € T'g, que nous repérions par le couple (a, ) €
A ! A 7 . s 7 / A A !
Tos X Th3, sera désormais repéré par ce couple (o, 3') € mys X M5, avec

(66) x(a) = e3(p), x(3) = eap) (ot p = x(u) est le multiplicateur) ,
ce qui pour l'opération de u sur

64 = SL(2,2)"? = SL(2,Z2)"/ +1
ne change pas essentiellement les formules pertinentes
o u(p) = i)y, ulo) = (B (= int(F)o)

apla)™ = Bo(B) (= Fo(@)'l),  v=131,
mais pour 'opération dans
71" ~ SL(2,Z)" lui-méme

donne des formules plus simples, savoir, au lieu de

u(p) = int(a)p, u(o) = e-int(B)o

(68)
ap(a)™ = efo(B)71Y

les formules plus sympathiques

u(p) = int(a)p, (o) = it(F)o

(69)
ap(e)™ = Fo(B)7HY,

ou le signe ¢ = e9(u) a disparu. Il apparait dans les formules
(70) x(a) = es(p), X(8) = eap) -

Il me semble en avoir vu assez pour pouvoir reprendre ‘a main levée’ les constructions
précédentes et les achever, avec des notations plus adéquates.

Le groupe &', quotient de 7y ~ GL(2,Z)", prend d’ailleurs une importance croissante
dans nos calculs, c¢’est lui qui mérite la notation simple G, le sous-groupe fermé engendré
par p, o devenant & — il correspond a 7—1+1A ~ SL(2,Z)". On supposera simplement que
7 ¢ &1 (7 étant I'image de 7,,), ou ce qui revient au méme, que

(71) 7 ¢ &t

[page 577]

C’est finalement cet élément, qui normalise a la fois L, et L, via les formules remarquables
(+) Yoy =t o) =0
qui prend le pas sur 7, qui satisfait a

(%) T(e0) = 5517 T(e1) = 61_1, et méme 7(0) = o
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(ce qui est évidemment trés vertueux !), mais dont P'action sur p

(p) = o(p™)
est moins commode (°!).
V) Données préliminaires.
1°) Soit donc & un groupe profini, muni d’'un homomorphisme surjectif
(1) T\ ~ GL2,Z)" % &,

ce que nous exprimerons par la donnée de trois générateurs topologiques p,o, 7 € &,
satisfaisant

(noté —1)
On désigne par &t le sous-groupe fermé engendré par p, o, qui est donc I'image de
’TfflA ~ SL(2,Z)",
et on suppose que &1 # &, donc
(3) 6 ~ {1,7'} - &%,
-

(semi-direct)

et on a une suite exacte canonique
(4) 1 — 67 — 6 =5 {41} — 1.

On désigne aussi par vg le composé

Vs

T
(5) S o . {41} «~ Z)27.

(=1)V ~——v

De fagon générale, on désigne (par abus de langage) par une méme lettre des éléments de
GL(2,Z) — tels eg, €1, T = Too, T' = Thy, 0 = 000, P = Poo €tc. — et leurs images dans &.

2°) Les groupes Z,,, T,,.

Soit
u(eo) = £
def ’
Zpo = (u, pt,€,€") | u(p) conjugué dans &+ & p°

(6)

u(o) conjugué dans & a o°

C Aut(61) x Z* x {+1} x {1}.

51Néanmoins, 7' a sur 7 le désavantage sérieux de ne pas étre élément du groupe 7’ 3,3 ={1,7} 703,
oll on a la relation de rigidité 7r’6\’30 = 7r’(/)\’3p = {1} [oh U? est le centralisateur de o dans le
groupe U] — alors que dans {1,7'}-7( 3, le centralisateur de o n’est pas réduit & 1, mais est égal a {1,7'}.
De plus, 7’ a le désavantage de ne pas étre dans MB} e
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C’est un sous-groupe du groupe produit. Posons

) L, = sous-groupe de & engendré par p

L, = sous-groupe de & engendré par o ,

de sorte qu’on a des épimorphismes

Z/6Z - I,, N
Z/4Z — L, no— o,

[page 578]

et un diagramme commutatif d’homomorphismes

LP
(9) {1} N &
\L /

— 81 G est ‘assez gros’, on aura d’ailleurs que {£1} C» &', ie. “—17 # 1 dans &7, et
meéme

L,NL, = {*1}.
Les conditions (6) impliquent donc que
u(L,) G*t-conjugué a L,

(10)
uw(Ly) GT-conjugué a L, .

Si Gt est ‘assez gros’ pour que p et p~t, o et 0~ n’y soient pas conjugués, alors un
élément (u,p,e,€’) de Z,, est connu par la seule connaissance de (u, ). Si d’autre part
I’homomorphisme

7 — &F
(11)

n - £

est injectif, alors p est connu quand on connait u. Donc si &7 est assez gros pour satisfaire
aux trois conditions envisagés, p.ex. pour qu’on ait un ‘homomorphisme modulaire’

(12) S — GL(2,2)

(transformant p, o, 7" en les éléments de méme nom), alors un élément de Z,, est connu
par la seule connaissance de u € Aut(G™).

On a un homomorphisme
iLg,Z
Ly = Z,,

I (int(1),1,1,1)

(13)
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dont 'image est invariante, le noyau n’étant autre que Lo N Cent(ST). Notons que l'on a
(14) LO N Cent(6+) - Lo N Cel'lt6+ (p) - Lo N L1 .

Car si ] € Ly et p commutent, i.e. si l = p(l), comme p(Lg) = Ly, on aura [ € L;. Donc
si Lo N Ly = {1}, ce qui est le cas si (12) existe, et méme s'il existe seulement

(12') S — GL(2,2) modulaire ,
alors on aura

(15) LoN Cent(&1) = {1},

et (13) sera injectif. Nous allons le supposer, pour fixer les idées.
On pose

(16) Yo = Zyo/Im Ly,

PO

de sorte qu’on aura une suite exacte canonique

(17) 1 Ly ™2 7,, 2240, — 1.

Les homomorphismes canoniques de projection (u, p,e,e")— u, €, €' se factorisent par
T, et fournissent des homomorphismes canoniques

[page 579]
Yo - 2

18 Y, D o(+1) soit T, , QOTLE e £ % {41}
pP,0 P

ey
Too —> {1}
les composés de ceux-ci avec Z, , — T, , sont notés

(]‘9) XZ:XTO(SZ) €Z:€T062, €/Z:€{r0527

de sorte que

(20) xz(u, p,e,€") = p, ez(u,p,e,) = €, ey(u,p,e,e) = €.
On aurait envie de désigner par Tgp le noyau de (ey, %), par Tg"’ celui de xv, par Tg;
leur intersection, et d’introduire par les notations Zgﬂ, VA p’j leurs images inverses

p,o?

dans Z,,, i.e. les noyaux respectivement de (ez,¢%), de xz et de (xz,ez,€%).
3°) Les groupes S0G, ., G, .

On a un homomorphisme tautologique

Zpo

(u,p,e,¢") — u,

—  Aut(6T)
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donc Z,, opere sur &%, et on peut donc considérer le produit semi-direct

(22) S0Gpo = Z,p 6T .
N —

(semi-direct)

On a un homomorphisme

Ly "% 50Gpy = Zyo-&F
(23) 0 0% p, Ps
[ — iL07z(Z) 'lil,

dont 'image est encore invariante. On pose

(24> Gp,a = SOGp,a/Im LO s
——

Zp,o-&F

de sorte qu’on aura une suite exacte

(25) 1 — Ly ™59 850Gy — Gy — 1,

et un diagramme commutatif d’homomorphismes

iLo,Z Zp’o i
iLg, K

Lo / Go
W o /ﬁv

(a priori Ker(6" — G, ) ~ Ker(Ly — Z,,) = LoNCent(&™"), mais par hypothese (15)
il est réduit a {1}), s'insérant dans un diagramme commutatif de suites exactes

(26)

1 Ly teZ. 7 2., 1

(27> iLoﬁ{ [
i 5

1 6t <+ G, =+ T,, 1.
On posera
(28) X¢ = Xro°odg, eq = ey odg, [e), =1¢&yo0dq,
[page 580]
d’ou1 un homomorphisme
(29) G,, (OECEG) 7o L) x {41}

nous conduisant & introduire G, G ,, G-? comme d’habitude.

P07 po?

L’injection ig+ : &7 C G,, peut se prolonger en un plongement (noté ig)

(30) 7:6 . 6 (G Gp,0'7
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que je définis par sa valeur sur 7 = o7/, par

(31) is(T) = iz(72),

ou

Tz € Z,, défini comme

52
(32) 7y = (int(r)|&F, 1, —1, —1) (%) -
—— U~
cAut(et) €z {1} €{£1}

Désormais nous identifions & a un sous-groupe de G,,, et nous désignons par la méme
lettre des éléments de & (tels que 7, 7/, p, 0, €9, £1 etc.) et leurs images dans G, , (°).
On aura d’ailleurs

trivial sur &*

—1lsur &8 =661

(32 biS) XG’|G = €G|6 = 8/G|6 = &5 -

4°) Les groupes Z,, Z,, N,, Ny, SN,, SN, ...

On note que I'élément 7" de & C G, , normalise L, et L,, donc normalise aussi

Z, fof Centg,,(p) = Centg,,(L,)
Zy, = Centg,,(0) = Centg,, (L,),

(33)

donc {1, 7'} opere sur ces groupes, et on peut considérer

N, = {1.,7}-Z
(34) g L2 (produits semi-directs) .
N, = {1,7}-Z,
On a des suites exactes canoniques
1 — Z, — N, =% {£1} — 1
(35) P P _ { }
1 — Z, — N, =% {£1} — 1,

et un diagramme commutatif d’homomorphismes canoniques

D, — N, e

(36) (1,7} x {£1} e G
Da - Na’ i“

ou

D, ~ Dg C GL(2,Z) engendré par p, 7’
(37) D, ~ D, C GL(2,Z) engendré par o, 7/

{1,7'} x{£1} = D, N D, dans GL(2,Z) ,

®28i Ty désigne I'image de 7 = 7¢ € G, dans Y, , = G, /6", & s’identifie & 'image inverse dans
G),o du sous-groupe {1,7r} de T, ;.
53Notons que T4 & Zp o, par contre on a 7¢ € Zp 5.
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donc

D, = {1,7}-L, (dumoins sip d’ordre 6 dans &)
D, = {1,7}-L, (dumoins si o d’ordre 4 dans &),

(38)

et les homomorphismes
D p N, P Dy — N, o

sont évidents. Les homomorphismes i,, i, aussi, bien str. Rappelons que

i, injectif <= 7€Z, < p*#1 < p#-1
(39) <= G est isomorphe & un quotient de Z/47Z

i, injectif < 7' €7, < o0?#1.
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Faisant opérer G, , sur &, sous-groupe distingué, via automorphismes intérieurs, on voit
que tout élément de G, transforme L, C & en un sous-groupe & conjugué, donc est
congru mod &1 & un élément de Normg(L,) = i,(N,), et de méme pour L,.

Si g € Gpo et e =ealg), & = e5(9), alors int(g)(p) o p7 =7"(p), nt(g)(0) o 0° =
() (ot (=1)* =¢, (=1)" =¢'), donc FJa =71""-ay € N, (olt ag = 7"g) tel que

a) g=a (61) et
b) ep(a) = &' = ealg)

(et itou pour N, ...) —donc Im(N Y —1,,) 21, Im(NS Y —T,,) D TooNT .

p?a,
Mais cela ne prouve pas que 1’on ait commutativité ici — c¢’est sans doute [phrase incom-

plete].

En d’autres termes, posant
(40) N = {z € N, | epl@) = etlip@)} . Ng = {o € No | (@) = etalis ()}

les homomorphismes composés

. i e def .
(41) N pe > oo, 0 = daoi,
io 6G def .
Ny = Goo — Y,0, d, = dgoi,

sont des épimorphismes. On a donc [un] diagramme commutatif de suites exactes

1 z, Ny = £} —— 1
(41) épi épi [%4] |
1 Y, —— Ty —2> {£1} —— 1

ol on a posé

(42) Y, = Ker(Y,, % {£1}).
54[Deux fois (41).]
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1 Z, N 2 (41— 1
(43) épi épi

1 Y, T,o —— {£1} —— 1,
ou
(44) Y, = Ker(Y,, —»{£1}).

NB Les notations ev, €y : T, , — {£1} peuvent préter a confusion, la premiere référant
a l'action d'un w sur L, (non sur L,). Une notation un peu plus lourde, mais ne prétant

pas a confusion, serait ey ,, ey o

— ou meéme seulement ¢, €,, la confusion avec les homo-

morphismes de ce nom N, — {£1}, N, — {£1} étant anodine lorsque p* # 1, 0% # 1,

a cause des compatibilités (41), (43).

On a donc construit, a l'aide de (1), i.e. de & muni de p, o, 7/, des groupes &%, G, ,,
Yoo, Zpos /\/ ', N, g'insérant dans un diagramme commutatif de groupes

Ly~ SZ,, Zpo
\ &
S/\/'* —, ./\/;f S
.
SN* o Z* x {1} x {+1}
PR
Yvy
(45) | |

\/

ol on a posé

SZp,U iLo,L(LO) = Kel"(éz . Zp,o — 7T
(46) SN, = Ker(d, : N —7T,,)

SN, = Ker(6, : N;—7,,)
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de sorte qu’on a des suites exactes

0
1 — SN — Nf &

(47) P P(S
1 — SN — NF

po)

= Cent6+ (p) (55) )
= Centg+(0)
Yoo — 1 (56)
T,, — 1

NB On peut donc aussi les noter SZ,, SZ, au lieu de SN¥, SN
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s’envoyant dans la suite exacte
Jr

de fagon analogue a (27). De plus, les homomorphismes i, : Ny — G, et iy : N — G5
ont une nette tendance a étre injectifs (cf. (39)), ce qu’on a indiqué sur le diagramme (45)
par le signe ‘— (signe d’inclusion pointillé). On introduit aussi

= od, : N* — Z*
(48) YT Rt )
Xo = Xr©o0s, : N} — Z*,

(e

dont les noyaux (qui contiennent SN, resp. SN, et qu’on se gardera de confondre avec
eux) sont notés comme de juste N+, N+

NB Il faudrait encore examiner les composés

(19) Ny — T, T {+1)
NF — T,, 2 {£1},

on verra que dans les ‘bons cas’, les restrictions de ces homomorphismes a Z,, Z, respec-
tivement sont épimorphiques.
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5°) Les groupes SoM, ,, M, ., Sol'psy ['po-
On pose
(50) SOMp,J = Zp,a XTp,a N;)k XTp,a N; XTp,U GPJ
Mp,o = N; XTPJ Ng* XTP,[, Gp,o
(51) SOFp7U - Zp7o— XTPﬂa Np* XTP"’ N;
Fp,g = NP* XY, o N;,
560n a
(47 bis) (SN, — &%) — Nommes(L,)
Im(SN, — &) = Normg+ (L)

(ou encore, si p? # 1 resp. 0% # 1, ce sont N, NS et N, N S).
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d’ou [un] diagramme de suites exactes

1 1
Lo Lo
(52) 1 St — SyM,p—r Solpy— 1

1

6+—’ -/\/lp,o'—> Fp,a' — 1 )

1 1
et des suites exactes
(53) 1 — 57,5 xSN; x SN; x &% — SyM,y — T,0o — 1,
~ Lo
(54) 1 — SNy x SN} x &7 — M,, — T, — 1,
(55) 1 — 57, xSN; x SN — SoT'pg — Ty — 1,
~ Lo
(56) I — SN X SNF — Ty — T,y — 1.
On a aussi
(57> SOMp,a = Mp,o XTP,U Zp,a )
(58> SOFp,J = Fp,a XTP)U Zp,a )

i.e. les extensions SyM,, ,, Sol',» de M, ;, I',, par Ly se déduisent de I'extension Z,, de
T, par Ly par image inverse par M,, —7Y1,,, I',, — T,, — et on a aussi

(59) SOMp,a' >~ Mp,o’ XFP,,_—,- SOFp,U )

i.e. I'extension SyM,, de M, , par Ly se déduit de I'extension Sol', , de I', , par Lo, par
image inverse par M, , —I',,.

On introduit un élément

=a =b =u
/ r / / !
(60) M S MIMT ’ Tm = ( Tp » To 5 Ta ) ’
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ol 7, 7,, T4 sont les ‘avatars’ de 7', pris respectivement dans N, N, G, .. Ceux-ci ont
bien tous la méme image dans G, et a fortiori dans T, ,, donc deﬁmssent un élément de
M, », dont 'opération sur &7 est celle de 7. D’ott un plongement

s identité sur &+
(61) 6 X M,, :
TeF—Thy -
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pr
LUXSN*XSN* LO

\% , \
SO P, z Z/%U

LoxSNxSN x &+ sN*st I 5z , {£1}
EY,p = €y
\ N* s

pU\N

)
(62) SN*XSN;XGJF ....... . pI' e . 6+ (57) EY.o = EY
P I L 6G s
. | : {£1}
v Mo Gpo
s, M R
\ R . 's,G
G-
~—
={1,7/}-&t

On a resumé certaines des relations entre les groupes introduits jusqu’a présent dans le
diagramme commutatif (62), que je commente brieévement.

a) Toutes les fleches sont soit injectives ( C— ), soit surjectives (— ), a I'exception
peut-étre des trois fleches issues de T, .

b) Les onze carrés (six faces d'un cube, et cinq carrés marqués I, 11, III, IV, V) sont
cartésiens.

c¢) Les cinq fleches marquées pr sont des projections canoniques de groupes produits
sur des produits partiels. La fleche marquée inj. : &* —»S/\/'p* X SNF x &% est
I'injection canonique.

d) Pour ne pas détruire la commutativité du diagramme, nous avons omis d’y faire
figure les fleches (d’inclusion, moralement)

szo - Gp707 N* - GP’U7 N* - GPv”’

p o

qui figurent dans (45).

ST[&* barré. Probablement la partie du diagramme comprenant ce sommet G1 et les
fleches correspondantes est invalide.]
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Pour ne pas surcharger le diagramme, je n’ai pas introduit dans ce diagramme de
notation pour certaines fleches composées utiles, telles

;

(SF . FpJ — Tpp
(63) (5SOI‘ . S()Fpﬁ — Tp,o‘
(5/\4 . Mpﬂ — Tpﬂ
L 5SOM : SOMp,U - Tp,a ;
et
( ~
Xr = Xr © 5F : Fp,cr — I
(64) Xsor = Xroodsr @ Solpe —= :*
XM = XT © 6/\/( : Mp,a - *
L XSoM = Xx © 650/\/1 : SOMp,o' - Z* 5

et les composés €7 ,, €2, : 7 — {£1}, ou ? peut prendre toute valeur Z, G (déja
introduits), Ny, N (on aura ey, , = €,, €x,0 = €5), T, SoI', M, Sy M. Le noyau
de - est noté 7*, celui de €7, est noté 7', celui de €7, est noté 7", on note 7° =7'N 7",
P =t ot =t 7t =2t0 70 §7 = Ker 67, donc

R
T

(65) y 7t
?/

VA
S

QN

2+

20

;. N ! 1
est ‘cartésien’ [onr 7°t =7T°, VT =71 et 7t =71"].

Rappelons aussi qu’on a commutativité dans

., {£1}
(66) S { Xe \ Z* , soit eg: S — {£1}.
{+1}
[page 585]

Le noyau de eg n’est autre que &*. En tant que sous-groupe de M, , (resp. de
G,) G s’identifie a I'image inverse dans ce groupe du sous-groupe {1,7} de I',,
(resp. du sous-groupe {1,74} de Y,,), ou 7{,, 7 désignent les images de 7/ € &
dans I', , et T, , respectivement.
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g) Le diagramme (62) a comme partie principale

/NN
\/

tous les groupes marqués sur ce dernier diagramme, & 'exception de Z*, {£1},
{£1} (mis entre crochets [ ) s’envoient dans Y,,, qui est le terme terminal de
ce diagramme, reliant 9 groupes (en ne comptant pas &, inséré comme source de
deux fleches pointillés) dans T, ,, déduits de quatre d’entre eux Z,,, N, o N G,p
(qui s’envoient dans Y,, par des épimorphismes) en prenant des produits fibrés
sur T,, de certains d’entre eux — le terme initial étant SoyM,,, qui est le produit
fibré des quatre facteurs précédents. En prenant les noyaux des homomorphismes
des ces neuf groupes dans Y, ,, on trouve un diagramme de méme type combina-
toire, reliant neuf groupes formés de Ly = SZ,,, SN, SN et 67 = SG,, et
de certains produits de ces groupes (dont le produit sur I’ensemble d’indices vide,

(67)

savoir {1} = Ker(Y,, Ld»Tp,U)), avec comme fleches des projections canoniques.
Nous avons inséré dans (62) seulement cinq parmi ces groupes produits, avec les
injections canoniques dans les produits fibrés dont ils proviennent, en nous dispen-
sant d’y faire figurer également SNy, SN, SG,, = &, les inclusions canoniques
S/\/;;k ., N;, SN+ Nf, 67 =5G,, + G,,, et le diagramme complet des
projections des produits partiels de ces groupes et de Ly, ou manquent donc les
projections sur ces trois groupes, et les homomorphismes de ces groupes et de L
dans le groupe unité.
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6°) Liens avec X,,, SG,,.
On pose
( ¢p St-conjugué a p° )
+_ . ’ N E’
S0 = {Enpee) | 17O TCOMIBICRY
(68) E=mn el
—~—
L =1y, oy =41 )

C 6 x 6% x Z* x {£1} x {£1}.

NB Si p non conjugué a p~! dans &, & connu quand on connait £, 7 — de méme si o non
conjugué & o1 (donc 0% # 1), ¢ est déterminé par &, n. De méme si Z —» Ly (n+—el)

pn—1

est injectif, alors p est déterminé par £, 7, et la relation £ = nef™ " s’écrit aussi (sans faire
intervenir )

(69)

77715 S Ll .

Soit d’autre part

(70)

5G,o = {(a,ﬁ,u)\w=[ﬁ,a]e¥‘l}
—¢
C &6 x6 xZ.
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On a une application

.

500 — o € = lo]
n = [8,0]
(71) 1 (Oé,ﬁ,/i) — (57777”75,75>7 avec % le méme y
g = es(a)
\ | ¢ = es(0)
qui est évidemment surjective (°%).
On définit d’autre part
yeff - — e e) €X, s | Ju e Aut(ST) avec u(p) = Ep, u(o) = no
(12) e {(&n, 1, ¢) € Epo | (67) (p) = &p, u(o) = no} )
c Ep,a

(cet u sera alors unique, et inversement, la connaissance de u détermine &, 7). Il y
correspondance 1-1 entre les éléments de Y1 et les systemes (u, u,e’,¢) € Aut(ST)

a
p,0) X
7 x {1} x {£1}, tels que I'on ait
u(p) est Gt-conjugué a p°
u(o) est &t-conjugué a o°
u(gg) = b (qui exprime & = nl¥)

— or cet ensemble n’est autre que le sous-groupe Z,, de Aut(&%) x Z* x {1} x {£1}
(cf. (6), p. 577). On trouve ainsi une bijection

Zyy > T (¢ = [u)

n = [u,o0]

(73) u (&€ ), po= x(u
e = eylu)

| ¢ = ez(u)

On désigne par Sggif, I'image inverse de Zfﬁ, dans SG,, par (71), donc on aura

/

[, p] = 8, 0]l
+ ) ;
501 = J(a,Bp) € 6 x 6 x ” Ju € Aut(6™) tel qu'on ait
(74) u(p) = alp) (= &p, avec § = [a,p])
\ u(o) = Blo) (= no, avec 1 = [B,0]
C SG0

58NB ¢ = ap(a)™! € &1, car on a g (&) = ap(d) = 1, car p opere trivialement sur &/& ~ {41},
pour la méme raison n = Bo(83)* € G+,
Me. [u,p] =&, [u,0] = .
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de sorte qu’on a un homomorphisme surjectif induit par (73)
(75) SG — xo

[page 587]

On a une application canonique

( S()Fp,a = Zp,a XTP,G N; XTp,U N; - Sg;ﬂ; ( € Z,
a = u a—lle/’(a:)
(76) Tr = (U, a, b) —> (04’ 6’ Iu) , avec ﬁ —— b—lT/y(:L’)
€ Zs
\ (N = Xsr(z)

ou on a défini V' (z), v(z) € Z/2Z par
(~)" = £(a), (~1)"® = e(a).

Par définition de SoI',, comme produit fibré, on aura en effet ua™t, ub™* € &', donc
a, B € & ; on aura d’ailleurs

alp) = ula (7D (p) = ulp), et de meéme
N——
— (@

= (pe/(z))e/(z) =p

pla) = ulo),

d’ailleurs la condition [a, p] = [, 0] -€*~" ne fait qu’exprimer la condition que u(ey) = &b
—— =

=[up] = [u0]
qui intervient dans la définition méme de Z,,. Je dis que 'application envisagée (76) est
injective. Il suffit de voir que quand (a, 3, 1) sont connus, on connait u — en effet, on a

en termes de («, 3, 11)

(61 62)

)

V(e) = vela),  wv(r) = ws(B),  xer(@) = xz(u) = p,

(78)
d’olt a = 7@ 1y, b = B3y

donc si u est connu, on connait également a et b, donc x. D’autre part pour déterminer
u€ Z,, CAut(GT) x Z* x {£1} x {£1} en termes de (o, £, i), il suffit en vertu de (78)
de déterminer I’élément de Aut(&™) qu’il définit, ce qui est immédiat sur (77). On a donc

(79) SOFp,O' C~ Sgeff

P

60Pour étre plus correct, il faudrait écrire

a = uip(a)_lT”’/(w)
B = wiy(b) @
617 e.
[a,p] = [u,p]
[8,0] = [u,0].

62NB On a, pour tout a € N, si g,(a) = (1)@ arve(@ ¢ 7, donc [uar™(), p] = [u,p]. Ttou
pour o ...
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il reste a voir que cette application est surjective, on a fait ce qu’il fallait pour. Notons
d’abord que le composé

STy Cv SGH o, (- Z,,)

n’est autre, par (77) et (71), que

{ = [u,p], donc u(p) = &p

n = [u,0], donc u(oc) = &o
(80) & = (u,a,0) (&1, p,€' s €) po= xsr(z) :

g = €(x)

e = ¢g(o)

4 eff ~ ) : : :
donc son composé avec X5 =~ Z, ; n’est autre que la projection canonique
SOF/M > ZPJ
(ua a, b) u,

qui est surjective, de noyau SN x SN = SZ, x SZ,. Considérons d’autre part

(

opérations de SN, x SN, sur (ao, bo) € SN x SN}
SG, =SZ,xS57,
(81) a B ’
= {(a.8,p) | [a,p] = [B,0]e""} | opere par
\ C GxGxZ (o, B, 1) — (aag, Bbo, 1) )

I est clair qu’il opere librement, et que le quotient de G,, par cette action s’identifie a
Y0, donc on a le résultat idoine pour G; et 37 .. Or, pour
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(82) e = (=1, e = (-1)
fixés, 'opération précédente de (ag, by) correspond, par 'application (76), a 'opération
(83) (u,a,b) — (u, 7" (ag)a, 7" (by1)b) ,

i.e. & la translation & gauche par (7',7%) (ag",by"). D’ot la surjectivité, et l'isomorphie
——

= (ag,bo) 1!
cherchée

(84) Solpe = SGE (cf. 76) .

La translation a gauche par [ € Ly dans SoI',, correspond, par la bijection précédente, a
I'opération

(85) (o, B, 1) = (I, 18, 1) ,
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dont il était clair a priori qu’elle stabilise ngff,. Passant au quotient, on trouve donc
(86) Fp,a — LO\SgZifj :

Enfin, considérons

SoM,e — SGH x &F
= {(, 8,1, f) € EXSXZ x&" | [a, p] = [3,0]e1 7'}
r = (U,(I,b,U) - ((a7ﬁ7ﬂ)vf)

(

(87) a = ua_lT’Vp(a)
ﬁ — ub_lT’V”(b)
o= xsm@) (=xz(u)=x,(a) =x(b) = xc(U))
{ | [ = uU™1 .

Cette application est bijective (trivial par (89)).

7°) Fonctorialités.

Considérons
(88) 6 4 & , homomorphisme surjectif de groupes profinis.
Solent pe/, 0er, T - .- les images de p = pg, 0 = 0s, 7' =75, ... dans &',

Proposition. Conditions équivalentes sur ¢ :
a) L’application induite par ¢
& &
(89) Yoo = Zoo
applique ES;H dans ES;eH.
b) Pour tout u € Aut &*, qui normalise Ly, et tel que u(L,) ot L, u(L,) ot L, il
existe u' € Aut(&'") qui rend commutatif
St 7 St

,LL/

(90) u

St 7 Cla
en d’autres termes, u invarie Ker ¢.

b') Itou, en supposant seulement, a la place que u normalise Ly, que u(Lg) ot Lo (plus

les autres conditions).
c) Il existe un homomorphisme de groupes
(91) oz @ Ly, — Z,i;

compatible avec x, €z, €', et tel que V u € ZS,,, si u' est son image, on ait comme

dans (90). (NB ¢z sera unique, et est compatible avec iy, 7 (°%)).
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c') 1l existe un homorphisme de groupes
(92) oo+ G5, — G,

compatible avec xq, €, € et satisfaisant a la condition de compatibilité (90). (NB
Ce ¢¢
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est alors unique, et compatible avec isq, izq, il applique Zp6 dans ZPG/, Z8 dans
ZE', qui se pmlongfa en @, ./\/'p6 HNpG , incguisant J\/p*6 ﬂ./\fp*6 , et se prolonge
en 0, i NS — NS, induisant N3 © — N3 ...)

On dira alors que ¢ est prolongeable.

Corollaire. On peut alors prolonger ¢ en

(93) psm 1 SoGp, — SGy,
compatible avec 0z, 0,, 0,, O, compte tenu de vz, ,, Yo, Pa, et cect de fagcon ‘compatible
avec tout’, notamment avec les diagrammes (45), (62).

/ s eff .- .y
Exemple. Supposons ZSG = Efae , alors les conditions de la proposition sont automa-

tiquement satisfaites (quelque soit I'homomorphisme surjectif & — &).

Remarque. Il se peut qu’on se donne un sous-groupe Z,”M C ZEU, et qu’on considere la

condition a) de la proposition seulement pour des u € Z,E,a (%1). Mais a laide de Z/E,a’ on
construit

oy GBS Z-L0G,. %= 20G,
dott NE et NE', NF et NFT, T8, puis SoMY, et ME .

Ceci posé, on a une variante évidente de la proposition, donnant des conditions de pro-
longement de ¢ en Soj\/lfw — SOMS;_.
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8°) Le cas universel & = GL(2,Z)".

Considérons la suite exacte

(1) 1 — {£1} — N} — My, — 1.
-
=M

On a

(2) {1} = Centre(M) = Centre(&™) (%),

63Donc il induit TEU — TPG’;.
6411 faut supposer pour étre a I'aise que 75, € Z/t')’g.
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d’ou par (1) une application
restriction a
&Gt/ =SL(2,Z2)"

(3) Mg — Aut(M) Aut(&T1) .
D’ailleurs, tout automorphisme de &*” invarie son centre, donc passe au quotient, d’ou
(4) Aut(6") — Aut(67"/ £1~6(3),

et le composé de (3) avec (4) est 'homomorphisme canonique

M03 Aut 6+/\)

(5) /

Aut(&g 5 = &7 /{£1}) .
Cela montre que (3) est injectif, puisque MGs — Aut(Sg3') Dest.

Remarque. L’application Aut(G+") — Aut(Ga“, $) n’est pas injective par contre, les
éléments du noyau correspondant aux homomorphismes

&*" — Centre(61") = {+1},
ou encore aux homomorphismes
(6) SLN — {£1}, ou encore (612 — {£1}.

Or on veut que

= , 1 2 mod 12
P = [p,0] = 2197 . p

G, = (po
p3:0 o +— 3mod 12

12

[plutdt (p,o|...)], donc

(Ga)e == Z/2Z
(7) p — 0
— 1,

cet isomorphisme correspond au caractere 61" — {+£1}, qui s’obtient aussi comme com-

posé
Sg
/—m
(8) St 63 — &t /\/71'/\ d’une permutation {:l:l}
groupe image
symétrique inverse
A trois de 7r6\,3
lettres dans &G+

650mn a posé
6 = 7171 >~ GL(2, Z)

& = T\ ~ GL22)"
6+ = 7—1,+1 = SL(27Z)
Gth = SL(2, Z)"

[Grothendieck écrit soit éJr, soit 61/ pour le méme groupe. Nous écrivons toujours
ST, et de méme pour &j4. Similairement pour 7 =7" etc.]
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Ainsi le seul élément 6 différent de 1 du noyau de (4) est donné par
(9) 0 : x+— x-sg(x).

On notera, en posant

(10) LS = 2, Ly = LSnr = 12,

que le sous-groupe §(L§) C & n’est pas G-conjugué a Lo, il est engendré par

(11) 9<€0) = —¢&o0 (car €g = 0p, sg(go) = —1) ,
et on vérifie que gy n’est pas conjugué a (—eo)* = —elj pour quelque u € /A (car on voit
[page 591]

tout de suite, en passant a &}y, /75 ,, et notant que ly = &5 serait conjugué a (—f)* = I,
qu’on doit avoir u = 1, or gy et —eg ne sont pas conjugués méme dans SL(2, Z)’ c).
Or on va s’intéresser justement aux automorphismes de " qui transforment LS en un
sous-groupe conjugué. On notera que par contre

(12) 0(ly) = o, donc O(L§) = L .

Proposition. L’homomorphisme (3)
MS::)) - Aut(6+/\)

est injectif, et son image est formée des automorphismes u de &+ qui satisfont les deux
conditions suitvantes.

a) u stabilise m = &T"2] = Ker(67" — SL(2,Z/27)).

b) u transforme LS en un sous-groupe de &T" & -conjugué de Ly, i.e. il existe
e Z et foe & tels qu'on ait

(13) u(eo) = int(fy")(ep) -

DEMONSTRATION. L’injectivité a déja été vue. Montrons que les conditions a) b) sont
nécessaires pour que u provienne d'un ug € Mg’;. Pour a) c’est trivial, puisque ug stabilise
o3, donc son image inverse dans &*". Pour la condition b), on est ramené au cas ou
uy € Mg5[0] (quitte & conjuguer par un élément de &3 ~ &*"/ £+ 1), dans ce cas on a
par construction de N7 a partir de Mg; (cf. IIT, page 665 ...)

(14) uo(€0) = €p

ou g € 7* est le multiplicateur, OK.

Inversement, soit u un automorphisme de " qui satisfait a), b), considérons 1’automor-
phisme @ de 67"/ +£1 ~ &3 qu'il induit. On voit donc que a(m)3) = 75, et que G(eg)
est &3 4-conjugué a un ef (1 € Z*). Donc par définition, on a @ € M3 (cf. page 390
ff.). Soit v’ Pautomorphisme de &*" induit par @ (via (3)) — alors «’ et u induisent le

méme automorphisme de &4 = &7 /{£1}, donc on aura v’ = 4O, ot © = u~'u’ est
un automorphisme qui
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1°) induit l'identité sur 6" /{£1}, et

2°) transforme LS5 en un sous-groupe conjugué
—on a vu que cela implique © =1, c.q.f.d.
Considérons maintenant la suite exacte

(15) 1l — +1 — 7 — my3 — 1,
=&+
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et considérons le scindage donné par

T3 — w = 6T[2] = Ker(SL(2,Z) — SL(2,Z/2Z))

li — )\,L déf —ll .

(16)

Il y a un tel homomorphisme, en vertu de

(—loo)(=11)(=lp) = 1 dans SL(2,Z), i.e.
Loy = —1,

(17)

et il est évident que c’est un scindage. On aura de méme un scindage pour 7" sur mg;.
On désigne par 7y I'image de (16), i.e.
7o sous-groupe de m = &1[2] engendré par

(18)
)\0, )\1, )\oo (Ofl )\1 = —ll) s

et on a donc un sous-groupe 7 de 7.

Proposition.

a) Le sous-groupe my de 7 est d’indice 2, et il est distingué dans &.

b) Le sous-groupe w)) de " est d’indice 2 et il est distingué dans M — ou, ce qui revient
au méme, stable sous l'action de M/ £ 1~ Mgs.

DEMONSTRATION. Comme

p(Ai) = Aip
(19) o(h) = M, o) = M, o(de) = a(Mr)Th = AT
TXo) = At (M) = AT T() = (M) = oA,
on voit que 7y est normalisé par p, o, 7, donc par &. Qu’il soit d’indice 2 est évident.

Donc 7} est d’indice 2 dans 7" et normalisé par &”. Pour voir qu’il est normalisé par M
tout entier, comme

M = M(0)- &7,
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on est ramené a vérifier qu’il est normalisé par M(0) ~ Mg;(0). Or on aura, pour

u € Mg;5(0),

u(p) = int(a)p g2 = &a(p)
(20) u(o) = eyint(fB)o a € 7 -{l,7}
u(eg) = &b g e ",
d’ou
u(=lp) = (=l)*, Le. u(Ag) =Ny (car (—1)* = —1),

donc u(Xg) € 7 ; il reste a prouver que u(A;) € 7y, or

u(Ar) = ul(p(ho)) = (up )(Ao) = int(e)(p)(u(h))

1

et comme 7 est normalisé par &” et en particulier par apa™!, on trouve bien u(\;) € 7).

Corollaire. On a

T~ Ty X
(22) 0oX K
T X

ot
p = {1} = Centre(&7").

C’est trivial, puisqu’on a un scindage de 'extension centrale (15).
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Soient
T = 177— g 6 5 DT = 7 X C 6 )
(23) 0 {1,7} fir X p
Mo = {1,0-} c G, D, = pexp S &,
de sorte que l'on a
D.NG& = D.Nm = D.Nmy = {1
D,N6 = D,N7m = pu D,Nm = {1}
On pose
T = T = DT * 7o Tor = T,
(25) K 0 0 H 0
Teg = Mo T = DU'7T[17 Toe = Mo To,

56Itou en remplacant &, m par ", 7.
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de sorte que l'on a

T, = Tor X [h,
(26) 0 1%

Ty = Too X jb,

et itou en mettant des .

Normalisation de «, (3. Les relations (20) ne déterminent «, 5 que ‘modulo signe’. On
leve cette ambiguité en prenant

(27) a € s, B € m.

Le groupe G /m. Il est décrit par générateurs p, o, T et relations

=t =712=1, P = o2,
(28) m(p) = o(p™), (o) =0"",
T(p) = p,

car on a

(29) 7(p) = (=li")p,

donc la derniere relation (28) s’écrit —I;* = 1, i.e. \; = 1, et implique Aoy = A9 = 1 (en
appliquant p). En termes de p, o, 7/, on trouve de méme

PO o=t =% =1, P = o,
(30) T(p) =pt,  To)=0"",
o(p) = pt.

(31)

Quelle est I'opération de Mgy ~ M/ £ 1 sur &*/m? On a une structure d’extension

(32) l— pu — &/my — &7/7 — 1,
—~— N——
==+1 ~ &3

et les automorphismes en question conservent cette structure d’extension. Les éléments
de ./\/lE)N3 ~ M'/{£1} operent en induisant I'identité dans le quotient &3, et bien siir aussi
dans p — or un tel automorphisme de I’extension correspond a un homomorphisme

(33) 63 - U, ie. 63 ab — U,
*1

or
g ap —> {£1} = p,
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donc le groupe des automorphismes de &F /g induisant 'identité dans &3 est isomorphe
a Z /27, son générateur est donné par

) =
(34) O(x) = sg(z) x, donc (v) P
(o) = —0o
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Composant avec les formules (20), on trouve
S
(35) u|6+/\/ﬂ_6\ = 052('“4) : p p :
o > &o(u)o
le.
(35 bis) [4,0] = eo(u) dans &/m (7).

Reprenons la définition

(36) Z = Z,, ¥ {ueAut(&H)

u(L,) & -conjugué a L,
p,o [

L
(Ly) &1 -conjugué a L, ¢ -
U(Lo) = LO

de sorte qu’on aura, pour u € Z,

u(p) G-conjugué a p

(37) u(o) G-conjugué a o (= eo)
u<€0) = 557
: o zZ — &
avec i € Z* et g, ¢/ € {£1} bien déterminés (car est injectif, p et p~!

n - £
ne sont pas & \-conjugués, ni o et 071). Je dis qu'un tel u provient de MG — il reste a
vérifier, en vertu de la proposition, que u stabilise 7", qui est engendré par ly, Iy, lo. Or

o1n aura
U(lo) = lg € 7T/\

et
u(h) = \U&(lo) = int(f)(p")(u(lo)) = int(f)(p~) (1) ,
= int(f) (") (u)

festh

67Cela s’écrit aussi [, #] = sg(x)”>(") dans &+ /1 (u € M', x € &) (attention, ga foire si on ne
suppose pas u € M', seulement u € M ...).
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or & et a fortiori int(f)(p°) normalisent 7", donc
u(ly) € 7",
et comme
u(—=1) = -1, d’ou u(lse) = —u(lily)™ = —u(ly)tu(ly) ™,
on a aussi u(ly) € 1, OK.

Si on identifie u & un élément de Mg, on voit qu’en fait
u € Mgy =~ M0] C M (%),
et on aura donc (20), de fagon plus précise,

u(p) = int(a)p
(38) u(o) = eint(B)o avec

A A
a € T, B € m

poe z,
u(eo) = €

qui & leur tour impliquent (37). En fait, les formules (38) pour u(p), u(o), u(eg) déterminent
de fagon unique p € Z*, g5 € {£1}, a € 1)), § € 7, et on aura nécessairement alors

(39) €2 = &), er = e3(p) [e5 =7]

ou ¢, est 'homomorphisme qui intervient dans la suite exacte
(40) 1 — 1y —» mp, —> {£1} — 1.

Ainsi on a prouvé :

Proposition. Dans le cas universel (& = &), on a Z, , += M'(0] o M310], les
composants u, j, €, € d’un élément de Z , correspondant respectwement (en termes de
uy € M[0]) a uo (zdentzﬁe a un €lément de Aut(&TM)), = x(uo) (le multiplicateur de

up), € = e3(p), € = ea(p).
Corollaire. On a G,o > M =NT}, T, = M/GTN = N} /67N ~ MG, /655 ~ T,
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Remarque. 1l est tentant d’écrire les deux premieres relations (38) sous la forme

(@ tu)(p) = p, ile. alu € Z,,

(41)
(B~ u)(0) = eyo, soit B7u € N/

et d’introduire alors

a = a'u € Z,, donc u = aa, a = ual,

b = f'u € N,, donc u = Bb, f = ubt,

68 Attention, on n’avait pas introduit précédemment MG 3[0], mais seulement M3[0] € M5, Or il

(42)

n’est pas vrai que l’on aurait u € MBE, p-ex. on peut avoir u = g¢. L’'image de u dans &3 est dans {1, 0¢},
donc en corrigeant au besoin par g, on aura un élément de MBNS [0]. Cf. rectification plus détaillée p.
609 ff. On va noter Z,, , = M'[0] = Z, , N M".
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et les développements du §48 (notamment XI) peuvent faire s’attendre que les quantités a,
b, pour u € M|0] variable, dépendent multiplicativement de u. Nous allons voir cependant
qu’il n’en est rien. Soit en effet

0: Gpo =+ M —7T,, ~Tq
I’lhomomorphisme canonique, de sorte que l'on aura
(43) o(u) = 6(b) = 1744(a),

en posant
T = (5(7’), 83:(—1)1/3 (VgGZ/2Z)

Si u' correspond a V', o', V4, on aura de méme

(43 bis) Sy = 6(b) = 76(d)
et si v’ = u'u correspond a a”, V', V{,

(43 ter) S(uu) = 5(b") = 745(d") .

En fait, on aura

V" =0b, vl = vi+uvs et V] = vi+us
44
( ) (16 6// _ 8,&‘ " __ /
On aen u
u(o) = eyint(f)o
W(o) = ehint(#)o,
d’ou

(Wu)(o) = u'(u(o)) = exint(u/(8))u'(0) = eehint(u'(8)3 )0

avec u/'(3)3 € w{}, ce qui par I'unicité prouve
(45) g = d(B)5, £y = Eheq,

d’ou on conclut bien

b// — b/ . b 7
~~~ ~~
= By = B (u'u) = -1y =gu

ie. 3" Wy =3B u, ie B = W (B7Y), e B =4/ (B)F, qui n'est autre que
(45). La relation € = ehe;3 est aussi évidente, p.ex. sur la relation (qui caractérise €3 et
de méme €}, %)

(46) u(p) est T -conjugué a p% .

Il reste donc a examiner la relation hypothétique

qui implique

(*) 6(a") = 6(a’)o(a) ,
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mais comparant (43), (43 bis), (43 ter), on trouve la relation

0(u)d(u) = r'd(a)ryé(a) ,

V/l
=6(uw'u) = 143 8(a’)
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[i.e.] ) )
AN = 7o) (a)
ou encore
6(a") = md(a)m4*6(a) ,
ie.
(47) d(a") = 7¢(d(a’))o(a) .

Donc la relation (%) équivaut a
(48) 6(a") = 72(6(d)), ie. [6(d),75?] = 1, ie. [0(u), 7] =1 (%9) .

Cela montre que si v3 = 1, i.e. e5 = —1, alors la relation (x) équivaut a la commutativité
de §(u') avec Ty. C’est une condition draconienne sur un élément de I'g qui, pour un
élément de I'q lui-méme tout au moins, implique que v’ € {1, 7r} — et par des arguments
heuristiques, on a vu qu’il devait méme en étre ainsi pour tout élément de I'g. Il apparait
que le succes de la présentation du §48 XI tient au fait que dans la situation envisagée
dans ce cas, le groupe T, , ~ 7* était commutatif, donc 7y central. En dehors de ce cas,
la quantité a = o~ lu € Z, C» G,, dépend multiplicativement de I'élément u € M'[0],
seulement & condition de se borner & des u € M'[0]".

Nous allons essayer de sauver la mise, en trouvant un homomorphisme canonique

——
=Zpo =S,y C Solpo

indice 2

M) — 7}, %, N, NE ()

Notons que le deuxieme membre est formé des triples

(49) | u= fb= f'a, avec f, f' € &T" convenables} (M,

{(lu , a, b)
e M[0] eN) €N

et pour un tel triple, on aura

u(o) = int(fb)(0) = int(f)int(b)(o) = ea(u)int(f)(o)
(49 bis) —2()(0)
u(p) = mt(F)(p5W) = int(fes(r)(p) = it(Fes(r))(p)
9Puisque §(u) = 74%d(a).

ONB On a SoI', ,/L§ > Solp0 /L < T, =T,
"ICe qui implique

ea(u) = e,(b)

e3(u) = ¢gpla)
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ol on pose

. 1 s g5 = +1
e3(7') def . ’ 5 Le. g3(7') = 0" sieg = (—1)" .
7 sl g3 = —1

Si u correspond a «, B (cf. (38)), les formules (49 bis) s’écrivent aussi respectivement

int(f)(e) = int(8)(0), ie. [ = Bo' (i€Z/AZ)
int(f'es(7))(p) = int(a)(p) | ie. fe(r) = apl (jEZ/6Z).
Donc on trouve :
Proposition. Pour unu € Z, , = M'[0] ~ Mg fizé, les (u,a,b) € SoT'p o au dessus de
u sont exactement les éléments de
= flu avec f = aples(r) (j€Z/6Z)

(50) (u,a,b) ) .
b = f~lu avec [ = (o (i€ Z/AZ)

(72) .

Considérons alors 1’élément (u, a,b) au dessus de u ayant 1’expression la plus simple en
termes de «, (3, en prenant ¢ = 0, j = 0, correspondant donc aux choix :
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(51) a = e(thatu, ie. a = ualez(r)
b = B tu, ie. B = w7t
je me demande si cette section ensembliste de SOPL,U au dessus de Zﬁ!w = M'0] est

multiplicative, ou, ce qui revient au méme, si a et b définis par (51) dépendent multiplica-
tivement de wu.

Proposition Soit (u,a,b) € SOF!W; (cf. (50)). Pour qu’on aiti = 0, j = 0, i.e. pour
qu’on ait (51) — i.e. pour que (u,a,b) appartienne a la section ensembliste précédente, il
faut et il suffit qu’on ait les relations

(52) u=0b= e30)a mod 7 (™).

DEMONSTRATION. Comme p = ub™ ! et agz(0) = uoes(7') = uatesz(c™!) (™) sont
tous deux dans 7, la condition est nécessaire. Pour la suffisance, on note que (52) s’écrit,
avec les notations de (50), donc f =ub™t, f/ =wua™!, ie. fles(07) = uatez(o7?),

(53) [ fes(o™!) € mo,

72

ol a, 3, g, £3 sont définis par u via (38).

30l on a posé
1 si 3
e3(0) = .
o sl g3

+1

|
I
—

“NBr'r=0"1', 707 =1.
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et réduisant modulo 7} dans &” /m cela s’écrit 367 = 1 et aples(t'o') = 1, cette dernidre
relation s’écrit aussi a(p)ez(7) =1, i.e. e3(7)p! =1, or e3(7)a =1, la condltlon [1mm]

c.q.f.d.

Soient maintenant wu, correspondant & a, b, €3, et u/, correspondant a ad', b', ), soit
3 ) ) y €3y
u” = vu'u, correspondant a a”, b = b'b et ¢ = ehes, de sorte qu’on aura

u = es(o)a  (mg)

v = ey(o)d  (w])

W' = ei(o)d” (n]),

= @ = e-e5(0) -e3(0)-a”’, oue € {£1}, e = —1 si et seulement si e3 = —1 et ef = —1
= (e5(0)a’)(e3(0)a)
ce qui donne
des(0)a = ees(o)a” (7)),

ie.
(53) a" = ee3z(o)(d) - a (™), 1.

Donc la relation escomptée

a" = da, équivalente a a' = da (7)),

est vraile si et seulement si on a

[page 598]
(54)
ee{£l}, e= X _1 si et seulement si e5 = gh=—1
es(0)(a’) = ed (mp), ot wr | 1 sty = +1
63(0’) =
o st eg = —1.

Cette condition (54) s’explicite suivant les cas :

a) siez=1,alorse =1 et (54) [est] toujours vérifiée.

(55) b) siez = —1, alors (54) s'écrit o(a’) = e -d’ (7)), i.e.
0,0/ =€ ,  oules désignent les classes dans M /x{ .
u sioey = 1
Comme on a @’ = &h(o) '/ = , on trouve que la condition
o sioef = —1

(55 b) équivaut aussi a

o(u') = e/ dans M/7, ie.
(56)
[0,0] = &
SNB e3(0) et e3(c~!) operent de la méme fagon car o~ ! = —o.

76 [Deux fois (53).]



65

(équivalence valable aussi bien pour €5 = 1 que €5 = —1). Or on a vu (35) que 'on a dans
6+ /\/,n_(/)\

i.e. [U, 0] = eo(u'), ou encore

(57) [6,0] = ex(u').

Comparant (56) et (57), on voit que (56) prend la forme équivalente

(58) go(u') = e3(u).
On a donc prouvé :
Proposition. Soient u, v’ et v” = u'u dans M'[0] = Z[!W, correspondant a €3 = €},
e = ehes dans {£1}, et a a = e3(7)atu, o =&(7)a/ M, o = 5(7) o7t W, avec
= el (r)ea(r) u'u

a,d,a" € N, a=es3(0) u, d =...,d" = ... (m) (""). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) On a

a' = da
a’) On a
a" = da (7))

b) On a e3=1, i.e. a(p) = p, ou o(a') =e4a’ (7))

b') Ona e5=1, i.e. a(p) = p, ou d'(0) =cho (7).

c) Ona e3=1, i.e. a(p) = p, ou o(v') = bt/ (m]})

) Ona e3=1,ie alp)=p, oud (o) =cho (n))

d) Onales=1ouch=c¢}, e ehey =1|.
Corollaire. Au dessus des deux sous-groupes
(59) 2%, = M0] £ {uez,, |a)=1}

n " def
Z,, = MU = {ueZ,,|ea(u) =es(u)}
l'application section ensembliste
A: 7z, — S,
-~
(60) ~ Mo}
u (u,a = e3(7)atu, b= 57 1u) ("8)

77NB
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est une section multiplicative. Mais elle n’est pas multiplicative au dessus de M'[0] tout
entier.
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Remarque. Les éléments de 'image inverse SOFSJ de Z !;’U dans SOF!pp qui appartiennent
a la section envisagée sont caractérisés (en vertu de la proposition p. 598) par la relation

(61) u=0b=a mod 7} (™),

qui rend évident que c’est un sous-groupe. Je n’ai pas trouvé de jolie expression analogue

41 2 " S . R
pour 'appartenance d’un élément de SOI’;M (caractérisé par la relation ey(u)esz(u) = 1) a
la section correspondante.

Proposition. Soit S§I, , C SoT'} , le sous-ensemble de SoI'), , [donné par]

SET 0
u = b rs
(62) = (u,a,b) € Z,, pr" x N (o)
~~ u = e3(0)a mod 7" =7n x {£1}
= MI[0]
!
C S, -
Alors :
a) ng!pﬂ est un sous-groupe de Sor!p,o.
b) L’homomorphisme canonique ST, , — Z,, , = M'[0], (u,a,b)—u, est surjectif,

et son noyau est le sous-groupe, isomorphe a = {£1}, des éléments (1,¢,1) avec
eep=N,nr"=L,N7"

DEMONSTRATION. Le fait qu’on a un sous-groupe résulte du calcul déja fait p. 597, 598, la
condition que le produit de deux éléments (v, a’, '), (u,a,b) de ST Fiw y soit, s’exprimant

encore par la formule

(56) 0,7 = &, dans M/7" (au lieu de M/x(}) [80] |
ou encore
(56 bis) iW,6] = &,  soit & =éb.

——

= ()1 =&

Or dans &/m, les images de €, et €} appartiennent toutes deux au sous-groupe central
7 /7o, donc ils sont triviaux dans & /7, donc la relation (56 bis) est trivialement satisfaite.

La surjectivité de I’application SgFi),U—»Z;,’U provient du fait que S{{F!p’(7 contient la

section ensembliste A(Z) ) de la proposition p. 597. Le noyau est formé des (1,a,b) avec

ac NynmbeN;Nm. Or NyNG& =L, NyNG = L, et

(57) meWA:LaﬂWA:Ma meﬂé\:chﬂﬂ'S:{l}v

"8Cf. proposition p. 597.
™En plus de e3(u) = 1, qui caractérise les éléments de SOF;LU.
80[Saut dans la numérotation.]
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d’otu la caractérisation du noyau.

Corollaire. Considérons SOF!p’U comme une extension de Z;’U = M'0] par L, X L, ~
Z/6Z x Z/AZ, donc (en écrivant L, ~ p x L_, ~ Z/3Z x Z/2Z) une extension de
Z/27Z x Z/3Z x Z/AZ. Cette extension correspond donc canoniquement a trois exten-
—— —— =

=M = L*p Lo
stons, par p, L_,, L, respectivement. L’extension par L_, x L, est munie d’une section
canonique. Il reste une extension (c’est justement Sglﬂpyg) de Z}w par p.

Cette extension correspond justement a l’ambiguité de signe pour choisir un a@ = 7 au
dessus de & € 7"/ £ 1 défini par u € Z, , = M'[0], qui se refléte par ambiguité & choisir
le signe pour a € NJ, lié a o par (51),

(58) a = e3()a " u, a = ua tes(7') .

Nous avons pu lever cette ambiguité par I'exigence « € (), = {1, 7} x 7}, et nous venons
de constater que ce choix, pour canonique qu’il soit, n’est pas multiplicatif. En méme
temps, on trouve l'explicitation complete de o” (normalisé canoniquement par la condition
" € mj),) associé a u” = u'u, en termes de o’ (associé a u’) et a (associé a u) également
normalisés en termes de a’, a. En effet, la proposition p. 598 nous dit dans quels cas
exactement on a

(59) a' = da,

savoir si et seulement si on a

(59 bis) ez(u) = 1 ou go(u)es(u') = 1.
Mais on sait maintenant qu’en tous cas on doit avoir

(60) ' = eda, e € {£1},

et on trouve maintenant que € = +1 si et seulement si on est dans le cas (59 bis), [e =]1—1
dans le cas contraire, i.e. si e3(u) = —1 et e5(u’)es(u’) = +1. En résumé :

Corollaire. Soient u, v’ € M'[0], d'ou v’ = u'u, soient o, o/, o" € ), associés
(définis par u(p) = int(a)p etc.), et posons
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(61) a = e3()atu, a = eh(ta M, a" = it ",
ou

/ 1 SZ 83 = 4 / / 7 /

e3(7') = : et de méme pour e4(7'), €4(7') ,
T si g3 = —1
et ou
g3 = e3(u) = e3(x(u)), et de méme pour cf, b

— donc € = e3¢5. On a alors

(62) ' = eda, avec ¢ € {1},
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et
e = +1 sietseulement si e3=1 ou ehey =1, donc
(63)
e = —1 sietseulement si e3=—1 et ehely =—1.
On aura donc
" _ ", n—1_n /
o = uad" ()
(%)
—1 1 /

Je présume qu’on aura

(64) o = e (a)d &) ol ¢ [est] donné par (63).
En effet,
a = uatez(7)
a/ — u/alflgg(,r/) ,
d’ou
u(a) = U/’LLCL_153<T/)U,_1

u’(a)o/ = Jua~ ( )%/1%//1/( )7
la formule (64), en vertu de (x), prend donc la forme

a/—1€3<7_/) — 53( ) /1— 17

ie.

les(7'), 0] = 1,
elle n’est pas toujours vérifié si e5 = —1, i.e. e3(7") = 7, ou elle représente encore une
restriction draconienne sur a’. La formule toujours correcte est

off = (ew(@)e) - ey(T) (e es(T)]) -
= () (@) e3(+)

"“1u’ (61), la formule un peu alambiquée (*?) :

(65) o = (e ()d) - [ es(7)]

= eh(1")a’

Le. comme &4(7")d’ = «

(oun e € {£1} défini dans (63)).

II reste & examiner la question si I'extension SoI'y, de Z , o~ /\/l![ | par ji = {£1} est
triviale ou non tenant compte du fait que ses restrictions a Z , et a Z , sont triviales.
Soient S’T o , dans S“ donc

i S”F les images inverses de A Z, pa,

P

SeTY, = Sgrt,nrv

V11

(66)
|/l/ |
Sqr = SgmePW ,

81Pas vrai en général.
82Gic ! Voila le monstre qui m’a fait passer par des sueurs froides pendant une semaine ou deux !
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et on a des suites exactes d’extensions centrales

1 — p — S, — 2V — 1
(67) P o
— ZV 1,

po p,o

. . . , . 1/ "
qui sont scindées par des sous-groupes notés respectivement SJ°I) , Si°I ., de sorte

P07 po?
qu'on a

SETY, =~ SpTh, x
(68> 7 —
Sol,e = S3°L, 5 X .

[page 602]

Je me pose la question si ces sous-groupes

1/ "/ |
Sgorm C ngbva C S(’)T'pﬂ

T !/// T !//l 1!
SO Fp,a < SOFp,U C SOFp,U

(69) %)

!

o
sous-groupes) que l’extenspion S§ F!W de Z}w par p, scindée sur Zi;a et sur Z!p,j;, provient
en fait (avec lesdits scindages) d’extensions de Z, ,/ Z!p/p (~*1) et de Z,,/ ZZ;; (~ +1)
par p, qu’il faudrait ensuite caractériser (comme trivial ou non trivial). Comme les sous-
groupes en question sont distingués dans SJ " [= S§ F{!JCU etc.] resp. Sf F!W, si x est un
élément de STT' qui n’est pas dans SFT" resp. ST, dire que STT" (resp. STI"") est
distingué dans SIT" tout entier signifie simplement qu'’il est normalisé par z.

1°) Cas de S7°T" dans SZI". On prendra

sont invariants dans S{I, , ce qui signifierait aussi (passant alors au quotient par ces

(70) xr = (uo, aop, bo) avec uy = 7, d’olt 53(“0) = 82(“0) = X(Uo) =—1,
ag =T, =1, ap = e30(7" )y ug = 7', by = By tup = T,
donc
r = (UOITa aOZTla bOIT)7
donc on a

V1

z e ser” c str et oz SITY,

et il faut voir si z normalise S7°I". Soit

(71) = ( b)) e spr’ e Qe
u= (b)) e ST e . =
€Z €N} €N es(u) =
et calculons
zuzr ' = zuz = (1(u),7(a),7(b)),

est-il dans S°I" (et non seulement dans S{I”), i.e. a-t-on

(72) 7(u) = 7'(u) = 7(b) (7o) ?

83Sous-groupes d’indice 4 dans S§T, ..
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La relation 7(u) = 7(b) = 7(a) est conséquence immédiate de (71), donc (72) équivaut a
7(a) = 7(a) (m), ie. o '(r(a)) = 7(a),
ie.
(73) [0,7(a)] =1 dans &/m .
Ou encore, en vertu de (35 bis),
go(7(a)) = 1, ie. go(a) = 1,
ou enfin (comme a =u (m))
(74) go(u) = 1.

Cette condition n’est pas conséquence de la condition e3(u) = 1, ce qui montre que SgOF!/
n’est pas invariant dans SFT".

[2°)] SFoT*" est-il invariant dans SFT" 7 Soit

83(%0) = 1
1 a)

(75) L = (UO,CL(]?b()) € SZ)TOF! \Sg)rr 5 donc 52(U0> = -1

[page 603]

et étudions son action sur

=1

&
~—
™
[\
—~
<
S~
™
w
<
~—

"

(76) u = (u,a,b) € S§°I” ey —es
b) u =0b = e3(0)a (n}).

(77) zuz™' = (uo(u),ao(a), bo(b))

et la relation zuz™! € SgOFW s’écrit

(78) uo(u) = bo(b) = €5(0) - aola) ().
Or les relations (75 b) et (76 b) impliquent aussitot

up(u) = bo(b) = aples(o)-a)
—_———
= eslao(0)]-ao(a)
donc la relation (78) équivaut aussi a

(79) eslo] = eslao(o)]
84NB e3(ug(u)) = e3(u).
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ce qui est automatiquement vérifiée si e3 = 1, et pour €3 = —1 revient a
(80) o = ag(o) (m)), i.e. go(ag) = 1, ie. go(ug) = 1,

relation qui est fausse par ’hypothese (75 a). Donc on trouve encore Sj o7 non invariant
dans SZT". Par contre, posons

(

Sol0 = Ker(Sol0 % s ) = SoI' N ST
= Sl ns,r”

(81) = S n S, [85]

SgT0 = SN SgT

\ SreTY = S0 N Sier

de sorte qu’on a une suite exacte
(82) 1 — p — SPr'% — S — 1,
canoniquement scindée par S;°I'g — on trouve donc
(82) S0 = 57T x p [%6] .

. ’ s 7 | . . . !
Ceci posé, les calculs précédents montrent que SJ°T'?, qui est d’indice 8 dans SFT", est
un sous-groupe invariant. En résumé :

Proposition. Considérons les sous-groupes SgOF!/, Sropt” SFeT!0 de SFT (dindices 4,

4,8), qui sont les images des restrictions respectives Z' Z!///, Z'% de la section ensembliste
A définie par (51), (52) de ST sur Z = M|0] - qui est multiplicative sur ces sous-groupes,
et définit donc des scindages des images inverses Sgr”, S{{F!m, S0 de AR AR AL
dans SFT" :

V1 V1

83) STV~ ST x . ST ST xp, ST~ ST g

On a alors ceci :

a) Sy, ST ne sont pas distingués dans SIT" (¥7).

b) SFT'0 est distingué dans SET', de sorte que lextension ST de Z' ~ M'[0] par
[ est canoniquement isomorphe a l'image inverse d’une extension centrale (savoir
STt /S3eT'0) de 2V ) 210 ~ o x p par pu.

[page 604]
Examinons cette extension centrale

(84) Ly &y — 1,

~ sgr;,a/sgﬂr!p?a

85[?, les SoI's & droite manquent partiellement sur la copie.]

86 [Deux fois (82).]

87Ce qui implique qu’il n’existe pas de section (multiplicative) de I'extension SFT de Z' par T', qui
coincide avec A sur Z" ou sur 2.
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s'insérant dans le diagramme d’extensions

1 W & X L 1
| (e3.62)
(85) 1 u SgT, . — Z,,, ~ M'0]
|
1 — LyxLy— Sol',, Z,, 1.

L’intéréet de (84) est qu’elle permet de récupérer 1’extension SO]'—‘!p,O' de Z/!w par L, X L,
par la loi covariante-contravariante dans le foncteur ‘extensions’, via

| (3,62)

o HX L W — L,xL,
(36) 1 (o)

(‘homomorphisme diagonal’) ,

ainsi que la sous-extension SJ F!pya de celle-ci (de Z;,U par ).

Etudions d’abord 'ordre des éléments de € — ils sont évidemment diviseurs de 4, sont-ils
tous d’ordre 2 (ou 1) ? Soit donc

u = b A
87 w=(u, a, b)ecSi, Le. (7o) (%8) .
€Z €Ny €N u = esola (")

. . | 4.
Je veux examiner si u? € S{°I"Y. Evidemment
!
u = (u?a®b?) € ST0
. N . . " . .
il reste a voir si u? € SJ°T", i.e. si on a non seulement u* = b? (m) et u? = a? (") — ce
qui est clair et exprime simplement u? € SFT" — mais méme

(88) u? = a? mod 7y (7).

La relation

u = e3lo]-a mod 7
s’écrit aussi
u = +esfo]-a mod 7o
et implique
u? = e3lo]aesfo]a mod 7 ,

ce qu’on peut écrire

) a? sieg = 1
(89) Ut Enodn) €383l0)(a)-a =

—o(a)-a si g3 = —1

88NB Pour éviter des confusions, on écrit e3[0], e3[7'] etc. au lieu de e3(0), e3(7') pour 0”3, 73 etc.
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Donc (88) est vraie si e3 = 1, tandis que pour e3 = —1, elle équivaut a
ola) = —a  (mg),
ie.
[o,a] = —1 dans &/m ,
ie.
go(a) = -1, le. ex(u)es(u) = 1.
——

Donc on trouve :

Proposition. Soit z € £ (cf. (89)). Pour que U'on ait 2* = 1, il faut et il suffit qu’on ait
e3(z) =1 ou e9(x)es(x) =1, i.e. que l'on ait

(90) x e EUE”,

[page 605]

o

(91) & ={rxel|es(x)=1}, E" = {rx e |ey(n)es(x) =1} .

Corollaire 1. &£ a exactement deux éléments d’ordre 4, qui sont les deux éléments de £
au dessus de l’élément (—1,1) de pu x p. Ces deux éléments sont inverses l'un de ['autre,
ce sont les deuxr générateurs du seul sous-groupe cyclique d’ordre 4 de £, qui n’est autre

que &" = {x € £ | eo(x) = 1}.
Corollaire 2. L’extension £ n’est pas scindée.

Car étant centrale, elle serait isomorphe a (u x p) X p, donc ses éléments seraient d’ordre
qui divise 2.

Nous pouvons regarder maintenant £ comme extension de £/&" ~ {+1} = p par &”
(~ Z/4Z). 1l faudrait d’abord expliciter 'opération de £/E" = p sur £ — I'élément —1
d’ordre 2 de p induit un automorphisme involutif de £” ; d’ailleurs Aut(E’) ~ (Z/47Z)* ~
{#£1}, donc 'automorphisme en question est la multiplication par un signe +1, qu’il faut
déterminer. On va nommer [un] représentant de —1 € £/&” [et] prendre I'élément de
& provenant de

Vi

(92) x = (u=1,a=1,bg=1) € ST (cf. (70)),
qu’on va faire opérer sur 'image d'un
(
83(U) = -1
! 52(”) = 1
(93) u = (u,a,b) € SJI", avec <
v = b mod 7y
u = oca mod 7"

(qui est un générateur de £”). On aura donc

Q(Q) = (T(u)77,(a)’7(b)) = (17576)(u7a7b)

= (u,ea,eb)
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modulo S§°T, avec un signe ¢ € {1} a déterminer. La condition de congruence s’écrit
(ur(u)™, ear’(a)™, ebr’(b)™!) € SJI?,

quon soit dans STT'Y est évident et valable quel que soit le choix du signe € ; c’est la
condition de congruence qui distingue S;°T" de SFT" qui est essentielle, savoir

(94) ur(u)™t = ear'(a)™? (7)) .

La difficulté dans cette approche vient du fait que les seuls éléments de M qu’on sache
expliciter sont ceux qui proviennent de & ~ GL(2,Z) lui-méme, or pour ceux-ci, on a
eo(u)ez(u) = 1, alors que le u ci-dessus doit satisfaire eo(u) = 1, e3(u) = —1, donc
ea(u)eg(u) = —1. On peut d’autre part travailler dans le quotient GL(2,Z) de M, et y
prendre

R w=—1(3)
(95) u= (‘5(1]) avec u € Z* w= 114
ie. p= 5 (12),
tandis que 7 correspond a la matrice
r= (1)
[page 606]
on aura de toutes facons
ur(u)™t =1
Soit d’autre part dans GL(2, Z)
a = Tag, ag = cp+d, Ated+d> el
(96) 0 0 P
P= ). e= (0D,
donc
(97) a = (Y0) (%cfa) = (%)
et
(98) p= —(+cd+d) (3.

On travaillera avec le sous-groupe fermé m) dans SL(2,Z) engendré par
~lbh=-071), ~h=-0(1). “lk=-(7)
et dans le groupe quotient de GL(2, Z) par 7', qui est extension de 7+ par
SL(2,2)/n) =~ SL2,Z)/m = {(p,0) | /£ = 0% =1, p* = 0%, o(p) = p'}

[c.a.d. (p,o| ...)], et méme produit semi-direct grace a

T o= {(§9) |cez} € 7

89Un peu bref, cf. plus bas ...
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opérant par I'intermédiaire de £5(&) [?] (cf. p. 593, 594 — formules (34), (35), (35 bis)).
On doit supposer

(99) oa = u ("), o o= (Y7),
donc
(100) oca = (20 5%) -

La relation (99) s’écrit

(102) a =u (SL(2,Z2)), ie. detoa = detu, i.e. (98) [90]
oa = u (2)
et cette derniere congruence s’écrit
(103) c=0 (2, d=1 (2 (1) .
NB On ne peut avoir la congruence mod 4 : ca =u (4) , caron aurait p = —d = -1 (4),
ce qui est contraire a I'hypothese (95) : p=1 (4).
Revenant a la relation (94), on trouve ceci :
Lemme. Soient c¢,d € y/ satisfaisant
(104) p Y (Pred+d) e 2 (°2)
(105) p =1 (4 (ie. *+cd+d*=-1 (4)),
(106) c=0 (2, d=1 (2).
Soit
(107) a=T(p+d = (7)) € GL(2,2)
(entier de déterminant 11). Alors on a une congruence
(108) at’(a)! = ¢ mod m) C GL(2,Z) ,
et le signe e € {£1} ne dépend pas des choix faits pour ¢, d.
[page 607]
C’est le moment de le calculer ! Reprenant
ap = cp+d € Z,,
on aura
a = Tag, (a) = ao’, at’(a)™! = Tagmragt = T'(ag)ay’,

90[(101) n’existe pas.]
91_d=p (2) en est une conséquence, car p=1= -1 (2).
92NB On aura nécessairement u = —1 (3).
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ou
T/(Clo) = Cp_1+d = tao 93)
ag' = ‘ag/detag = —L(cp™" +d),
donc 1 1
! -1 — / —1 - _ —1 d 2 — —1 d 2
ar'(@) = P! = —le + D = (e +d)
Or on a
(cpt+d)? = p? +2cdp?t +d> = —(+2cd)p+ (2cd + d*) .
~— ~—
= —p :l—p
Or
c =0 (2) = A 2d = 0 (4
d =1 (2 = ? =1 (4),
donc
(%) (cp™'+d)?* =1 (4) .
et comme par hypothese
ted+d = 1 (4),
on aura
1
1 —1 2

Donc on a prouvé, en fait :
Proposition. Soient ¢, d € 7Z tels que 19 e cdrad®e 7*, soit
a="7(p+d) = (¢ Ctd) e GL(2,7),

SUPPoSoOns
i.e.

Alors on a (posant 7' = (_(1)(1) )
at’(a)™! = &9() (4)

(a fortiori on a la congruence modulo w( ).

Corollaire. L’extension £ de p X p par p (84), ou de p par " ~ Z/AZ, est non
commutative.

Mais voici une fagon de le voir sans calcul. Si l'extension était commutative, sa classe
d’isomorphie serait donnée par un Exty, (ou un Extg jaz)- Or le foncteur Ext!(—, 1) est

930n pose dans My (Z)
t
u = (Tru) —u,

1

et on aura = p~! (plus généralement u = u~! si detu = 1)

UNB o= (979
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additif. Comme la restriction de 'extension aux sous-groupes &'/ et £" /i de p X p est
triviale, et que p x p est la somme directe de ces sous-groupes (qui sont respectivement
1 x p et le sous-groupe diagonal), il s’ensuivrait que 1’extension serait triviale, or on a vu
que ce n’est pas le cas.

La structure du groupe & s’explicite aisément, p.ex. en tant qu’extension de £/E" ~ pu
par £ ~ Z/4Z. Choisissons un élément quelconque [x] de £ \ E”, il est d’ordre 2 (les
seuls éléments d’ordre 4 étant dans £”), de sorte que 'on a

[page 608]

(110) E ~ {1,x}-&".
——_——’

(semi-direct)

Notons que si z opérait trivialement sur £”, i.e. si £ était isomorphe au produit, alors
pour un élément u de £” d’ordre 4, x - u serait d’ordre 4, ce qui est absurde (troisieme
démonstration du fait que £/E” ~ p opére non trivialement sur £”). Or du seul fait que
l'opération de {1,z} sur £” est non triviale, elle est connue, donc la structure de £ est
déterminée — en fait on a

(111) E ~D,.
Il y a un choix privilégié¢ de z, en prenant pour x 1’élément

def . ~
7. = 7g,r mod S7°T° | ol bien siir
(112) Sol 0

/
TSI = (7-77— JT) 9
de sorte que I'on a une représentation canonique
(113) E ~ {l,me}-&" (%) .
——
produit semi-direct

L’homomorphisme & — i1 X p se récupere par ses restrictions aux deux facteurs

po~ {11} — pxp, . — (=1,-1) (homomorphisme diagonal)

E" pwx {1} v uxp.

I’unique homomorphisme

(114) |

non trivial £’ — p,
déduit de I'isomorphisme

~

L 5§' d:Cf 5”/25” > 1

Le fait que &£ ne soit par commutative s’exprime aussi par le fait que ’lhomomorphisme
canonique

(115) Eab = X [

est un isomorphisme, i.e. que le sous-groupe noyau p de £y, — i X p est aussi le sous-
groupe des commutateurs.

BN ~ 7 /AZ, Te(u) = u~! pour u € £”.
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On a vu que 'extension £ de pu X p par p n’est pas scindée, mais qu’en est-il de son image
inverse, I'extension SIT" de Z' ~ M|0] par p ? A priori, nous savons seulement qu’il n’y

a pas de scindage de cette extension qui prolonge le scindage canonique A dont on dispose
au dessus de Z° = Ker(Z' (co.22) (1% 11). Je présume que méme SFI”, extension de Z'" par

1, est non triviale, et méme ’extension qu’elle induit du sous-groupe

o =Tqn I'g C M[0] € M[0] = Z'.
~—~

~ M[0])

Il serait intéressant d’identifier, plus précisément, I'extension par I'q qu’elle induit, qui
correspond a un élément canonique

(115) c € H'(Spec Q,p,) C Br(Q),

[page 609]

sauf erreur on aura

(115) c = [°1,

glgu
S~
cup-produit

ot £, ¢ € H*Q,p,) sont les éléments qui décrivent respectivement les extensions
Q(v1) = Q(v/=3), et Q(+/3) — contenues l'une et I'autre, ainsi que Q(v/—1) = Q(3),
dans I’extension biquadratique Q(_i , j ) = Q(¥1), le corps des racines 12mes
N N~
=V-1_3
de l'unité (dont le groupe de Galois est (Z/12Z)* ~ (Z/3Z)* x (Z/AZ)* ~ p x p). 11 doit
étre trivial — quand on connait un peu les fondements — que ¢ ainsi explicité est # 0, et
n’est pas non plus scindé en passant a Q(7), le troisieme larron.

Considérons maintenant le plongement central

o, ! _ ! * *
(e SOFp,O’ — pr_ XTNP XTNU

(116) )

e +— (lL,&1)

a valeurs dans
Ker(Sol',, — Z,,) ~ L, x L, ,

on a donc un homomorphisme canonique de relevement

(117) M'[O] = Z,!o,o = Sgrlp,a/u - SOF;,U/inM(:u)a
9 [Trois fois (115).]
97NB
Z ~ M0
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qui s’explicite en termes de deux homormorphismes canoniques fondamentaux (°®)
| a . | b
(118) Zpy — NJju, Z,, — N7,
~

~ M[0] ~ Tg-L

ou, je rappelle

Ny = {ue Mlulp)=p="}
C M =N, ~T5- &0
(119) _SL(2 Z)
Nt = {ue M |u(o) =02 (= gy(u)o)}
\ c M.

Les applications a, b sont données par les formules (cf. 51)

(120)
a = uates[r’], B = ub™!,

ol « € w},, 0 € my sont caractérisés par

(121) u(p) = int(a)(p) u(o) = ex(0)int(3)(c) .

Les quantités a = a(u) € N /u, b= b(u) € N sont caractérisés en termes de u € Z' (a
au signe pres seulement) par les congruences

(122) w="b (n)), u = ezloa (1),

qui impliquent a fortiori (réduisant modulo &*") qu’on a commutativité dans

[page 610]

Ny {=£1}

7 \
”’\ /'

Il serait temps de rectifier la confusion (p. 594) entre Z = Z,, C Mg, et A ZAU =
Z N M5 On aen effet

(123) ~ Tg

(124) Zpoy = M(0)-LE = Mg, Ly
semi-direct, C M C Mg,
(125) Z,y ~ Z,,NM = M()-Lf =+ Mg,(0)- Lg®
—_———
semi-direct, C M C M(T,S

98Ceci mérite d’étre explicité dans un théoreme récapitulatif . ..
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[plutdt Z,, N M' 7]. Le lien entre les deux est donné par le diagramme

1 LE Z,q T, 1
(126) ( 2( |
1 LS Zpe T, L,
~~
~ M(0) ~Tg

olt LT — L§ est l'inclusion d’indice 2 de

(127) L= 12 . IS =¢2.
—~—

= (c3)?

Bien entendu, c’est bien sur Z' | non sur Z,,, quon a défini (117), (118), d’ott (123).

p?U’
Je m’intéresse & la restriction des homomorphismes (123) au sous-groupe L7 de 7' ; la

p7o-7
caractérisation (122) montre que ’homomorphisme induit
Ly — Nj/{£1}
est trivial (car a en termes de u ne dépend que de u modulo 7), tandis que I’'homomorphisme
induit
Ly — N

se factorise par Lf/Lg" ~ Z/27Z (car b en termes de u ne dépend que de u modulo 7g).
Sa valeur b sur [, est caractérisée par les conditions

bEN;, b = [ (7T0),

qui sont satisfaites évidemment par b = —1. Donc il y a lieu d’introduire aussi, qu’on le
veuille ou non, le plongement central canonique

., ,/\[;
(128) :
-1 +— -1
et on a commutativité dans
Ly —— Z,,

(129)

Lg/Lg" ~ p ——— N7 .

Donc on trouve, a partir des deux homomorphismes (123)
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[page 611]

| . . .
de Z, ,, par passage au quotient deux homomorphismes canoniques

Ypo— Ny /{£1}

(130) ry

Tpo— Ng/{#1},

qui sont en fait des sections de

N;/{:l:l} TMJ
rq <~ M(0)
NG /1) Too

de sorte qu’on trouve des décompositions

12

N /{EL) = T, SZ,/{1)
———

(131) =L,/{+1} ~ Z/3Z
N /{£1} Ypo SZs/{£1}
—_———

= Lo /{*1} ~ Z/2Z

12

(produits semi-directs). L’opération de Y,, sur L,/{£l} ~ Z/37Z est donnée par le
caractere quadratique e3, celle sur L, /{+1} ~ Z/27Z est donnée par le caracateére quadra-
tique es.

La symétrie de présentation des deux homomorphismes (130) est un peu bidon — p.ex.
'homomorphisme I'g = Y, , — N /{#1} se remonte de fagon évidente en

Iy = Ty —— N2

]

M(0) — M[0] = 2.

(132)

Une autre facon de le voir est de noter que

(132) T,o =~ My0]/LE [*1 ,
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ou
def T ! T
= Mo(0)- Ly T M0] = M(0)- Lg" ;
sous-groupe
d’indice 2

Mg|0]

or sur Lj°, Phomomorphisme induit par

M[0] = 7, — N

PO 4
est trivial. Ainsi on a méme un scindage de
(133) l1—L, —N; —7T,, — 1
~—~
~Tg

Q

en un produit semi-direct

Ny ~7Y,,-L,,

qu’il vaut mieux écrire en caractérisant le sous-groupe section en tant que sous-groupe de
Gy >~ M, soit donc

1%

= Im(Mo[0] —+ A
(134) = Im(M[0] —N) (")

= {B7'u|ue M(0), B enrj tels que u(c) = ey(u) int(3) (o)}
= {veN; |33 emn tel que fv € M[0] = Normpy(Lo) N M [T} .

Posant

(135) ML MO) o, € M E M),
indice 2

[page 612]

de sorte qu’on a

(136) M~ My x p (102) |
on a donc
w1 def * ! * |
Ncr = Na’ nM = o0 X M

9 [Deux fois (132).]
100711 est possible qu’il manque quelque chose ici.]
10INB On définit M' comme I"image inverse de ./\/lé)’}, i.e. le noyau de la représentation canonique

M — &N /7h = Aut(&TN /7).
———
263

102NB On a M} =~ My,
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et on trouve que

(138) Sy = T, =I5
Posons pour abréger

(139) M(1/2) = Njg,  cf (137),

on aura donc que M(1/2) est un groupe-section pour N7, extension de Y,, par L,, et a

fortiori pour M, extension de Y,, par &7, et en méme temps pour My, M'.

(M = M) ()
M M(1/2) -
" (12) -
M M(1/2)-&TA
| Ny~ M(1/2)- L,
[ Si on veut paraphraser en introduisant
(141) N o NinMy = {veN; | Taen) tel que\ozy_/eM(O)},

=u

c’est donc Iensemble des v qu’on peut associer & des u € M(0) € M'[0] ~ Z, , & laide
de a € ) tel que a~'u € N7, ie.

u(p) = int(a)(p®) , ou g3 = e3(u) = e3(v) .

Mais comme u(p) doit avoir méme image dans G3 ~ & /7" que p, il faut qu'on ait
g3 = 1, et alors « est 'élément a(u) associé a u, et v = a~lu est I'image canonique de u
dans AV Ainsi on trouve :

Proposition : L’homomorphisme N;(!)HTM = I'q est injectif, et a pour image
T;,o = {7 € Tp,o ’ €3(7> = ]'}
def

Corollaire. N C Z), i.e. Ny = Zy, = Z, N M,

Il est naturel de poser

(142) =7y, = M(-)).

PO p

Comme ./\fp*! 2 Z,!D D u, on voit que 'on a

N;! = ;féx,u (donc./\f;!:Z[!,)
(142) I [1047

103 Attention, M' est invariant dans M, et M}, est invariant dans M', mais non dans M, cf. plus bas.
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Le sous-groupe Z, , = M(—J) est une section de M’ sur T/, ~ Ty, et étant contenu
dans Mg, M" M’ Z;, Z,, on aura des décompositions en produits semi-directs

(M)~ M(=3) m

M = M(=)) -7

(143) M =~ M(-))-6
Z, =~ M(=7) xp

\ Z, ~ M(-J) xL,

[page 613]
Revenons au diagramme (130), je dis que I'homomorphisme

Tp,o; - Np*/{j:l}
~—
:I‘a
ne se reléve pas en un homomorphisme de Y,, dans N , — en d’autres termes, que

Pextension Y7/, de T,, par {1} = p qu'elle définit n’est pas triviale. Pour identifier
cette extension, considérons le diagramme

M![O] _ 7 can. T,, = Z,!,,U/LS hom. (130)/\/’;/{:&1}

P,

can., (u,a,b) > u can.
(passage
au quotient)

(144) Sol’ Sl (sans ')

<«

!
P00

incl. incl.

-

()
iy ' *
SO FP,U N 7

qui montre que l'on a un diagramme de carrés cartésiens
M(0) e M'[0] =2, — e T, e NT/{£1)
(145) ‘ [

M(0)” ——— SiT,,

2 IT

2 III ‘ 2

T, —— N,

ot M(0)~ est défini comme l'extension de M(0) par p induite par Uextension SGI, , de
M'0], qui s’identifie donc aussi & 'image inverse de I'extension 175, de Ty, par u, par
Iisomorphisme composé M(0) =T, ,. Donc I'extension T}, de T,, par u s’identifie

104 [Deux fois (142).]
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essentiellement a l'extension M(0)~ de M(0) par p, dont on s’est convaincu plus au moins
qu’elle n’était pas triviale.

Voici une autre fagon d’obtenir ’homomorphisme canonique Y, , — N, /E1, et I'extension
17, de T,,. Considérons

* | * !
(146) N = NinM
On a alors
(147) NINGT = Ker(W'— T,,) = L,N7 = pu,
Y~
=lq

d’autre part I’lhomomorphisme

(148) N;! — Y, est épimorphique .

Car il suffit de voir que pour tout u € M(0) il existe un élément de N; ' qui lui est congru
modulo &. Or on a u(p) = int(«a)(p) avec o € 7 = {1,7} - 7", Siegz(u) =1, i.e. v € ",
alue Z,C /\//;k fait ’affaire. Si e3 = —1, on aura

a = aoT, ag € T,

et on a

donc

donc o~ taytu € N, OK.
[page 614]

Donc on a une suite exacte

(149) 1l —p— Z8 — Y, — 1,
~—~— S~~~
~Ty, ~Tg

qui fait de Z;‘! une p-extension de T, ,, d’olt un homomorphisme canonique
! *
TP,U = Z;/uﬁNp/lu’u

qui, bien entendu, n’est autre que le premier homomorphisme (130).
9°) Récapitulation sur le cas universel.

Finalement, j’ai I'impression que j’ai fait encore des larges détours et contorsions, pour
finalement me perdre dans les sables, et perdre un peu le fil. Je vais donc récapituler ce
qui me semble essentiel.

@

(1) Z,5 =~ M(0)-L§ = M][0] (opérant sur &*" par opération induite par I'adjoint).
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On distingue dedans un sous-groupe d’indice 2

(2) Zyo = M(0)- Lg
On a
(3) G, ~ M,
et, plus précisément, le diagramme
1 Lo Zpo T,o 1
0 L
1 Gt Gpo T, 1
s’identifie au diagramme
M(0)-L§
~
1 LS M]0] g 1
(4 bis) [ (
1 Gt M g 1.
D’ailleurs, les homomorphismes
f e H
aly'
(5) T,o 7
s’identifient & EQ‘ [
€3 /M
(5 bis) ry — - 7
@ On a
(6) Ny = {ue M|u(o) = 0= (=ey(u) 0= elr](o) = &[r'](0) )}
et
.
N:n&» = D, = {l,7} L, {1,7'} - L,
) NnG&th = L, (~ Z/AZ)
NN = u
N: N 0 = {1} .




[page 615]

Posons

(8)

et

(9)
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b= M(0)-m € M = M(0)-7m = Ker(M —G3),
de sorte que M' ~ M{ x u

M(1/2) € AL M,
N = NpnME,

alors I'homomorphisme M — T, ; induit un isomorphisme

(10)

M(1)2) = NIy =Y, ,

donc on a des scindages en produits semi-directs

(11)

(13)

et

(14)

Soient
(15)
on trouve

(16)

(

M ~ M(1/2)-&T"
M M(1/2) -7
M, M(1/2) -
NP = M(1/2)

| Ne = M(1/2)- L, ,

T,o = M(1/2) = N o NF.

Ny = {ue M ulp) = p=™ (=e[(p))}

(N:ne" = D, = {17} 1L,
NN = L,
N;nm = p

| Mynm = {1}.

« 1 def %
Ny = NynMy,

p

x| def * [
N = Ny M

Ny € Z, = Centra(p) = Centra(Ly) |
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et on note aussi

(17) o= 2, = M(=7).

p0
On voit que 'homomorphisme M — T, , = I'q induit un isomorphisme
_ | ~ ~
(18) M (=7) = Z,o =+ T:w =TIg.
~—
def

= {'YET/J,J I 83(7):1}

d’ott on déduit un scindage en produits semi-directs (voire produits directs)

;

M= M=) &7
M= M=)
(19) M M'(=7) - mo
Z, = N = M(=g) xp
\ Z, ~ M'(=3)xL,.
[page 616]
Soit maintenant
(20) pe = {1,7} € &",
alors p1,» normalise L,, car
T(p) = p,  don T(L) = L,

donc il normalise Z, = Centp(L,), donc aussi ZF!, = Z,N M (puisque M’ est invariant
dans M) = Zé,o X = M'(=7) x p. Dailleurs p,» N Zé = p N M = {1}. Soit

(21) N = p - Zy) = po - (Zpo x 1)

p p

~ M(=7)xp=T'gxp

~
(produit semi-direct)

On fera attention que contrairement a ce que pourrait suggérer cette écriture, . ne
. | . . , ey . 2 2 N ?
normalise pas Z,, — sinon on aurait une décomposition en produit N » =Ny oulN, ;=

p0>
2 . . .
o+ Z, 5, or il m’en est rien. On a une suite exacte

(22) 1l —p— N, — T, — 1,
~—~
=Ty

de sorte que NV, ; est une quasi-section de multiplicité 2 de I'extension N’ ,— L), oude
M —7T,, =Tq. Ainsi on trouve

M = N A, 677

(23) N, = j\/; Ay Lp = /\/; xL_,
~—
~ Z/3Z
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L’extension (22) de T,, par p est 'extension notée T dans la section précédente, elle
est stirement non scindée. Elle donne naissance a un homomorphisme canonique

(24) Tp,U;'N;/Mg’N://.L

Remarque. Pour bien faire, il faudrait expliciter 'opération de 7/ sur

Z/!) ~ [!)Ox,ul»I"ax,u,
en termes de I'opération de I'image mr de 7/ sur I"a par automorphisme intérieur (NB 7
n’est autre que I'élément de I'q C T'q ‘conjugaison complexe’) et d'un homomorphisme
de I"a dans p, i.e. d'un ‘caractere quadratique’ de F’a — il y a fort a parier que celui-ci
est justement €5 — de sorte que I‘%M ~ I"a N I‘"a apparalt comme invariant par 7’ ... En
somme, il y aurait lieu de reprendre I'étude de 'extension faite dans la section précédente,
en y partant du point de vue des «,  associés,

[page 617]

dans 'optique actuelle, sans doute plus simple. Il y aurait lieu en méme temps d’expliciter
une autre section partielle, qui serait au dessus de

I"q = {zelg|a(@)s@) =1},

et qui mériterait peut-étre la notation M(v/3) ou du moins M(q), pour un générateur q

convenable de Q(v/3) 7?7 (1%).

Je me rends compte que je suis en train de déconner — ayant un peu perdu contact avec
le contenu géométrique de mes calculs. Il faut garder a 'esprit que

(25) My = My

correspond, au ~ pres, au m; de Upzq, les section de M} —» I'q ~ T, correspondent
donc (au ™~ pres) a celles de m; (U 3q) sur I'q, donc (‘moralement’) aux points rationnels
sur Q de Uy 3q — quand ce sont des sections partielles, aux points de Uy 3q a valeurs dans
des extensions finies de Q. Ainsi, la section envisagé dans b) correspond bien au point
1/2 de Up 3 q, la section partielle M(—7) envisagée ici dans c) correspond au point —J de
Up3q, qui est dans Uy 3(Q(v/1)), donc la notation M(—7) est raisonnable. Quant & Ny,
il n’est pas C M} —méme en divisant par g ; on trouve apres division par g une section
de Mg; sur I'g, mais ce n’est pas une section de ME)} Or au ~ pres, Mg, est le mp de
M , Q> schéma modulaire sur Q des courbes elliptiques modulo symétrie. Donc la donnée
de cette section correspond a la donnée d’une telle ‘courbe elliptique modulo symétrie’
sur Q. Passant au sous-groupe 1’"5 — ce qui correspond a I’extension de corps de base de
Q & Q(j) = Q(V1) — on retrouve l'image dans MB} de la section partielle précédente
M(=]J) — cela montre donc qu’il s’agit toujours de la ‘méme’ courbe elliptique. J’ai bien
I'impression cependant que sur I'g tout entier, cette section de Mg’; ne peut se remonter
en une section de M sur I'gq — i.e. justement que I'extension N ; de I'q par p est non
triviale. Cela signifierait-t-il qu’il n’existe pas de courbe elliptique définie sur Q d’invariant
0 7 (Chose qui semble absurde — on doit pouvoir sur un corps trouver n’importe quel

1059 Mérite un examen attentif.



90

invariant ... (19%)). De fagon précise, on a le diagramme de schémas modulaires sur Q

schéma modulaire
des courbes
elliptiques 1,1

gerbe
(26) de groupe p

schéma modulaire

schéma modulaire des E ’
- grossier )

courbes elliptiques M171
modulo symétrie

le fait qu'un point de M ;(Q) ne se remonte
[page 618]

pas en un point de M 1, ne signifie pas que son image dans E’ ne se remonte pas a Mj ;.
De fagon précise, le diagramme s’identifie a

M, ~ (Upgs, Gs)
(27)

11~ Uz, G3) —— Up3/G3 ~ z/10,3/@53 ~ E |

ol S5 est Uextension de &5 = SL(2,Z/2Z) par p, définie par

63 = 6+ / 0
(28) ~ SL(2,Z)/(sous-groupe invariante engendré par —l)
sous-groupe invariante (d’ordre 4) engendré par —l,

l

~ SL(2,Z/AZ)
i.e. sous-groupe engendré par —ly, —[;

en faisant opérer &3 sur Uy 3 par I'intermédiaire de G3. Un point de M ; rationnel sur
Q s’identifie donc a un G3-torseur 7' sur Q, muni d’'un morphisme

(29) T — Uz

compatible avec les actions de &3, un point de M, ; s’identifie a un &s-torseur 1" sur Q,
muni d’un morphisme

(30) T — Uy
compatible avec Popération de &3 (1°7). Désignant par
T =T/p

le &;-torseur correspondant, la donnée de (30) équivaut a la donnée de (29). Donc les
relevements a M, ; d'un point de M, rationnel sur Q s’identifient aux S;-torseurs T
qui relevent le &3-torseur 7', i.e. (& isomorphisme pres) ils correspondent aux homomor-
phismes T'q — &3 qui relevent I’homomorphisme I'q — &3 qui définit 7' (1%9) :

1069

1077 est le torseur sur SL(2,Z/2Z) des (pré)rigidifications de Jacobi d’échelon 2, T celui des ‘pré-
rigidifications de Jacobi d’échelon 2 précisées’ (le premier est défini pour une courbe elliptique modulo

symétrie, le deuxieme seulement pour une vraie courbe elliptique.)
1080n suppose maintenant choisi un point de T/(Q).
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I'q

Ss;

I'obstruction est, comme il se doit, une extension de I'q par p,, i.e. un élément de
H?*(Q, pty) >~ 5Br(Q). Dans le cas qui nous occupe, I'image de T dans Uy 3 est formée
de {—7,—7}, qui est connexe sur Q, sans doute I'q — &3 est surjectif (1%?). De fagon
générale, dans la traduction galoisienne en termes de scindages de M 3 sur I'q, I’homo-
morphisme I'q — &3 est le composé

k
I'q — Moz — 63,
qui est trivial si et seulement si k est une section de
M673 = Ker(/\/l073 —>63)

sur I'q. Ici on a une section de M!073 au dessus du sous-groupe I’b d’indice 2, donc
k|T'q = 1, donc k(T'q) C &3 est d’ordre 2, on voit que

[page 619]

c’est le sous-groupe {1, } de &3, car I'image de 7/ = o7 € M; 3 dans &3 est (comme
celle de 7 est 1) égale a celle de 0 = 0, i.e. 0. Cela signifie que 'on a

T ~ T() A{l,doo} 63 y

i.e. T est déduit d’un p-torseur (i.e. d’une extension quadratique de Q — savoir justement
Q(v1) = Q(j)) par extension du groupe d’opérateurs p—» &3 (=1 d4,). Donc,
prenant I'image inverse de u = {1, 6} dans S3, on trouve une extension de [4 par [ —ca
ne peut guere étre que Z/47Z ! (*'%) — que j’ai envie de noter £”,

~ Z/AZ

"

et le probleme d’obstruction est de trouver un remontage

g//—>ILL

/

I'q

(qui n’existe siirement pas! (1)) — donc l'obstruction s’interpréte comme 1’extension
de I'q par p, image inverse de l'extension £”. (Il faudrait regarder pourquoi, en termes

109Canulé, cf. rectification plus bas.

100ui, c’est évident, puisque o = 0o, dans &3 = SL(2,Z)/m est bien d’ordre 4, donc £" ~ Z/4Z
canoniquement ...

W est évident en effet, grace & (T'Q)ap &~ Z* D Z5, on a (Z})s4 ~ Z/27Z, donc déja sur Zj ca ne se
remonte pas.
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classiques, cette obstruction est scindée, quand on passe au sous-groupe I"é’ correspondant
au corps Q(v/3)).

Ainsi, le point Q-rationnel envisagé de M/ ; ne se remonte pas en un point Q-rationnel
de M; ;. Par contre, son image 0 dans E' ~ U 3/S; doit bien se remonter — i.e. il doit
bien exister un G3-torseur P, et un G3-homomorphisme

P — Z/{O,g 5 ie. ? — Z/{O’g .

=P/u

Considérons en effet le sous-schéma

Q = Uz xg {0}

image inverse de 0, soit

Py = Quaa -
C’est un sous-schema qui, sur un corps K 2 Q(j), est somme de deux points, et qui sur
Q est connexe — c¢’est un schéma canoniquement isomorphe a Spec Q(—7). Il est stable
par G3, qui y opere via

63 i 220
et I'opération galoisienne de p sur le puq-torseur .
[page 620]

Ainsi on a le diagramme

(31) / (M%)

On voit alors que la catégorie des relevements des points Q-rationnels de E’ en un point
Q-rationnel de M, ; resp. M, est équivalente a celle des &3-torseurs P sur Q, qui
relevent le p-torseur Fy. On avait choisi un P = T de fagon particulierement triviale, en
utilisant le scindage

de &3 — i — mais le torseur 7' ne se remonte pas en un T. Les classes d’isomorphie de
points de M ; resp. de M;; au dessus du point 0 de E’, correspondent de méme aux
classes de conjugaison (modulo noyau &3 [resp.] @5; de G3 — p [resp.] S — 1)
de relevements de I'q — p en I'q — &3 resp. I'q — ég.

Considérons un reléevement en
FQ — 63,

son image est un sous-groupe de &3, qui est soit {1, } ou un de ses conjugués {1, ¢},
{1,601}, ou c’est &3 tout entier. Dans le premier cas, on a vu que ¢a ne se remonte pas en
S3. Donc pour pouvoir remonter, il faut prendre un épimorphisme I'q — &3 — on sort
donc du contexte abélien sur Q, pour entrer dans le domaine des extensions abéliennes de

H2NB Le noyau de Sy — u est une extension centrale de Z/3Z par u = Z/2Z, elle est donc triviale
et isomorphe & Z/6Z (noyau engendré par p).
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Q(j). Examiner en termes de groupes de Galois s'il existe un tel relevement I'q — S,
et comment les obtenir, apparait comme un exercice plaisant et délectable de théorie des
corps de classes, que je ne vais pas poursuivre pour le moment, pour ne pas éterniser cette
digression. Revenant par la suite sur ce point, il me faudrait en méme temps expliciter
la relation entre les points de vue remontage d’homomorphismes de I'q, et scindage de
Pextension My s de I'q par &4, ou M de I'q par &+ ~ SL(2,Z)".

[page 621]

Revenons au sous-groupe
3

N, SN C M
~~

M/(=]) = Z,!)o

U

contenant le sous-groupe section partielle M(—7) =~ I"QN. Soit

M=) & Ker(M'(-7) =+ p)
= ZaM"
(32) 14 0
= NynMg'
2
g MI(_3> )

qui est donc une section partielle au dessus de

(€2,€3)
—

ry = Ker(Tg [t X )

(33) .
= Ker(Tg — Z* — (Z/122)").

Modulo une vérification que je vais faire plus bas, 7/ normalise M°(—7). Considérons
alors

(34) M=) & - MO(=G), ot e = {1,7)
N’

(semi-direct)
. . ? .
c’est un sous-groupe d’indice 4 de N, ,» et on a maintenant

(3) M (=5) == T§

c’est une section partielle au dessus de ’(’Q’N, d’ou des isomorphismes

[page 622]

M/N ~ M///(_j) . 6+/\

(36)
N* ~ M”/(—j) . Lp.
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Diagramme récapitulatif des sous-groupes de N° , obtenus jusqu’a présent :

MOU—g) 2 » M) e M) xp Z,
——
(37) M"(—7) 2 M”'(Q% N C ’ N,
]-q( 9 IL;J( 3 I:;)
/;7}'/( 2 57" C i 5p

ol nous sommes ici intéressés surtout a la ‘face supérieure’, couvrant des sous-groupes
d’indice fini de N, intermédiaires entre celui-ci et Mo(—7) (d’'indice 24 dans N}). Je
vais examiner la question d’invariance de ces sous-groupes les unes dans les autres, et la
structure des groupes quotients.
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Je vais refaire un diagramme qui montre mieux les relations entre les groupes en question :

(38)

: 2 2
ﬁ pe—— D
3. 3.
':\_/ , ) U A
L, ¢ ~ D,
0) Sous-groupes d’indice fini dans Z,

— dans le diagramme il y en a quatre :

Z = M(=7) x i~ M'(-7) =

= Z;Eo ;é
39) J J

MO(=7) x pp 20 MO(=7) = 70

Sont-ils invariants dans Z, 7 C’est clair pour les sous-groupes

(40) M'(=7) X p Z,NM = Z[!, , et pour
MO(=7) x p Z,Nn M NKer(eg : M —» p)

113 Attention, M’ (—7) - p,r n’est pas un sous-groupe, car ji,- he normalise pas M'(—7).
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— cela montre que ces groupes sont
[page 623]

méme invariants dans N, puisque Z,, M', Kere, sont stabilisés par ¥, D’ailleurs,
comme Zl!)0 = M'(—7) est invariant dans Z;) = M'(—=7) x p, pour montrer qu’il I'est dans

Z,, il suffit de prouver qu’il est normalisé par p (puisque Z, = L, - Z[!, — c’est plus ou

moins trivial) ; or examinons de fagon générale pour x € M si x normalise

def

My = M(0) -7 ;
comme il normalise 7, il suffit de voir si pour u € M(0), on a
zur™t € My,

qui équivaut aussi a

rur u (mo) ,
ie.
[z,u] € m .

Or on sait que pour z € &, u € M', on a

(%) [z, u] = (sg(x))> mod g
—~—

= pu(x)~!
[c.a.d. sg(z)2, ou &y(u) = (—1)"2], ou

can.

sg i 6 N Gy

Cela montre le

Lemme. Six € G*, u € M}, alors conditions équivalentes :

a) ruz~! € Mj .

b) zur™ = u (m) , ie [z,u] € 7.

c) sg(x)2™ = 1, id.e. sg(x)=1ouey(u)=1.

Corollaire 1. Soit x € &*". Pour que x normalise M}, il faut et il suffit qu’on ait
sg(z) = +1.

Corollaire 2. Le sous-groupe Ml = M"(0) - my est normalisé par G+ 7.

Ceci montre en particulier que p normalise M, donc aussi M’(—7) = Z/!)0 = Z,NMj, qui
est donc invariant dans Z,. Il en est donc de méme de son intersection avec M°(=7) X p,
"

soit M"(—=7). (Ou encore : ce groupe est égal & Z,N My, et /\/lg! est normalisé par p ... ).
Ainsi les quatre groupes (39) sont distingués dans Z,.

Pour voir s’ils sont distingués dans N , = lr + Zp, 1l suffit de voir sils sont normalisés par
7'. C’est clair pour Z,!D = Zpﬂ/\/l! —d’ou le fait que /\/; = ,uT/-Z:) est un sous-groupe de N;‘.
Pour voir lesquels des trois autres sous-groupes envisagés de ce dernier sont normalisés,
il faudrait donc expliciter action de 7/ sur Z, = M'(=7) X p.



97

[page 623 bis]
Notons que 7 € M(0) € M} normalise M}, donc il opere sur M' = M} xpu par
~—

~ FaXTr()
I'opération produit de la conjugaison par 7 dans My, et I'identité dans . On a d’autre
part 7/ = 70, on a vu que

(40) o(z) = eo(x)x (m0) [pour] x € M i
donc
(41) 7(z) = eo(x)7(x) (m0) [pour] z € M,

donc il s’ensuit :

(42) Si x e M}, alors 7'(z) =2 (m) <= 7'(v) e M] = &(x)=1,

. . | .,
en particulier, M{" est normalisé par 7 .

Donc appliquant ceci aux éléments de Z;O = M'(—j) dans Zﬁ!) = M'(=J) X p, on trouve :

Soit x € Z/!)0 , alors
(43) ,
T(v) € Z,, <= eaofz) = 1.

. | — -, . .
Corollaire. Z,, = M'(—]) n'est pas normalisé par 7', donc n’est pas invariant dans N;,

mais M°(=3) = Z, N ./\/18! est normalisé par 7', donc aussi son produit par pi.

Donc le seul des quatre sous-groupes (39) de Z, qui ne soit distingué dans Np* est
M (=)) = Z/!)O. Les autres donnent naissance, par produit semi-direct avec ., a des
sous-groupes de N ,, invariants dans N, ,- Le plus petit de tous ces sous-groupes est
MPO(=7), qui est d’indice 24 dans J\/';. Le groupe quotient

Ny M (=7)

est donc un groupe d’ordre 24, qui regoit d’ailleurs le groupe D, = p. - L, C N o
normalisateur de L, dans GL(2,Z), groupe isomorphe a Dg, et d’ordre 12. Le noyau de

(44) D, tv N;/M°(=])
est évidemment contenu dans L, = D, N Z,, et il est réduit a 1 puisqu’on a meme
L,NZ,y C L,NnMy = L,Nm = {1}.

Ainsi D, (d’ordre 12) apparait comme un sous-groupe d’indice 2 de N/ M°(=7), tout
comme il est sous-groupe d’indice 2 de &/my. Il serait tentant
[page 624]

alors d’établir un isomorphisme

N IMO(=g) = &"/mq

14 peux fois (40).]
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compatible avec ces plongements de D,. Essayons-le ainsi :

Proposition. Considérons [’homomorphisme composé
épimorphisme
de degré 4
—_— >

45) M P GL((2,Z) — GL(2,Z/4Z) &/my ~ &/l
— ——

<~ GL(2,Z) /&[4]
N——

=6

qui induit sur 8" C M I’homomorphisme canonique &" — &" /nty. Alors l’homomorphisme
induit
N: I 6/71'0

a comme noyau ./\/lo(—j), et induit par passage au quotient un isomorphisme

(46) N MO(=)) = &/my .

DEMONSTRATION. Les éléments de M%(—7) sont les éléments de la forme

u € M), a € m
v =au| u(p) = alp) (doncey(u)=1) { -

go(u) =1

ils sont en correspondance 1-1 avec les éléments de M°(0) = {u € M(0) | e2(u) = e3(u) =
1}. L’image de v dans GL(2Z)/Im 7}, a fortiori dans & /m, est égale a celle de u. Donc
I’assertion que MY(—7) est dans le noyau de M — &/my, équivaut a celle que M°(0) est
dans ce noyau, donc que 'on a un diagramme commutatif

MO) — M
(47) (am)\ (45) (115) .
X [ ’ S/mo
Notons que le composé
M S/mo (Z/AZ)* ~ {£1}

N\

GL(2,Z/AZ)
n’est autre que £5. Notons aussi que par la compatibilité

6 t——-M

\ | (45)

6/7T0

115NB Le caractére €3 n’intervient pas dans I'explicitation de M — &/, cf. plus bas ...
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I'opération de M sur & /my déduite de 'homomorphisme (45) n’est autre que 1'opération
déduite des automorphismes sur & en passant au quotient par my, opération qui, pour
u € M' et en particulier sur M(0) C M', est donnée par e5(u) (cf. p. 594). Ainsi

[page 625]

on voit que M”" s’envoie dans le centre de &/my, qui est contenu dans G+ /m, et en fait
égal a 'image u de /7y dans & /my (puisque le centre de & /7 ~ &3 est trivial). Donc
on a une factorisation
!
M" — oy . S/m,

centre

et il faudrait vérifier que cet homomorphisme M” —~ i n’est autre que €3, qui est donc
trivial sur M°' et a fortiori sur M°(0). En fait, on se convainc que le noyau n’est pas
Ker(e3|M") (qui contient en effet 1 1), mais M/ — on va y revenir plus bas.

Admettant ce point, on trouve donc
Ker(W? — & /m) = N:nMy
et comme Np* N ./\/l!O = Z,!O0 = M'(—=7), on trouve que le noyau cherché est égal a
M (=5) N M" = M° (=), c.q.f.d.
Donc on a bien un homomorphisme injectif (46), et comme les groupes
[page 626]
en présence ont méme ordre 24, cet homomorphisme est bien un isomorphisme, c.q.f.d.

1) Application a la structure de M,, et a la définition d’un homomorphisme

M — Mo/ t1p-
Rappelons que

(48) Myo N, NE X, G s
ol
(
Gpo ¥ M ~ M(0) - &N
——
~ Mg 5(0)
def ~ ~
(49) Y Too € G/ & = TG (== M(0)),
=G0
| N, = Normum(L,) , N7 = Normp(Ls) -

D’autre part, nous avons introduit les sous-groupes remarquables

Zhy = M1/2) C N; (p. 615, (9))
N = Z e C N (p. 616, (21)) .

— [

(50)

Le premier de ces groupes ne contient pas pu, le deuxieme le contient,

Zzlfoﬂﬂ = {1}

(51)
N, 2,
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et

Z:;O — Tp,o = I'g )
(52) =Tq

? ~

1 — —»Np — T,, — 1 exacte.

Soit alors
ME’J déf N; XTp,a ZéO XTp,o Gp,a

(53) =

c M,,.

On a un plongement central canonique

X X . M,,
(54) I I I ’,
(E ? 8/ Y 81/) |_> (57 g Y E//)

provenant des plongements centraux

s N p e N p — G

N S

PO

6;(,:6+,
et on a
M 0 (X pxp) = (1x pxp),
donc
(55) pxp e M

On désigne par p, le sous-groupe central p de NV, ou de NZ, ou pu x 1 dans /\/l“pp. Il est
clair par (52) que l'on a une suite exacte

(55) 1 —_— /"LP L, Mup,o’ —_— Gpﬂ. —_ 1 [116] ,
—~—

~ M

d’ot des homomorphismes canoniques

[page 627]

(56) M =~ Mhp,a/ﬂp e Mpo/pp (M) .

Evidemment le sous-groupe M de M, , contient S,, = SG,, ~ &, en fait on a un

16 Deux fois (55).]

170n verra donc

def
e, = M ,/6Y, Cv Too = M, /61, .
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diagramme de suites exactes

1 fp X &g —— M5 Y,p— 1
) L
1 SZyxSZyx &F  —— M,, T,,— 1.

=L, =L

Dans lisomorphisme (56), le sous-groupe &*" de M correspond au sous-groupe
o X &1, s = 6,4, il s’envoie isomorphiquement sur le sous-groupe &,, de M, /1,
On trouve ainsi

:6;_,(7 ZTp,o-
1l —— &™" M ~-Tg — 1
¢ ll i
(58) I —— 6,—0’—,0'_> ME},U/MP_> F,ho,a'/up—> 1

]_ E— GZU—b MP,O'//'LP_> Fp,a/ﬂp—’ 1

Ainsi, on trouve en passant que I’homomorphisme canonique épimorphique [*]

(59) 1 —+ SZ,% 8%y —= Tpy —v Tpy — 1

= LyXLs

admet une ‘bisection’ FEW (dont I'intersection avec SZ, x SZ, est p, % 1),

Iyo ~ FE),U - ST
~SZ,xSZy = Lyx Ly
Lpo/tp (FE),O'//J/P> (Lp/pp X Lo ) -
N —

~Tpo Fa

PO

FEM NST,, = p,

(60)

Pour dire ce que deviennent les sous-groupes remarquables

M(0) , M0] : M'[0] , M;|0] :
~—— —— ——
=M®[0] = M(0)-L§  =M"T[0]=M(0)-L§  =M"™0[0] = M(0)-Lg°
M(1/2), M(=3), M"(=3), N}
——
=7

0o
de M par 'homomorphisme
M e Moy e My,

il faudrait d’abord introduire les groupes adéquats dans les M, , généraux. Nous allons
donc revenir sur ces groupes maintenant.
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[page 628]
VI) Les groupes M, , généraux : récapitulation, raffinement.

1°) Donnés. Ce sont celles de V 1°) (p. 577). En plus de & (profini) et de GL(2,Z)" — &,
homomorphisme continu surjectif, i.e. des générateurs p, o, 7 (ou p, o, ') de &, on se
donne aussi un sous-groupe ouvert

(1) &' Cc6et, invariant dans & .

Dans le cas universel & = GL(2,Z)", la donnée de &* peut correspondre au point de vue
ol on regarde le sous-groupe M de M formé des v qui normalisent & et qui operent
trivialement dans &% /6" — c’est un sous-groupe ouvert, qui définit dans g =M /6T
un sous-groupe image I‘EQN ouvert, dont on peut se proposer d’étudier les représentations
dans des groupes profinis convenables. Un cas intéressant sera celui ol

6" = 79, donc M? = M",
ou & = 7, donc M% = M.
Si 6 = &, donc M = M

[plutét & = G* dans le troisiéme cas ?], on retrouvera les constructions précé-
dentes. Un cas intéressant aussi est celui ou G est le groupe des points adéliques entiers
d’un schéma en groupes sur Z (dans ce cas, il est vrai que p, o, 7 n’engendrent peut-
étre & que modulo groupe fini, i.e. ils engendrent peut-étre seulement un sous-groupe
ouvert. Dans ce cas, il faudrait plutot paraphraser les constructions qui suivent dans le
cas schématique. J’y reviendrai par la suite. Un choix intéressant d'un &* est alors la,
composante neutre de S.)

J'hésite a introduire des notations Zf, o ME,,J etc. — pour ne pas surcharger des notations
déja lourdes. Donc je préfere utiliser les notations plus simples 7, , etc. — étant entendu
que dans ces constructions, le groupe &% intervient — quitte & réintroduire la notation °

au cas de besoin.

On pose
.
—~
(2) Gt = {1,7}-6" C &.
[page 629]
20) Zpoy Lpo
Soit
( )
a) Jae€ 6” avec eg(a) = g3, u(p) = a(p)
det b) 3B € GE avec £s(B) = e, u(o) = (o)
Zp,a = (u7ﬂ7527€3)
(4) c) u(eo) = &
| d) u normalise &° J
C Awt(6") x Z* X p X pu, [118] .

H8[(3) n’existe pas.]
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Proposition. Z,, est un sous-groupe du groupe produit.

DEMONSTRATION. Les conditions a), d) définissent évidemment chacune une sous-groupe.
Compte tenu que

la condition b) signifie aussi que

(5) b') u(o) est G-conjugué a 02 (= 90) ,

et sous cette forme il est clair que la condition b’) définit un sous-groupe. Je ne pense
pas que la condition a) définisse a elle seule un sous-groupe. Mais si G,y désigne le sous-
groupe du produit défini par la condition b) [etc.], on va montrer que G, p) est un
sous-groupe de G,y — ce qui prouvera la proposition. Soient u, u' € G [plutdt Gp)l,
correspondant & (u, 1, €9, €3) et (v, i/, €h, %), et & o, o/ € &%, de sorte que 'on a

6)  ulp) = alp), u'(p) = o(p), avec eg(a) = &3, as(@) = &5,

prouvons que w'u € Gy — i.e. qu’il satisfait aussi a (b). Sieg =1, 1e a € S C & [il
est possible qu’il manque quelque chose icil, «/(«) est défini et on aura

(Wu)(p) = u'(u(p)) = v'(alp)) = v(a)(w(p)) = vw(a)((p) = (W()a)(p) = a"(p),

avec
o = u(a)d € &
(7) (@) ! Cas e3=1
es(a”) = egld)) = & = e3¢}
(puisque u'(a) € &%, ie. eg(u/(a)) =1, et e3 = 1). Dans ce cas on gagne. Si g3 = —1, on
écrit
a = T, o € 6%,
et on aura

u(p) = (7)(p) = ao(r(p)) = ag(a(p™)) = (wo)(p™" )

ol maintenant ago € 6T, donc v/ (apo) est défini, et on aura

(w'u)(p) = '(u(p)) = (o) (u'(p~")) = (v (o)) (p™"),

~——
=a'(p71)
et comme
p~t = o7(p)

on trouve
(8) (w'u)(p) = a"(p) ,
avec

et et edl

—~N NSNS

o = eu(ap)u'(0) o or, ou

e € u = {£1} = Centre&™ est choisi de facon que o (si possible) soit dans &:.
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Notons que tous les facteurs de ce produit sont dans &% ou &+, en tous cas o € &.
[page 630]
Réduisant modulo &7, la relation o € &% s’écrit

&€ {1,7}, ie. éd(oydor e 1,7}, soit éu(ofd's € {1,7},

on distingue encore deux cas :

1°) g5 =1, ie. & =1 ; la relation s’écrit

() éu' (oo = 1.
2°) g = —1,1.e. & =7 ; comme 70 = —oT, la relation s’écrit
(%) —éu'(o)o = 1.

Donc dans tous les cas, la relation s’écrit

W' (o) = (esh)o~!, soit encore

(9)

u(o) = (—egh)o.
Or supposant maintenant qu’on a b) pour «’, ce qui implique
u' (o) = eho,

on voit donc qu’il suffit de choisir € de fagon que —eef = &), i.e.

o !t
€ = —&&3,
donc on aura
" ! /
o = —eseau( apo o oT
2<3 (, 0 ) v’
=aroc=ar’ —T
i.e.
(10) o' = e (ar’)(a'T) } Cas g53=—-1,

formule qui a un sens car a7’ € &*, donc u/(ar’) est défini, et 'argument précédent
prouve que 1’élément en question satisfait

(11) o € GE es(@”) = egla)es(d),

en distinguant les cas (%) et (xx) de (9). Méme conclusion dans les premier cas ou
eg(a) =1 (7). Cela acheve la démonstration.

Remarque. Si G est ‘assez gros’, ’homomorphisme de projection est injectif,

(12) Zye Cr Aut(6)* (cf. p. 578) .
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Examples dans le cas universel.

a) &% = &% = SL(2,Z)". La condition (4 d) est vide, les conditions a), b) équivalent
respectivement au fait que u(p) conjugué a p®3, u(o) conjugué a o, i.e. on retombe
sur la définition (6), p. 578, qui donne

(13) Zpe = M(0)-Lg = M®[0] = M[o] (7).

b) &% = 7 = 1 x p. On trouve maintenant
(14) Zpe = M(0)- Lj = M[0] = M[0]
(noté Z,, , dans V 8°) (120, 121),

¢) &% = 7. Les conditions a) et b) n’ont pas changé par rapport au cas précédent,
puisque ™ = 7y X p et p est central ; par contre, la
[page 631]

condition d) devient nettement plus stricte, on trouve p.ex. que Z,, N &7 = Lg°
(d’indice 2 dans le groupe correspondant L du cas précédent), et comme I'opération
de M(0) € M sur & /m, ‘se fait par le caracteére &5 °, on voit que 'on a maintenant

(15) Zyo = M"(0)- L5 = M"[0],

ol, pour mémoire,

M"(0) = Ker(M(0) =~ p)

M"[0]p = Ker(M[0] — p)
M0 = M(0)- Lg* .

(122>'

Ces deux derniers examples suggerent 'opportunité, dans le cas général ot on disposerait
d’un sous-groupe 6% de &%, invariant dans &, tel qu’on ait

(16) S = & x p

"9NB A priori on a plutét Z, , € MG, mais on a

Mop MG510]

[ [
M(0)-L§ =+ Mos(0)- Ly .

120Dans ce cas, il est immédiat que Z,, opére trivialement sur &+ /&%, car il en est ainsi de M'[0] =
M™0].

121 Expliciter & nouveau pourquoi (i.e. pourquoi (g9,1,1,1) € Z, ;).

122]] en est ainsi si dans la définition de Z,, on exige dans d) que u induit Popération triviale sur
&1 /&, condition que j’ai finalement abandonnée comme inutile. Donc avec la nouvelle version, les cas
6% = 7 et 6% = my donnent le méme Z, ,. Mais je voudrais obtenir M™[0] = M[0]) = M(0) - 7o, le
groupe de b) est un peu trop grand, celui de ¢) (ancienne maniére) un peu trop petit !
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(ot 11 est le sous-groupe central universel u = {1, p*} = {1,0%}), de définir Z,, en termes
de &F, et de choisir les a, (3 de la définition (4) dans

(17) &y, el (1),

Remarque. On est tenté de remplacer la définition (4) (pour a) et b)) par la définition
d’apparence plus simple de la p. 578, qui rend évident qu’on a un sous-groupe. Mais elle
ne donne pas, méme si &% C 7 (cas universel) une action triviale de Z sur &+ /7, comme
on le veut stiirement [quelques mots manquent] qu’en se restreignant a des (u, i, €9, €3)
avec g3 = 1, car p~! n’est pas égal & p ! Il est vrai (dans le cas universel p.ex.) que u(p)
est conjugué dans &1 & p®, mais en général il ne le sera pas par un élément (disons) de
.

On posera

(18) Ly = {le LY | (int(l),1,1,1) € Z,,} (')

(ot LY C &7 est 'ensemble des €, n € Z), et on a un homomorphisme canonique
(19) Ly — Zpo

injectif si et seulement si on a

(20) LN Centr(6) = {1},

I'image invariante ('?°). On pose

(21) wa = Zp,a/L(h) )
d’ou
b Oz
1
83%‘
(23) Zpg——+ Vo 2= L
52&{
s
déduit de
= £3
(u, 1, €2, €3) — U
— &9
123Cette remarque sur un Gg devient maintenant inutile.
124NB On a LE) D Ly N &Y, et Iinclusion peut étre stricte, cf. exemple c) ci-dessus ..., ot Lg = L7,

Lon&f = Lj°.
125Ce qu’on suppose.
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[page 632]
On pose
ho = Kerezy, T, = Kereay, T, = Keregrear,
(24) Tg,a - YNY'=Y"NnY" = Y"NnY ’
Zes Zoos Lo Zg’o sont les images inverses de T, , dans Z,, .

Ce sont donc des sous-groupes d’indice 1, 2 ou 4 de T, resp. Z,, — I'indice 4 ne pouvant

se présenter que pour Y9 70 .
Remarques. [Ces remarques vont jusqu’a la page 650.]

1°) On a donc

a) u(p) est Gi-conjugué a p
(25) Zgg ~ { (u,p) € Aut(&*) x Z* b) u(o) est Gi-conjugué a o

(isomorphisme de groupes). La condition d) de (4) — stabilité de &% sous u — est
conséquence ici de a) b) c), car on aura

ulp) = p (&)
ulo) = o (&%),
ce qui implique
(25 bis) u(z) = = (&9 Ve e 67,

i.e. la stabilité de &% et une action triviale de u sur &/&" [plutdt sur &1/&] (1%6).

2°) On a encore 1'élément remarquable

(26) Tz € Zpo 7 = (1,—1,-1,-1) (127 .

3°) SoGypos Gy SoGh s G .

Procédant comme page 579, on trouve

;
po?

Zpy — Aut(&T)

126Plys généralement,

a) u(p) est Gf-conjugué a £[7](p)
Zy'y =~ § (u,p,e) € Aut(&F) x 7" xp b) u(o) est Gf-conjugué a g[7](o)

127Cest une raison de plus pour ne pas exiger dans (4 d) que u opere trivialement sur &1 /&t ce qui
nous ferait perdre 7 !
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d’ou des produits semi-directs

(27) e

et un homomorphisme

ih
(8) Ly <9 SGh, C SoG,

) — iLO,Z(l) s
d’image invariante, ce qui permet de poser
def
(29) Gpo = S0G,o/ImLy D G, = SyG3,/Im L,

Zp,o-&F

d’ou [des] suites exactes

1 Ly —— SGh, Gi, 1
) ( (
1 Li —— SyG,, Gro 1

et [un] diagramme commutatif

iz C
Zp7U th,a' Gpao—

) T .

LE) (“Los, b C St

s’insérant dans [un] diagramme commutatif de suites exactes

1 L - T2 Y, 1
(32) 1 — & G, = Y, 1
1 Gas Gpo T,o 1.
On considere les composés
)/ :
(33) Gpo—0 T, 0 20 7



notés
Xa = Xrodg, €2¢ = €27 00q , €36 = Ogesr
[plutdt e3¢ = €37 0d¢]. On a maintenant
/ " " 0
Gp’g, GPJ, GP’U, Gp,a comme dans (24)
+ 1+ "+ "+ 0+ 128
(34) Gr, =Kerxe, G, G5, G G o (%) .
(T, = Ker xy oublié ...)
Si
(35) ¢ € G;U - Gpﬂ , ™ € Tp’c,
[page 633]

désignent les images de 74 (26) dans G, T, ,, on peut faire I'identification

S ~ image inverse de {1,7v} C Y,, dans G,,, par G,, — Y, ,

trivial sur &*

(36)

S" = image inverse de {1,7v} C T, dans G% , ,
et
(37) Es = X6|6 = EQG|6 = 63@|6 .

—1sur 7.

Considérons I'aplication canonique

gy Che o Gor —  AW(E") Z: x

X i
U — (int(g)|6+ D xaw) , esalw) ggc(m).
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Proposition. C’est un homomorphisme de groupes. L’image de GEM est formée des

systemes )
(u, p1,€9,63) € Aut(61) x Z* x u x

satisfaisant les conditions

§

a) u(p) est & -conjugué a e3[7)p ,

b) wu(o) est & -conjugué a 5[7)o
(30) ) u(o) jug 2[7]

c) u(go) est & -conjugué a el

\ d) wu stabilise & (automatique via a), b) si ey = £3) .
Son noyau est
u = (u,1,1,1) € Z°F

(40) Fuea, |t ) € &,

f € &, u = int(f)

128Ttou avec G’hp o -
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Corollaire. Soient
(41)  Zy = Centre: (Lo) , Zb = Zon& = {f e & | (int(f),1,1,1) € Z,,} ,

de sorte que LE) sidentifie a un sous-groupe central de Zg. Considérons ['application

Zy — SGh, = Z,, G

WD e ) = () 7 o ulf) = (ni(f),1,1,1) € Z,, € G,
€6t €2y,

Cette application est un homomorphisme de groupes, elle induit sur LE) C Zg I’homo-
morphisme canonique (28), et L C Z3 est Uimage inverse de ip, sa(L}) =
Ker(SoG”p,U — th). On trouve ainsi un homomorphisme injectif

(43) Zi/Ly < G

P07

dont l'image est le noyau de (38), i.e. on a une suite exacte canonique

_,17

(44) 1 — Lf — Zf — G, — G,
~~

C Aut(S+)xZ* X uxp

ol C?hpﬂ est formé des (u, i, 9, €3) satisfaisant les conditions (39).

Remarque. Cette proposition fait apprécier dans quelle mesure la construction faite
ici de GEM est plus fine que celle ou on le définissait simplement comme un groupe
d’automorphismes de & (avec méme au besoin des p, €, ¢’ par dessus le marché . ..).

[page 634]

On va considérer aussi ’homomorphisme (en fait effectivement moins fin que (38), méme
dans des cas pas du tout dégénérés tels que & = SL(2,Z))

G, — Aw(S") x pu  x p

(45)
u — (int()|&" , e3(w) , ex(u)

induit par (38), son image est formée des systémes (u, €3, £2) tels que

a) u(p) est Gi-conjugué a £3[7](p) ,
b) wu(o) est Gi-conjugué a &5[7](0) ,

)
(46)
c) u(Lf) est G-conjugué a Ly ,
\

d) u stabilise &% (automatique si €3 = &9, via a), b)) .
Son noyau est

u = (u,pu,1,1) € Z2°F
(a7) Fuea, |ttt es
f € & tel que u = int(f)



111

Pour apprécier la structure du noyau, soient

SNy = Normg+(Lo) ,

(48) .

SNE = SNoNG' = {fe&"|TpeZ tel que (int(f),p,1,1)€ Z,,},
et soit
(49) SNo = {(u, p) | u(z0) = e6} SNG = SNon (WG x 27)

C SN, x Z* ’
— donc on a
SNg =~ SN§ Z — L

(50) 0 0 si 0 est injectif (129) .

(u, ) — w n o+ &

On a un homomorphisme canonique injectif

SNy — SoGi, = Z,, 6&F

(51)
(fMIJ) — f_l'(int(f)aLl»l) = u'f_la

qui induit sur L5 ’homomorphisme canonique (28) (et qui prolonge (42)) — il est encore

vrai que 'image inverse de % LO,SG(LE)) est Lg C SN, et on trouve ainsi une suite exacte
canonique

(52) L L = SNy — Gy —= Gy — 1.
—~—

C Aut(ST)xuxp

olt G, est formé des (u, e, €3) satisfaisant (16) — i.e. on a

(52 bis) SNG/L ~ Ker(Gh —» Aut(&%) x i x p1) .
[page 635]

4°) Ny Noy Zyy Zoy N3y NE, Z2, ZE.

On pose

Ny = {a€Gpolalp) = p=, on e3 = e3(a)}
N, = {beG,,|blp) = p=, ol e = &(b)}.

(53)

NB Il n’y a pas lieu finalement de trainer des * en donnant une définition de N,, N, qui
donneraient des groupes plus gros. (Donc p. 580 je me suis autocanulé a ce sujet . ..)

On pose
Z, = Centrg, (p) = Centrg, (L,) = Ker(N, > p)

Z, = Centrg, (o) = Centr, ,(L,) = Ker(Af, )
129T¢6u pour SNG.

(54)
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(55) Sz, = Z,Nn6" = Ker(Z,—7T,,) = Centrg+(p) = Centre+(L,) (130)
SZ, = Z;,NGT = Ker(Zgng,g) = Centrg+ (o) = Centre+(L,) ’
d’ou
1 — 2, — N, % p— 1
(56) SR ().

€20

1 — ZO' — NO’ — /_L — 1
Le fait qu’on peut mettre des 1 au bout provient du fait que 7 € N, N N, satisfait
(57) 82(7'/) = 63(7'/) = X(T’) = —1.

On a un merveilleux diagramme (p. 580)

D,—+N,NG&

/ By AN N
S

(58> D7 = pz X / / Gp,a
Dy,—~ N,NG& N,
——
= MT/.SZF’
ou mieux
(59) D,

h(
Q

/ " j
/”LT/;» DT’ \6
) \SJ\/p( - N,
\ / - ]
SZU (| —|— Za v Gg,a
/ D, \ e B

L,

1300n définit de fagon idoine SN, SN, mais on a SN, = SZ,, SN, = SZ,.
131Guites exactes scindées par .+ — la deuxiéme aussi scindée par ji,.
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On définit :

(60) NiLONE, Z3, ZE, SZ%, SZE,

p P o

intersection de N,, N etc. avec &% . On a des suites exactes

50
1 — SZ8 — N} =5 7T,, — 1

(61) "
1 — SZ8 — NE 2y, 1,

et des homomorphismes de suites exactes

[page 636]
4 6h
1 —— SZ° N —s Ty p— 1
1 —— 52, N, =, 1
(62)
58
1 —— SZ: N e X,y 1
1 —— SZU Na’ i ’Yﬂp,a'—> ]-7
\
( Eh
1 A Nj —2ew 1
épi épi
1 T, Yoo g -1
(63) .
1 V4 NE 220y 1
épi épi
1 T, Yoo 1 1

(et diagrammes analogues sans ?).
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On a donc un diagramme

LE) ~ SZp,cr Zp,o
SZ8 S N
f I
SZﬂ h 7,
/ 53/; %
(64) 1 ﬁrp,a—> 1
1 - &t S -y — 1

(cf. p. 581, (45)), et diagramme analogue sans .

Je voudrais maintenant définir lanalogue des sous- groupes M(1/2), M'(=7), M"(=7),
/\/ " de p. 615 ff., ce qu1 implique qu’on ait un groupe C G” % o Jouant le role de M}, —T'idéal
seralt que ce SOIt G , lui-méme. Mais dans le cas umversel G = GL(2,2)", &% = 7,

dot Z,, = M'[0] = M(O) LT, Ly = LT, on trouve G, , ~ M,
G“pﬂ = sous-groupe de G,, = M engendré par &% = 7y et par Z,, = M(0) - LT
= M) = M, et non M(0) - my = My, .

L’ennui provient finalement du fait que c’est Z,, qui est trop gros ; on aimerait définir
dans Z,, un sous-groupe qui joue le role de M(0) - 7. Il n’y a pas de difficulté si on peut
définir dans Z,, un sous-groupe qui corresponde a M (0),

(65) Zpo(0) € Zpo
qui donne un scindage
(66) Zpo ~ Z,5(0) - L (semi-direct) ,

et on aura alors

(67) Goo ~ Z,,(0)-6",
————

(semi-direct)

[page 637]

et on poserait

def
G, = Z,,(0)- &
(68) C G, C G = Z,,(0)-6F

Zi, = G40 Zpe = Zy0(0) - (LyN &)

p,0
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Rappelons une fagon standard d’obtenir un scindage canonique de Z,, sur T,,, quand
on dispose d'un (p, o)-homomorphisme

(69) S — SL(2,Z) = SL(2,Z)/{£1},

commutant a ’action de 7, ce qui induit un homomorphisme

(70) Zpo — By = {(§1) |peZ xeZ}

grace a l’étude du §48, induisant

Ly — Ly={() | ez
(71) 0 fn {(01) | A€ Z}
e — (o1) -

Plus précisément, on a un diagramme de suites exactes

1 L} Zy s Yo 1
e
(72) I ( o
1 N/ . Bt g 1.

/
0
(o) (7))

Si ’homomorphisme (71) est un isomorphisme, alors tout scindage de la deuxieme suite
exacte en définit par image inverse un de la premiere. Mais dans les cas typiques qui nous
[intéressent], LE) (qui n’est pas assez petit pour donner ‘le bon’ Gi,g I) n’est pas assez
gros par contre pour donner un isomorphisme dans (71) ! Mais on peut aussi faire une
hypothése supplémentaire — savoir que l'image inverse par (70) du ‘tore’ section

(73) Ty = {(49) |pez} C By,
qui est un sous-groupe

Z,5(0) = {u€ Z,, |sonimage (§1) est dans Ty, i.e. A =0}
A

po

(74)

N

satisfaisant
(75) Zpo(0)N Ly = {1},

soit en fait un sous-groupe section ; i.e. que Z,,(0) C~ Y,, soit épimorphique, i.e.
isomorphique ; i.e. que I'on a bien

(76) Zyy = Z,0(0)- LY.

J’ai de bonnes raisons de penser que (des que (69) existe) cette condition est satisfaite
dans tous les cas vraiment utiles. Ce choix d'un

[page 638]

Z,+(0) ala bonne propriété d’ailleurs d’étre ‘fonctoriel’ dans un sens évident (cf. plus bas
les questions de fonctorialité), ce qui sera essentiel pour avoir un bon formalisme. Ceci
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nous permet donc de définir un sous-groupe (G%,)o C G4, par (68). Si sa définition
n’était ainsi un peu trop alambiquée, c’est [ce] groupe ‘plus fin’ qui serait meilleur, et
mériterait en fait la notation plus simple GEW.

Autre fagcon de procéder 7 On cherche en somme des restrictions adéquates dans la
définition de Z, ,, qui impliquent que LE) =LyNG,ie. que pour!l € Ly, on a

(int(1),1,1,1) € Z,4 — I € &%,

Mais dans le cas universel, avec &% = ,, prenant [ = Iy, son image dans &/&% = & /7 est
I’élément central non trivial de & /7, Pautomorphisme intérieur qu’il définit dans &* /g
(et méme dans &/m) est trivial — donc ce n’est pas par des propriétés de cette action
qu’on arrivera a l’exorciser !

Mais peut-étre est-il prématuré d’essayer déja de ‘découper’ nos groupes GE,,U, ./\/lfw ‘aussi
fin que possible’ — peut-étre y a-t-il encore des erreurs d’orientation assez grossieres, qui
se rectifieront par I’examen de cas particuliers. Donc je vais renoncer pour l'instant a con-
tinuer a investir de I’énergie aux découpages, et m’en tiendrai donc la dans ce sens, quitte
a y revenir par la suite et a raffiner les constructions présentes, qu’il faudra cependant

comparer a l'occasion a celles de §48, XI.
[page 639]
5°) SoM? 4y M2y SoTpos Dy v v

On posera comme dans p. 583

SOMp,cr = Zp,a XY,),U N,E XTp,o '/\/:E XTp,cf GP,U

(77)
S[)ME),O' = vao' XTp,a N/E XTp,a Nou' XTp,U Gup,o’
(78) MPvU = Nﬂu XTPVO '/\/‘Uu XTP»U G/’vU
ME)vU = Npu XTF”O' Noh' XTPVU th7o'
(79) SOFM = pr XTP,U N/E XTp,g ./\/:E

vao' = Ng XTp,o' Noh' )

d’ou [un] diagramme de suites exactes

1 ST SoM,;— Sl g — 1

PN TS TS

6+( ./\/lpﬁ_> Fp,a—’ 1 [132] ,

L L L
1 &" LL» SOMHPJL—» Sol% , L
N\

[GERS M T8 ]
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et des (homomorphismes de) suites exactes

=y
—~ =
1 — SZ,o XSNFx SNEX &% —= SMi, — YT, , — 1

o T

1 — 5Z,, xSNEx SNFx &7 — SyM,, — T,p — 1
———

[133]

=y

1 — SNIXSNIX G — Mi, — T,, — 1

"

1_>SN5XSN£X6_>M/),J_>T/)7O'_>]‘

(83) 1 — Ly x SN? x SNZ — STy — T, — 1
(84) 1 — SNIXSNE — Ty — Tpp — 1,
[et]
(85) SOMp,a = Mp,a XTp,o— Zp,a

S()./\/lhp#7 =~ M%g XY, o Zp,a
(86) Sol'po = Upo Xv,, Zpo
(87) SOM,D,U = Mp,o' XFP,J SOFp,O'

S()./\/lup’(7 ~ M;U pr’a S()Ppﬁ .

Remarque. Cette dégelée de groupes donne un peu le mal de mer. Je ne suis pas str que
les variantes Sy (So M, SpM?, SoI') soient tres utiles. Reste la comparaison [?] entre des
invariants avec ou sans , surtout donc M, , et MEW — dont la ‘différence’ est ‘la méme’
qu'entre G+ et G et entre G et G _: de facon précise, M po st invariant dans M

p,o ) p,0)
et G’“p’g dans G, ; on a des isomorphismes
(88) 61/6" = G0 /G, = My /M, .

Les groupes G, ,, M, , jouent par rapport a wa, Mi,a le role de fourre-tout, notamment
pour nous permettre de considérer les automorphismes p, o de G* M%U comme induits

P
par des automorphismes intérieurs de groupes

132 [Deux fois (79).]
133[(80) n’existe pas.]
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[page 640]
environnants G, 5, M, .

On a un élément

(89) T//\/l:(T;),T;,Té)

eNt ENE €6},

au dessus de 7'4 € T,,, d’ou des plongements canoniques

G MEW &' = image inverse dans M, , de {1,7¢} CT,,
(90) IA (
S —— M,, S = image inverse dans M, de {1,7r} C Y, ,

[plutét & image inverse dans /\/l”pja]. On peut reprendre le diagramme bordélique
de p. 584, avec des ? a la clef ...

Je vais voir si je peux me dispenser justement de redévelopper les liens avec ¥,,, SG, »
etc. — quitte a y revenir au besoin par la suite.

6°) Fonctorialités.

(131). Cf. p. 588. En plus de 'homomorphisme surjectif
(91) & =& (%),

on suppose que ¢ applique &° dans &’ 1. On désignera ici par 7, ,, M, , etc. les invariants
associés a &, [par] Z, , etc. ceux de &'. On a des conditions équivalentes comme dans
loc. cit. — ou on va laisser tomber la considération de ZSU ...— qui signifiaient que pour
tout

u = (u,p,e2,63) € Z,,

il existe un automorphisme v’ de &’ rendant commutatif
6+ 14 6/+

(92) ¢

St ¥ 6,+ ’

lequel w' sera unique. Il revient au méme de dire que les v € Aut(S™) qui proviennent de
Zyo, 1.€. qui normalisent Ly, et qui transforment p, o en des éléments Gf-conjugués a p,
o, stabilisent le noyau de ¢ (91). On trouve alors

[page 641]

(93) Zpo 5 Zyor

I34NB Jusqu'ici (dans 1°) & 5°)) on n’avait pas utilisé ’hypothése que p, o engendrent G7.
135]] vaut mieux [1e] noter &g — &, cf. p. 643 ff. ...
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compatible avec les actions de Z,,, Z, , sur &* resp. &' *. et avec les homomorphismes
Z D) Lu — 6+ Z f o D L/h —— G/Jr
PO = 0 ) p,0 = 0 )

d’ou par la construction standard un homomorphisme

e
(94) Gp,cr — Yo
induisant

b Pl b
(95) G, —+ Gp,ya, ,

d’ott un homomorphisme du diagramme (64) relatif a (o, p), dans le diagramme analogue
relatif & (o', '), avec ou sans ?. Il n’en faut pas plus pour que toutes les constructions et
diagrammes du numéro précédent, relatives a p, o, s’envoient dans celles relatives a o/, o’.

Remarque. Supposons que &', &’ " satisfassent & la condition suivante :

)
Pour tout couple d’éléments o/, 3’ € & i, tels que l'on ait

[*] o', p] = [#,0]e"! pour y € Z convenable

il existe un v’ € Aut(&'") tel que

(97) u'(p) = d(p), u'(o) = B'(0),
(96) < e
(98) o' ' e Centraw(p) F ' e Centrpy (o),

la relation des lacets [*x] s’exprimant en termes de u par la condition

(99) (L) = LY, i.e. v/ normalise &’ .

\

Alors tout (p, o)-homomorphisme (&, &%) — (&', &%) est nécessairement admissible.

Nous allons appliquer ceci au cas ou G est universel — mais pour pouvoir en dire tout ce
qu’on a envie, je vais d’abord parler des sous-groupes

[page 642]
7°) Les groupes M, ,[0], M, (p), M, (o).

Dans le groupe

(100) SOMHPJ == Zp,o‘ XTP,[, ./\/;E XTp,a N(E XTP,O’ GE},U

= (o= (0,0,b,U) € Zpy x NEx NEx G5 | 55(u) = 5,(a) = 6,(b) = 6a(U)} ,
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on introduit trois sous-groupes

SoM, +(0)
(101) SoM,.0(p) SoM:,, par [1a] condition U = i,(a)
SoMyq(0) S SeM:, par [1al condition U = i.(b)

N

SoM? . par [1a] condition U = iz(u)

N

en utilisant maintenant les trois homomorphismes canoniques

iz ¢ Zye v Gy
(102) i, + N, v G,,
ig . NO— . G/LO' .

Ces trois groupes sont manifestement tous trois isomorphes a Z,, X, N p” XY, , /\/:E =
Sol',» ; de facon précise, dans la suite exacte (52),

1 — 6" — SM,, — SoTpo — 1,

I’lhomomorphisme canonique Sy M,, , — SoI',, , induit des isomorphismes entre les groupes
(68) et SoI',, ; ces trois groupes sont donc des sous-groupes sections.

On définit M, ,[0], M, ,(p) (ou M, ,(1/2)) et M, (o) (ou M, ,(—7)) comme les images
de SoM,,»(0), SoM,,»(p) et Sy M, ,(o) par ’homomorphisme canonique SyM,, » — M, ,,
ce qui revient a poser

Mpﬂ[o] = {(a7b7 U) S ME},U | U S Z/Mf}
(103) M,o(p) = {(a,b,U)e M:, |U =a}
Myo(0) = {(a,b,U) e Mi_ | U =0} .

Donc les sous-groupes M, ,(p), M, (o) de MEM sont des groupes sections au dessus de
Ffw ~ /V;E XY, ., /\/'CE, donc

M~ M, (p)- &
(104) ne palp) (semi-directs) ,
th ~ M, (0)- St
et de méme
M, ~ M,, St
(105) & palb) (semi-directs) .
M, ~ M,,(0) &
D’autre part, on aura
1 L} M, (0] T,, 1
!
(106) SoM (0]

1 Ly —— ST, r,, 1,
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donc l'extension M, ,[0] de I, , par LE) s’identifie a I'extension SoI',, de I, , par Lg, ie.
a I'image inverse de l'extension Z,, de T,, par LE), via ’lhomomorphisme canonique

[page 643]

(107) Fp70' = '/\/’ph XTp,cr Noh' - Tpvg :

Donc la donnée d’une section de Z,, sur Y, (cf. a ce sujet p. 636 ff.) en définit une de
Sol'ps sur I'y,, donc de M, ,[0] sur I', ,. Quand une telle section est fixée, on dénote ce
groupe section par

M, (0) € M,
donc on aura
M,ol0] =~ M,(0)- L
(108) M, ~ M,,(0)- &
M, ~ M,,(0)-&

[plutdét M,, ~ M,,(0) - &*].
8°) Retour sur le cas universel, et ’lhomomorphisme M" —»./\/lfw/up.

Nous supposons maintenant que & correspond au cas universel GL(2, Z)", avec un &°
quelconque. On va noter le cas universel par un indice 0 : Sy, &7, &5 ete. (136), et &,
S ete. se noteront &, &7 etc.

Je pose

( 3\

a) u(p) est Gf-conjugué a e3[7](p)
)

o

107 Me = v e M u(o) est G-conjugué a ey[7](0) cM

c¢) u(gp) est G-conjugué a e}

d) wu stabilise M"

ou bien sur
po= x(u), g2 = e2(u) = e2(p) , 3 = es(u) = es(p) (%) .

Je dis que M est un sous-groupe de M. On peut le voir en reprenant les calculs de la p.
629 ff. Je préfere procéder ainsi.

[page 644]

On a vu qu’on a
(108) Zppay  M[0] = M(0) - Lg =~ MG[0] = Mg5(0) - Lg® ,

inclusion qui est une égalité si &3 = &7, et qui identifie Z,, & M'[0] = M(0) - LT si
Sf =7 ou = 0.

1360u Z,, 4, ete. ... On écrira &7 au lieu de & .
137[Saut dans la numérotation.]
I33SNB M! D p.
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[ (139) En fait, si 6% C m, alors on trouve

a) u(p) = alp) avec a € &L

(109) Zpy = qu= 1wy -_I b) wu(c) = B(o) avec B € &1

~ =
L7\'
€MO %o ¢) wu stabilise &

et on note que «a, @ dans a), b) sont déterminés par u = wugl de fagon unique, méme
si on suppose seulement u € M'[0] sans plus, et qu’on exige a, 8 € my,. On sait que
’est un sous-groupe de Aut(SF) x Z* X p x pu — et en fait, de Aut(S7) (prop. p. 629).
Comme ce groupe opére sur & via M3, et méme via M3[0], il s’envoie dans Mg 3[0]
par un homomorphisme de groupes, donc dans M'[0] ~ MG 3[0] par un homomorphisme

de groupes. ]

Considérons le systeme

(110) (63, Zows L3 e Zy o) Zon s — Aut(So), L 63)
(cf. ‘digression’ plus bas, 9°)), qui donne naissance a

(110") G o0 5 Ss C Gpyoo s Zpyoo > Gpoop s

et considérons le systeme analogue a (110)

(111) Sy, M0 , LY Cu M[0], M[0] — Aut(S&y), Ly &F | ,
~—~—~ ~—

= M(0)-L7 (engendré par )
qui donne naissance (loc. cit. (9°)) a la situation
(111) (M, S C M, M[0] c &) .

Or grace a (108), on a un homomorphisme de (110g dans (111), correspondant a l'identité
sur &4, (108) sur Z,, ,, l'inclusion canonique Lj C—~ L§. Il en résulte un homomor-
phisme de (110") dans (111’), en particulier un homomorphisme canonique de suites ex-
actes

[page 645]

1

Sy —— Gppoo— Tppoo— 1

£0,00

(112)

1

S¢ M ry 1,

ot Y, ., — I'q estaussiinduit par (108), et s’identifie a
~—— ~—~
~ Zpg.og/Ly =~ M[0]/LS

(113) Zpo.oo/ Lg —+ M0}/ L5 .

139Cette explicitation ne semble servir & rien.
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Par définition méme de L} comme étant essentiellement Z po.00 NS¢, on voit que (113) est
injectif, donc G, 5, — M est toujours injectif (c’est un isomorphisme si Sl Dm...).
On déduit par composition de (112) un homomorphisme de suites exactes

1 &) —— Gy Tppor— 1
(114)
1 Sy M Ty 1.

On voit alors immédiatement que 1'image de thwo dans M n’est autre que M* (107).
On a donc

NG p,o
(115) défini dans (107) (140) |
TPo,Cfo C ]-_‘(NQ

ce qui montre en méme temps dans la foulée que M? est bien un sous-groupe de M.

On a maintenant

b def i i
(117) MPO,UO - Npo XTPO»UO NUO ><TPoﬂo GPOJO )
——
~ Mb
ou
d e > M, donc

N3 = {ue MAu(p) = p}

po
Ni o~ {ue M| u(o) =02}

o0

et finalement on a

(118) P20

Moo = N (p) Xpg Nee(0) g MP,
o Th = Ty = 7T

pooo & T'q , explicité dans (116) ,

d’ou une suite exacte

= LyxXLs
———
(119) 1 — SZyx 8Zyy — M, — MP — 1,

ou le noyau SZ,, x SZ,, est un groupe tout petit, savoir

HMONB On a

(116) Tooro = Tl = {uera

le relevement ugy de u en ug € M(0)
satisfait les conditions a) b) d) de (107)

(noté\z aussi Yo = FFJ, si Tg dénote I'g) (*1).
1A vérifier.
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[page 646]

(120) Ker(M: o M3 ~ SZ, x SZy, ~ L, x Ly ~ Z/6Z x Z/AZ .

£0,00

Nous allons améliorer encore la situation en découpant dans M”pwo un groupe encore plus
petit, qui soit une extension de M? par p.

Notons que
(121) My oy = Ny xps NE e GB L CONG X N Xy M
b
=M

ou Iy def I'g, et ot ce dernier produit fibré n’est autre que la quantité ./\/l,()uol,)(70 qui corre-

spondrait au cas de &% = &7 tout entier (noté M, , ala page 626 et suivantes). Dans ce
groupe on a défini le sous-groupe, qui était noté ME)’U a la page 626, et que je vais plutot

. ? , .
noter maintenant M, ., défini comme

(122) M’ = N X, Zyo Xr, M [142]

olu, on rapelle,

N,y = Normp(L,,) , N, = Normpy(L,,) ,
Z, = Centrpy(Ly,) = Centra(og) ,

12 (ol = S ,
Ny = Z -t © Ny ou Z, = Z,NM,
NI =Z, n My (= N;yNMy) C N,

\

de sorte qu’on a bien
M? - Npo XTo NGO XTg M (143) :
Ceci rappelé, on va poser

(124) M3 = ME AM' C M

£0,00 £0,00 £0,00

(intersection dans N,y xr, Ny, X, M),

et considérer ’homomorphisme induit par (119),

MET M

L0500
(125) 1 1
M— M.

!

142 [p1utot Ngo comme premier facteur ? Z

dans ce qui suit.]
143Indépendant du choix d'un &P,

,0 comme deuxiéme 7?7 - Questions similaires
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[page 647]

On a vu (p. 626, (55)) que M’ — M fait de M” une extension de M de noyau u,. Donc
le noyau de MZO’JO — M est égal & p, N M;O’UO, or il est clair que 'on a i, C M?

p0,007
cf. (114), donc p, ME)ZVUO. On trouve donc un homomorphisme de suites exactes

€ Mpy.09
1 - [ MZWO—» ME
(126) ( (
1 [y M? M 1,
et il reste a voir si ’homomorphisme
(%) M o — M

est un épimorphisme, et sinon, caractériser son image. Notons que la définition (124)

donne aussi, compte tenu des expressions (118) pour M4 et (122) pour M’

£0,00 PO

(127) M~ NE Xrg ZE Xrg M° (144
ol on a posé

7 _ ? _ ?
(128) NFEO o NPO N N’PhO o NPO N Mh
Zo = Z o NNE = Zb gn M,

et 'homomorphisme (*) n’est autre que la troisieme projection du produit fibré. Donc
I'image de (*) n’est autre que I'image inverse, dans M*, par M* — Yy = T, ,, de I'image
de

(%) /\/;EO? Xrg Nch!O — FE) (s To).

Il reste donc a montrer que cet homomorphisme est surjectif, ou encore que les homomor-
phismes

N/EO? - Fu
! ]
N, 000 T F0

sont surjectifs (le premier sera alors une extension de Fg par fi,, le deuxieme un isomor-

phisme). Soit donc u € Fg, provenant de u € M ~ wa, satisfaisant donc aux conditions

a), b), ¢), d) de (107). On voit donc qu’il existe y € &4 C M tel que B ug € N (op).

Ici j’ai arrété les vérifications, pensant y revenir dans les jours suivants ; il s’avere que
ce n’est pas urgent — il importait plutot de développer le cas particulier ‘tour de Fermat’
pour préciser les idées du formalisme général des M, ...

T, = Im(M?) C Iy
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[page 648]

9°) Digression de formalisme des groupes.

@ Soient

(1) G, G C @, N D a, d'ott SN =¢p 1(8) C N
la situation d’un groupe G, sous-groupe invariant &, et sous-groupe N tels que
2) PLGI6, ie N/SN =- G/6.

On va reconstituer cette situation a partir de la suivante :

2) &, N, SN CN, N Au(8), SN 2=, g 45

ou &, N sont des groupes, SN un sous-groupe distingué de N'; N'— Aut(&) un homo-
morphisme de groupes, i.e. une action de N sur &, enfin SN'— & un homomorphisme
de groupes. On suppose que

a) Daction de SN sur & induite par celle de &, soit aussi celle déduite de
(3) SN — &, via l'opération adjointe de &, et

b) SN — & est compatible avec [1’]action de N.

Il est clair comment (1) définit (2), montrons comment un systeéme (2) permet de recon-
stituer un systeme (1). On part donc de (2), on pose

(4) SoG = N -6 (semi-direct) ,

on définit un homomorphisme

N LS
5) S. . S5G (146) |

o () = ()

145 [peux fois (2).]
HM6NB On a, par hypothese (a), pour u € SN, z € &
(%) u(z) = uru”l = pu)zp(u),
dans SoG =N - &

1

donc si ¢ = p(u), on a u(x) = uzu™" =z, i.e. ¢ = p(u) et u commutent.
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On n’a pas encore utilisé le fait que [SAN] soit distingué dans N, et 'hypothese (b) ; ceci
implique que I'image de (4) est distinguée dans SyG, car on a, sia € N, u € SN,

a(u- o) Ha™t = aua™ -ap(uHa

—_——
€ SN

=p(au—ta"t)

i.e. 'homomorphisme (5) commute aux actions de A sur SN et sur SoG 2 N, donc
I'image de SN est normalisée par N C SpG. Il faut encore vérifier qu’elle est normalisée

également par &, mais on a mieux : 'image de SN -1+ SoG commute A G, ie.
[page 649]

pour tout u € SN, up(u)~! induit Popération triviale sur & — ce qui est en effet trivial
par (3 a).

On peut donc poser
(6) G ¥ S,G/i(SN)

on trouve alors un diagramme commutatif

N
SN

(7) SN G
e
S

9

on voit que I'image de & dans GG est un sous-groupe invariant, et que l'on a un isomor-
phisme aur les quotients

(8) N/SN = G/&,
ce qui implique que I'on a aussi un isomorphisme
(9) Ker(SN 25 &) =+ Ker(W 2% @),
donc
on : N — G estun plongement

(10) i

osny : SN — & est un plongement .

On trouve ainsi des équivalences de catégories inverses I'une de 'autre, entre la catégorie
des situations (1), et celle des situations (2).

@ Considérons maintenant une situation

(11) G7 S g G7 (SDZ-/\/’@_>G)161
d'ott des SN; = ¢; (&),

avec la condition

(12) Vie I, oi Ny — G/6 =T épimorphique ,
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peut-on la reconstituer a partir de
(13) S, (-/Vz', SNi ., @i, 0i ier

ou pour tout i € I, (N;, SN;, ¢;,6;) satisfait les conditions (3 a, b) — ou bien stur pour
tout ¢ €

(14) 0; : N; — Aut(6), o; + SN; — &.

Il est tentant de reconstituer G' & I'aide de & et des N, comme une sorte de ‘somme
amalgamée’ relative a

N;
plongemery '
SN; G .

«
o

S

[page 650]

Mais il est plus raisonnable de dire que pour tout 4, on reconstitue via (N;, SN;, ;, 6;) la
situation (pour i fixé)

-/\/’Z';'

(15) L

S-/\/z—’67

et qu’on reconstitue (11) lui-méme en se donnant un systéme transitif d’isomorphismes
entre les G; (i € 1), induisant ['identité sur &. Une telle donnée implique en premier lieu
la donnée d’un systeme transitif d’isomorphismes entre les

(16) T, NS,

— qu’on identifiera donc a un méme groupe

(17) T, groupe quotient commun des N; (par les SN;) .
Identifions maintenant G;/& ~ T; a T,

(18) Gi/6 ~ T,

et formons le produit fibré

(19) ¢6=1]] gi> & (147y .

icl v

La donnée d’un systeme transitif d’isomorphismes entre les (;, induisant l'identité sur
les sous-groupes &, et compatible avec le systeme transitif d’isomorphismes déja envisagé

147G est extension de T par &1,
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entre les T; = N;/SN; ~ G;/S, équivaut alors a la donnée d’un sous-groupe G de G,
satisfaisant les conditions

a) G NG&! = diagonale §(&) de &' |
(20)

b) L’homomorphisme G — T est épimorphique .

En d’autres termes, on a construit a I’aide de (13) et des syemes transitifs d’isomorphismes
entre les T;, une extension G de leur ‘valeur commune’ T par &' — et la structure
supplémentaire () est la ‘restriction’ de cette extension en une extension de YT par le
sous-groupe diagonal de &7,



