EXPOSE XV

COMPLEMENTS SUR LES SOUS-TORES D’UN
PRESCHEMA EN GROUPES. APPLICATION AUX
GROUPES LISSES.

par M. RAYNAUD (*)

0. Introduction

Cet exposé complete et reprend partiellement les exposés XI et XII ; la connaissance
des exposés XIII et XIV n’est pas indispensable. Poursuivant l'effort entrepris dans
XII, nous travaillerons sur des S-préschémas en groupes non nécessairement affines et
non nécessairement séparés sur S.

Les paragraphes 1, 2, 3, 4 sont consacrés a I’étude des sous-tores d’'un préschéma
en groupes. On obtient des théoréemes de relevement infinitésimal (§2) et global (§4),
o un role essentiel est joué par les points d’ordre fini (§1).

Les paragraphes 5, 6 et 7 sont indépendants des paragraphes précédents. La consi-
dération des voisinages infinitésimaux conduit & la représentabilité du foncteur des
sous-groupes lisses égaux & leur normalisateur connexe (§5). Aux §§6 et 7, on s’inté-
resse plus spécialement aux sous-groupes de Cartan.

Enfin, on donne au §8 une condition nécessaire et suffisante pour que le foncteur
des sous-tores d’un groupe lisse, ou celui des tores maximaux, soit représentable.

1. Relevement des sous-groupes finis

1. Sous-groupes de type multiplicatif finis, lisses et centraux

Proposition 1.1. — Soient S un schéma affine, So un sous-schéma fermé de S défini
par un idéal de carré nul, G un S-préschéma en groupes, Hy un sous-schéma en
groupes de Go = G Xg S, qui soit lisse sur Sy, de type fini, et de type multiplicatif.
Alors, pour qu’il existe un sous-schéma en groupes de G, de type multiplicatif, qui

(Oversion xy du 1/12/08

(*) Cet exposé et les deux suivants (Exp. XVI et XVII) ne correspondent pas & des exposés oraux du
séminaire. Ils développent, avec quelques compléments, la substance de notes manuscrites (succintes)
de A. Grothendieck, écrites en 1964, a ’occasion du présent séminaire.
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234 EXPOSE XV. COMPLEMENTS SUR LES SOUS-TORES

reléve Hy, il faut et il suffit qu’il existe un sous-schéma H' de G, plat sur S, qui reléve
Ho.

La nécessité de la condition est bien claire, prouvons la suffisance. Le groupe de
type multiplicatif Hy est quasi-isotrivial (X 4.5); d’apres Exp. X 2.1, il existe un
S-groupe de type multiplicatif H et un Sp-isomorphisme de groupes :

UoZHXSOLHo.
S

Comme H’ est plat sur S et H' xg Sy de présentation finie sur Sy (Exp. IX 2.1 b)),
H’ est de présentation finie sur S; par ailleurs, ses fibres sont lisses, donc H' est lisse
sur S (EGA IV 17.5.1). Le schéma S étant affine, ug se reléeve donc en un S-morphisme
de préschémas :

u:H— H.

Il résulte alors de Exp. III 2.1 et de Exp. IX 3.1 que le morphisme composé vg :

H xg, S — Hy — Gy se releve aussi en un S-morphisme de groupes :

v:H— G.

Comme vy est une immersion, il en est de méme de v. L’image de H par v est donc
un sous-schéma en groupes de G, de type multiplicatif, qui releve Hy.

Proposition 1.2. — Soient S un préschéma, So un sous-préschéma de S défini par un
faisceau d’idéauz localement nilpotent, G un S-préschéma en groupes, plat et de pré-
sentation finie sur S et Hy un sous-schéma en groupes de Go = G Xg S qui est lisse,
fini sur Sy, de type multiplicatif et central. Alors il existe un unique sous-schéma en
groupes H de G, de type multiplicatif, qui reléve Hy. De plus H est central. (Voir XVII
App. 111, 1).

Proposition 1.2. bis. — Soient S, G, Sg, Go comme ci-dessus, H un S-schéma en
groupes, de type multiplicatif, lisse et fini sur S et ug : Hy = HxgSy — Go un
homomorphisme central. Alors u se reléve de maniére unique en un homomorphisme
u: H — G. De plus u est central.

L’existence du relevement u dans 1.2 bis se déduit facilement de 1.2 par la consi-
dération du graphe de ug. Le relevement u est unique et central d’apres Exp. IX 3.4
et Exp. IX 5.1.

Démonstration de 1.2. L’unicité de H et le fait que H soit central résultent de Exp.
IX 5.6 b) et de Exp. IX 3.4 bis. Compte tenu de l'unicité, pour prouver l'existence
de H, on peut supposer S affine et Sy défini par un idéal de carré nul et il nous suffit
(1.1) de trouver un sous-schéma de G, plat sur S, qui reléeve Hy.

Comme Hy est lisse et fini sur Sg, on peut supposer, quitte a restreindre S, qu’il
existe un entier n > 0, inversible sur S, tel que Hy = ,Hy. Considérons le morphisme
d’élévation a la puissance n'*™°¢ dans G :

u: G — G, x— z".
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Notons encore ,,G le « noyau de u », c.-a-d. I'image réciproque par u de la section
unité de G (N.B. u n’est pas en général un morphisme de groupes). Admettons un
instant le lemme suivant :

Lemme 1.3. — Soient k un corps, G un schéma en groupes localement de type fini
sur k, n un entier premier & la caractéristique de k, u le morphisme d’élévation a
la puissance n*™¢ dans G. Alors u est étale en tout point x de G qui appartient au
centre de G.

Comme G est plat et de présentation finie sur S, il résulte du lemme précédent et
de EGA TV 17.8.2 que si z est un point de G se projetant en s dans S et qui appartient
au centre de Gy, le morphisme w est étale en x. Si de plus x est un point de ,,G, ,G
est donc étale sur S en x. Par hypothese, le groupe Hy est central et contenu dans
nGo, il est donc en fait contenu dans le plus grand ouvert V de ,,G qui est étale sur
S. Comme Hy et VxgSp = Vi sont étales sur Sp, Hg est un ouvert de Vo (EGA
IV 17.8.7 et 17.9.1). Mais alors, le sous-préschéma ouvert de V qui a méme espace
sous-jacent que Hy est un sous-schéma de G, plat sur S, qui releve Hy.

Il nous reste a démontrer le lemme 1.3. Pour cela notons que le plus grand ouvert
de G sur lequel u est étale est invariant par extension du corps de base (EGA IV
17.8.2) ; ceci nous permet de nous ramener au cas ou x est rationnel sur k. Notons ¢,
la translation par x, qui est un k-automorphisme du schéma G. Comme z est dans le
centre de G, on a le diagramme commutatif :

Il suffit donc de montrer que u est étale a 'origine, mais cela a été vu dans VII 8.4.

2. Relévement global des groupes finis

Lemme 1.4. — Soient A un anneau local, séparé et complet pour la topologie définie
par son idéal maximal m, S = Spec(A), S,, = Spec(A/m™). Alors pour tout préschéma
X (resp. pour tout S-préschéma X), Uapplication canonique :

(x) Hom(S, X) — lim Hom(S,,, X)

(resp.

(xx) I'X/S) — limI'(X,,/S,), ou X, =Xx8§,)
A S

n

est bijective.

(xx) est une conséquence facile de (x). Démontrons (x).

Soit u, : S, — X (n € N), un systéme cohérent de morphismes. L’image y du
point fermé de S,, est donc indépendante de n et u,, se factorise a travers Spec &,. Les
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morphismes u,, définissent par passage a la limite projective un morphisme d’anneaux :

u: 0y — lim(A/m") = A.
n

Ceci montre que (x) est surjective; elle est injective dés que A est séparé pour la
topologie m-adique.

Corollaire 1.5. — Soient A un anneau local noethérien complet, m son idéal mazximal,
S = Spec(A), S,, = Spec(A/m™), X un schéma fini sur S et Y un S-préschéma. Alors
Uapplication canonique :

Homg(X,Y) — lim Homs,, (X, Yr)
n

(o X,, = X xg S, et de mémeY,, =---) est bijective.

En effet, il résulte de EGA II 6.2.5 que X est une somme finie de S-schémas locaux
finis sur S. Ceci nous ramene au cas ou X lui-méme est le spectre d’un anneau local
noethérien complet. Mais Homg(X,Y) = I'(Z/X) ot Z est le X-préschéma Y xg X et
on applique la proposition précédente.

Proposition 1.6. — Soient A, S, S,, comme ci-dessus et soient G et M deux S-
préschémas en groupes, M étant fini sur S. Alors :

a) L’application canonique :
Homg g (M, G) — lim Homs,, g (Mp, Gy,)
n
est bijective.
b) Si M est de type multiplicatif et si G est lisse sur S Uapplication canonique :
¢ : Homg_¢; (M, G) — Homg, (Mo, Go)
est surjective. De plus, si p(u) = o(u’) = ug, alors u et v’ sont conjugués par un
élément de G(S) se réduisant suivant I’élément unité de G(So).

c) Si M est de type multiplicatif et lisse sur S, si G est plat de type fini sur S, et
st ug : Mg — Gg est un homomorphisme central, ug se reléve de maniére unique en
un homomorphisme

u:M— G.

De plus u est central si G est a fibres connexes.

Démonstration. a) Résulte de 1.5, du fait que M xg M est fini sur S et de la caractérisa-
tion des morphismes de groupes comme étant ceux rendant commutatif le diagramme
bien connu :

MxsM——" 5 G xgG

| |

M——* oG
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b) D’apres Exp IX 3.6, on peut construire un systéme cohérent d’homomorphismes
Uy, : M,, — G, qui relevent un homomorphisme ug : My — Gg. D’ou la premiere
assertion de b), compte tenu de a).

Si maintenant u et u’ sont deux relevements de wug, alors u,, et u, sont conjugués
par un élément g, de G(S,,) qui releve 'élément unité de G(Sp) (Exp. IX 3.6) ; loc. cit.
implique aussi que ’on peut choisir les g, de fagon cohérente, donc (1.4) provenant
d’une section g de G(S). Les morphismes u et int(g)u’ coincident alors modulo m”
pour tout n, donc coincident (1.5).

c) L’existence et 'unicité de u résultent de a) et de 1.2 bis. Si G est a fibres
connexes, u est central d’apres Exp. IX 5.6 a).

2. Reléevement infinitésimal des sous-tores

1. Enoncé du théoréme

Nous allons donner un théoreme de relevement infinitésimal des sous-tores d’un
préschéma en groupes qui ne fait pas appel a des hypotheses de lissité (contrairement
a Exp. IX 3.6 bis) et qui par ailleurs répond a une question tres naturelle(?) : suffit-il
de pouvoir relever « suffisamment » de points d’ordre fini d’un sous-tore Ty, pour étre
assuré de pouvoir relever Ty (infinitésimalement bien stir) ?

Théoréme 2.1. — Soient S un schéma affine noethérien, Sy un sous-schéma fermé
de S défini par un idéal J de carré nul, G un S-préschéma en groupes de type fini,
Go = G xsSp, Ty un sous-tore de Gg, q un entier > 0 inversible sur S. Supposons
que pour tout entier n égal a une puissance de q, il existe un sous-schéma M, de
G, plat sur S, tel que M, xgSg = ,To. Alors il existe un sous-tore T de G tel que
T Xg SO = To.

Le théoreme 2.1 nous sera utile par les deux corollaires suivants :

Corollaire 2.2. — Soient S un préschéma localement noethérien, Sg un sous-présché-
ma fermé de S défini par un faisceau d’idéauz localement nilpotent, G un S-préschéma
en groupes de type fini, Ty un sous-tore de Gy = G xgS¢, ¢ un entier > 0 inversible
sur S ; enfin, l'entier n parcourant les puissances de q, soit (M,,) un systéme cohérent
de S-sous-schémas en groupes de G, de type multiplicatif, qui reléve les ,To (N. B. Le
systéme de sous-groupes de type multiplicatif (M,,) est dit cohérent si M,,, = ,,,(M,,)
lorsque Uentier m divise n.) Alors il existe un et un seul sous-tore T de G tel que
T xgSg =Ty et , T =M, pour tout n.

Corollaire 2.3. — Soient G un S-préschéma en groupes, plat et de présentation finie
sur S, So un sous-préschéma fermé de S défini par un faisceau d’idéaux de type fini
et localement nilpotent, To un tore central de Go = G xgSq. Alors il existe un et un
seul sous-tore T de G, qui reléve Ty. De plus T est central.

(UN.D.E. : L’idée d’approximer un tore par ses sous-groupes finis apparait dans la preuve de Gro-
thendieck sur la connexité des centralisateurs de tores, voir §4.6 de BIBLE.
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Remarque 2.4. — Nous laissons au lecteur le soin de formuler I’analogue des énoncés
2.1, 2.2, 2.3, ou au lieu de relever un sous-tore de G, on se donne un tore T sur S et
on se propose de relever un morphisme

Up - TQ — GO
(on se rameéne aux cas précédents par la considération du graphe de uyg).

Montrons comment on déduit les corollaires 2.2 et 2.3 de 2.1.

Démonstration du corollaire 2.2.

L’unicité de T résulte de Exp. IX 4.8 b) et de Exp. IX 4.10. Pour prouver ’existence
de T, on peut donc se ramener au cas ou S est affine, donc noethérien, et au cas ou
So est défini par un idéal de carré nul.

Lemme 2.5. — Soient G un S-préschéma en groupes, de présentation finie, et H un
sous-schéma en groupes de G, de type multiplicatif, lisse sur S. Alors Centrq (H) est
représentable par un sous-préschéma en groupes de G, de présentation finie.

Le lemme résulte de Exp. VIII 6.5 e), sans hypothese de lissité sur H, lorsque G
est séparé sur S. Dans le cas présent, on remarque que 'assertion a démontrer est
locale pour la topologie fpqc, ce qui nous permet de supposer H diagonalisable, donc
de la forme Dg(M). On peut aussi supposer S affine, puis S noethérien grace & EGA
IV 8. Comme H est lisse sur S et de type fini, I'ordre ¢ du sous-groupe de torsion
de M est inversible sur S (Exp VIII 2.1 e)). Il est alors immédiat (cf. Exp. IX 4.10)
que les sous-groupes ,H, ou n parcourt les puissances de ¢, sont schématiquement
denses dans H (Exp. IX 4.1). Mais ,,H est un revétement complétement décomposé
de S (c’est-a-dire est isomorphe & une somme directe finie de copies de S), donc
Centrg (,H) = Z,, est représentable par 'intersection des centralisateurs dans G des
sections de ,H au-dessus de S. Il suffit alors d’appliquer le lemme :

Lemme 2.5. bis. — Soient S un préschéma noethérien, G un S-préschéma en groupes
de type fini, H un sous-groupe de type multiplicatif de G, H; une famille filtrante crois-
sante de sous-groupes de type multiplicatif de G, et supposons que Z; = Centrq (H;)
soit représentable par un sous-préschéma en groupes de G. Alors la famille des
Z; est stationnaire. Si de plus les H; sont schématiquement denses dans H, on a
Z; = Centr (H) pour i assez grand.

Pour voir que la famille des Z; est stationnaire, il suffit de montrer que la famille
des ensembles sous-jacents ens(Z;) est stationnaire. En effet, la valeur stationnaire
sera une partie fermée d’un ouvert U de G, et quitte a remplacer G par U, on est
ramené a étudier une famille filtrante décroissante de sous-préschémas fermés d’un
préschéma noethérien. Un argument facile de constructibilité nous ramene au cas ou
S est integre. Nous devons alors montrer que la famille des ens(Z;) est stationnaire
au-dessus d’un ouvert non vide de S. Or la fibre générique de G est séparée (Exp. VI
0.3), donc, quitte a restreindre S, on peut supposer G séparé sur S (EGA IV 8). Mais
alors Z; est fermé dans G (Exp. VIII 6.5 e)).
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Pour établir la derniére assertion du lemme, notons Z la valeur stationnaire de
la famille Z;. 11 est clair que Centr (H) est un sous-foncteur de Z; montrons que Z
centralise H. Or soit E le sous-préschéma de H xg Z noyau du couple de morphismes :

H X Z=G
(h,c) — ¢
(h,c) — hch™.

Le préschéma E majore H; xg Z pour tout i. D’autre part les H; sont plats sur S, donc
(EGA IV 11.10.9) pour tout point s de S, les (H;), sont schématiquement denses dans
H, et les H; xg Z sont schématiquement denses dans H xgZ. Comme G, est séparé,
E; est fermé dans (H x;Z)s et par suite lui est égal. Mais alors E est fermé dans
H xgZ, donc est égal a H xgZ. C’est dire que Z centralise H.

Revenons & la démonstration de 2.2. D’aprés 2.5, Z,, = Centr(M,,) est représen-
table et d’apres 2.5 bis, la famille décroissante des sous-préschémas Z,, est stationnaire,
soit Z la valeur stationnaire. Le groupe Z majore Ty et les M,,. Quitte a remplacer G
par Z, on peut donc supposer les M,, centraux.

Nous sommes alors dans les conditions d’application du théoreme 2.1 et il existe un
sous-tore T de G, relevant T. Les groupes ,, T et M,, sont alors deux relevements de
nTo, donc sont conjugués (Exp. IX 3.2 bis) et par suite coincident, M,, étant central.
Le tore T répond a la question.

Démonstration du corollaire 2.3.

L’unicité de T résulte de Exp. IX 5.1 bis et le fait que T soit central résulte de
IX 5.6 b). Cette remarque permet de nous ramener par le procédé habituel, au cas
ou S est affine, (donc Sy défini par un idéal nilpotent de type fini) puis au cas ot S
est noethérien. En restreignant au besoin S, on peut supposer qu’il existe un entier ¢
inversible sur S. Le corollaire 2.3 est alors conséquence de 2.2 et de 1.2.

Remarque 2.6. — On montre facilement que le corollaire 2.3 reste vrai si I’on remplace
le tore Ty par un sous-groupe de type multiplicatif lisse et central de Gg.

2. Démonstration de 2.1

a) Réduction au cas ot Tg = Gy, 5,

Grace a 1.1, on peut supposer que M, est un sous-groupe de type multiplicatif.
Utilisant Exp. IX 3.2 bis, on peut supposer que la famille des M,, est cohérente (2.2).
Le centralisateur Z,, de M,, dans G est représentable (2.5) et la famille filtrante des
Z, est stationnaire (2.5 bis). Quitte & remplacer G par Z, pour n assez grand, on
peut donc supposer Tg et les M,, centraux. L’unicité du relevement de Ty est alors
assurée (Exp. IX 5.1 bis).

Procédant comme dans la démonstration de 1.1, on peut supposer qu’il existe un
S-tore T et un Sg-isomorphisme :

’U/()ZTXSOL)TO
S
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et il est équivalent de relever ug ou de relever Ty. Vu l'unicité, il suffit de prouver
lexistence d’un relévement de ug aprés avoir fait une extension S’ — S fidelement
plate affine de type fini (descente fpqc), ce qui nous permet de supposer T = G,
(Exp. X 4.5). Si la restriction de ug & chaque facteur G se reléve en un S-morphisme,
nécessairement central, on en déduit immédiatement un relevement de ug. Bref, on
peut supposer Ty = Gy, 5, -

b) Définition de l'obstruction & l'existence d’un relevement de Ty.

Pour prouver 2.1, il suffit d’apres 1.1 de trouver un sous-schéma de G, plat sur S,
qui releve Ty. Nous allons voir que I'on peut définir obstruction a ’existence d’un
tel relevement comme un élément dun certain Ext'( , ) de faisceaux de modules.

Soit U un ouvert de G tel que T soit fermé dans U et notons encore U (resp. Up) le
sous-schéma ouvert de G (resp. Gg) ayant U pour espace sous-jacent. Le faisceau O,
considéré comme faisceau sur U, est donc un quotient de Oy,. Soit h I’épimorphisme
canonique :

h: Oy, — Or,.
Lemme 2.7. — L’application canonique :
h = idy ®h : J®so ﬁUg — J®So ﬁTo

se factorise (évidemment de maniére unique) en i o jy ot ju est [’épimorphisme
Canonique :
J ®So ﬁU(} — JﬁU ~ JﬁUO.

On doit montrer que A'(K) = 0, ot K est le noyau de jy. Or pour tout entier n
égal & une puissance de ¢, on a un épimorphisme :

hn : ﬁTo — ﬁnTO
et comme , Ty se releve en un schéma M,, plat sur S, le morphisme canonique :
jn : J ®So ﬁnTo I JﬁMn
est un isomorphisme.

Le diagramme commutatif ci-dessous :

K —J ®s, Oy, ——> JOy C Oy

. /
J X3, ﬁTo

’
h7L

I ®s, 0,1 ——> 10w, C Oy,

prouve que h'(K) est contenu dans Kerh! pour tout n donc est contenu dans
N, Ker k), et il suffit de montrer que ce dernier est nul. Or le faisceau Or, est égal
au faisceau Os,[Z], algeébre du groupe Z & coefficients dans O, tandis que &, 1, est
lalgebre quotient : Os,[Z/nZ).
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Soit a = ZmGZ ap, ®m un élément de J ®g, O, . Les a,, sont donc des sections de
J presque toutes nulles. Prenons n assez grand pour que les indices m pour lesquels
am est non nul, aient des images distinctes dans Z/nZ. Alors si a € Kerh!,, on a
nécessairement a = 0. Ceci prouve que (), Ker b}, = 0, et démontre 2.7.

Soit alors Ky le noyau de h; considérons le diagramme suivant :

0
JﬁU KO
lz
0 10y, O O, 0
ll h
J ®s, Or, Or,
0

Le faisceau Oy définit un élément ® du groupe Exth(ﬁUo, JOy,). Soit ¥ I’élément
de Exty, (Ko, J ®s, Or,) déduit de ® par bifonctorialité de Ext'( , ) grce aux mor-
phismes : Ko — Oy, et i : JOy, — J ®s, O7,. Il résulte de Exp. III 4.1 et du critere
de platitude infinitésimal (confer. Exp. III 4.3) qu’il existe un sous-schéma de U, plat
sur S, qui releve Ty, si et seulement si W est nul.

Mais notons que Ty est affine, il suffit donc (Exp. IIT 4.5 et 4.6) de montrer qu’il
existe localement sur U, un sous-schéma plat sur S qui releve Ty. Bref, il suffit de
montrer que 'image de ¥ dans le faisceau :

& = Euty, (Ko, J ®s, Or,)
est nulle. Nous noterons encore ¥ cet élément de I'(U, &).

c) Réduction au cas S local artinien, & corps résiduel algébriquement clos.

Comme Ky et J®g, O, sont des faisceaux cohérents, il en est de méme du faisceau
&, de plus & a son support dans T puisqu’il en est ainsi de J ®g, O1,. Pour montrer
que la section f de & est nulle, il suffit de voir que pour tout point u de To, I'image de
[ dans la fibre de & au point u est nulle. Mais la formation des &zt'( , ) de faisceaux
cohérents commute aux extensions plates de la base®, de sorte que Ion est ramené
a prouver 'existence d’un relevement de Ty N Spec &, qui soit plat sur S. Soit s la
projection de u sur S, on peut alors remplacer S par Spec 0, et G par G xg Spec 0.

(2IN.D.E. : cf. EGA Oy, 12.3.5.
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Quitte encore a faire une extension fidelement plate, on peut supposer que O a un
corps résiduel algébriquement clos (EGA Oyp 10.3.1)

Soit m l'idéal maximal de O et S,, = Spec s/m™. Supposons avoir montré que
pour tout n > 0, Pobstruction au relevement de Ty xgS,, = (Tp),, en un sous-schéma
de G,, = G x5S, plat sur S,,, soit nulle et soit T,, 'unique relevement de (Ty),, plat
sur S,, qui est un sous-tore de G,,. Il est clair que sin > n’, on a :

(Tn) SX Sn/ =T,.

Si alors u est un point de Ty qui se projette sur s, il résulte du lemme ci-apres,
appliqué au systeme cohérent de relevements (T,, N Spec &,,) de (Ty),, NSpec &, qu’il
existe bien un relevement de Ty N Spec &, plat sur &,. Nous sommes donc ramenés a
prouver que ¥ est nul lorsque S = S,, est le spectre d’un anneau artinien local a corps
résiduel algébriquement clos et a prouver le :

Lemme 2.8. — Soient A — B un homomorphisme local d’anneaux locaux noethériens,
m ['idéal mazximal de A, J un idéal de carré nul de A, M un B-module de type fini,
Ay =A/J, Bo =B/JB, My = M/JM, Ny un Bg-module quotient de My qui est plat
sur Ag. Pour tout entier n > 0 notons A, Aoy, etc. les objets obtenus par extension
de la base : A — A/m™ = A, et soit J,, I’image de J dans A,,. Pour tout entier n > 0,
soit N,, un B,, module quotient de M,,, plat sur A,,, qui reléve Ny ,, et supposons que
pour n = n/, N,» s’obtienne a partir de N,, par extension de la base : A,, — A,.
Alors il existe un B-module N, quotient de M, plat sur A, qui releve Ny.

Démonstration de 2.8.
Notons Py le noyau de I’épimorphisme : My — Ny. Pour tout n > 0, on a donc la
diagramme commutatif suivant, ot les lignes horizontales sont exactes :

0
PO,n
00— jnMn Mn MO,n 0
jn ®A0m, MO,n
00— jn ®A0,n NO,n - Nn NO,n 0
0 0

De plus, par hypothese, le diagramme (*),,41 se réduit suivant (*),, modulo m™.

Le lemme d’Artin-Rees (Bourbaki, Alg. comm., Chap.3 §3 cor. 1) montre que la
filtration définie sur JM (resp. J®a, My et J®a, Ng) par les noyaux des morphismes :
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IM — J,M,,, (resp.J®as, Mg — J, ®ag. Mon et J®a, Ng — Jn ®Ao., Non)

est mB-bonne, de sorte qu’en passant a la limite projective sur les diagrammes (),
et en notant Q le séparé complété d’'un B-module Q pour la topologie mB-adique, on
obtient le diagramme commutatif suivant ou les deux lignes horizontales sont encore

exactes :
0
Py
0 M M M, 0
J®a,Mo
0 —— J®a,Ng — lim N, No 0
0 0

Or (B,mB) est un anneau de Zariski et J ®4, Ng est de type fini sur B, donc est
séparé pour la topologie mB-adique. Le diagramme () montre alors que le morphisme :

J®A0 My — J®A0 No
déduit de I’épimorphisme My — Ny se factorise a travers JM :

J@p, Mg — > M

N

J ®a, No

Dans ces conditions, il résulte de Exp. III 4.1 et Exp. III 4.3 qu’il existe un B-
module quotient N de M, plat sur A, qui releve Ny, si et seulement si un certain
élément g de E = Extg(Po,J ®a, No) est nul. Plus précisément, la suite exacte :

0—JM—M—My;—0

définit un élément f de F, ot F est le B-module Ext} (Mg, JM), et g est 'image de f 369
par le morphisme naturel F — E qui provient par bifonctorialité des morphismes :

P0—>M0 et JM—>J®AO No.

Il résulte du diagramme (/*\) et de Exp. III 4.1 que I'image de g dans E, canonique-
ment identifié & Ext%s (Po, J®a,No), est nulle. Mais E est de type fini sur B, donc est
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séparé pour la topologie mB-adique et par suite, g est bien égal a 0, ce qui acheve la
démonstration de 2.8.

d) Etude de &. Nous supposons donc que S est le spectre d’un anneau local artinien
A, a corps résiduel k, algébriquement clos. Soit Ag ’anneau de Sg, mg 'idéal maximal
de Ap. Comme Sy est artinien, Tg est fermé dans G (Exp. VIg 1.4.2); nous pouvons
donc prendre 'ouvert U égal a G, de sorte que :

& = &utp, (Ko, J ®s, Or,).

Soit By I'anneau du Sg-schéma affine Ty = G, g, €t By l'anneau de la fibre spéciale
Ty xg, Spec(k) = Gy, de Ty. Le faisceau & est un Orp,-module cohérent, donc est
défini par un Byp-module de type fini que nous noterons E.

Considérons le module gradué associé a E et a la filtration myBg-adique :
E, = mjE/m;"'E.

Chaque E, est donc un Bg-module de type fini et E,, = 0 pour r assez grand, Sp étant
artinien.

Soit alors g une section de G au-dessus de S, qui sur Sy induit une section gy de
Ty. La translation (& gauche pour fixer les idées), par 1’élément ¢, définit un « auto-
morphisme de la situation » du point de vue du probléeme d’obstruction envisagé. En
particulier, a g correspond un Sp-automorphisme du faisceau & qui laisse I’obstruction
U fixe. Plus précisément, g définit un automorphisme semi-linéaire du Bgo-module E
(relativement au Ag-automorphisme de By défini par la translation par gy dans le
groupe Ty). Par réduction modulo mSH, g définit donc un automorphisme semi-
linéaire de E, (relativement au k-automorphisme de By défini par la translation par
go Xs, Spec(k) dans T xs, Spec(k)).

Lemme 2.9. — Pour tout entier v > 0, E,. est un Bg-module localement libre.

Soit « un point de Ty, k(z) son corps résiduel, (E,.), «la fibre » de E,. en z égale a
E,®g, k(2), ((z) le rang de (E;), sur (), £ la valeur maximum de £(x) lorsque z par-
court les points de Ty. Notons L le plus grand sous-schéma fermé de Spec By = Gm, &,
au-dessus duquel E, est localement libre de rang ¢ (TDTE IV Lemme 3.6). Soit § un
point de L(k) (il en existe, L étant de type fini sur k algébriquement clos) et soit o un
point de Gy, (k) d’ordre égal & une puissance n de ¢. Le point « est donc rationnel
sur k et comme, par hypothese, , Ty se releve en un sous-schéma M,, étale sur S, il
existe une section a de G au-dessus de S, qui releve «a et qui, au-dessus de Sy, est une
section de Ty. Les remarques faites plus haut montrent alors que les fibres de E,. sont
k-isomorphes aux points § et a3 de Gy, x(k). Mais les points d’ordre une puissance
de ¢ sont denses dans G, et il en est de méme de leurs translatés par 3. Comme L
est fermé dans G, 1, et que G,y i est réduit, L est égal a G, 1 et E, est localement
libre sur By, de rang .

e) Fin de la démonstration du théoreme 2.1.
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Soit Kg(n) le faisceau d’idéaux de Og, qui définit le sous-schéma fermé ,, Tg. Le
faisceau Ko (®) est donc un sous-faisceau de Ko(n). Posons pour simplifier :

R =J®s, O1, et R(’I’L) =J®s, O, 1,-

Le faisceau R(n) est donc un quotient de R, et on a le diagramme d’applications :

Ko
|
Ko(n)
l
0 JOg Oc 0c, 0
i
R
|
R(n)

Utilisant alors la bifonctorialité de éomtlﬁG( , ), on obtient le diagramme commu-
tatif suivant :

Erty (0o, JOG)

Ert . (Ko(n),R) Suty, (Ko, R) =&

éaxtlﬁG (Ko(n),R(n)) — é”xtllﬁG (Ko, R(n)) .

Désignons encore par ¢ 1’élément de 5xt%c(ﬁGO,Jﬁg) défini par la suite exacte : 372
O—>Jﬁ(}—>ﬁg—>ﬁ(}o—>0

de sorte que ¥ est 'image de ® dans &. Comme ,, T se releve en un sous-schéma M,,
de G, plat sur S, 'image de ® dans le faisceau é"xt}ﬁc (Ko(n),R(n)) est nulle (Exp.

III 4.1), a fortiori I'image de ® dans é”xtfﬁG (Ko, R(n)), qui est aussi 'image de ¥, est
nulle.

Lemme 2.10. — Le morphisme canonique :
éoa?tlﬁG (Ko, R) @B, 1% Ty — (a@.Z'tIﬁG (KQ,R(’I’L))

est ingjectif pour tout entier n.

n

(3)N.D.E. : introduit aprés le lemme 2.7.
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En effet, le schéma affine Ty = G, g, a pour anneau :
Bo = Ag[T, T 1.
Le sous-schéma ,, T est défini par I’annulation de la section suivante de By :
h(n)=T" -1,
qui est réguliere (EGA Ory 15.2.2) et reste réguliere apres tout changement de base :
S§ — So. On a donc une suite exacte de faisceaux :

0— ﬁTo m ﬁTo I ﬁ”TO — 0.

Comme ,, T est plat sur S, on obtient, par tensorisation par J sur Og,, la suite exacte :

h(n)

0—R—F-R-—R(n)—0

Puis la suite exacte des &t :
s &l (Ko, R) 2 g1l (Ko, R) — €atl (Ko, R(n)),
ce qui acheve la démonstration du lemme.

Ce qui précede montre que pour tout entier n égal a une puissance de ¢, 'image
de ¥ dans E/h(n)E est nulle. Pour montrer que ¥ est nul, il suffit de voir que si
U € mjE, alors ¥ € m{™'E. Soit ¥ I'image de ¥ dans E,. Il existe un élément ¥(n)
de E tel que l'on ait :

U =W(n)h(n) (n égal & une puissance de q).

Nous avons remarqué que l'image h(n) de h(n) dans By est encore By-réguliere.
Comme E; est localement libre sur By pour tout s (2.9), la multiplication par h(n)

dans E; est injective. On en déduit immédiatement que ¥(n) est dans m{E. Soit ¥ (n)
son image dans E,., de sorte que l'on a la relation :

W = h(n) ¥(n) (n égal & une puissance de q).

Ceci montre que ’ensemble F des points de G, 1 en lesquels U prend la valeur 0
contient I'ensemble dense des points d’ordre une puissance de ¢. Par ailleurs F est un
fermé (car E, est localement libre sur By) et G, ; est réduit, donc ¥ est nul.

Ceci acheéve la démonstration du théoréme 2.1.

3. Caractérisation d’un sous-tore par son ensemble sous-jacent

1. Enoncé du théoréme

Notations. — Si X est un préschéma, ens(X) désigne I’ensemble sous-jacent & X. Si X
et S’ sont deux S-préschémas, Xg = X xgS', u : Xg» — X le morphisme canonique,
E une partie de ens(X), on désigne par Eg: (ou E xgS’) le sous-ensemble de ens(Xg/)
égal & u~1(E).
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Théoréme 3.1. — Soient S un préschéma localement noethérien, G un S-préschéma
en groupes de type fini, ¢ un entier > 0 inversible sur S, E une partie de ens(G).
Considérons les assertions suivantes portant sur E :

(i) L’ensemble E est I’ensemble sous-jacent & un sous-tore T de G.

(ii) a) Pour tout point s de S, il existe un sous-tore Ty de Gy tel que E N ens(G;) =
Es soit l’ensemble sous-jacent a Ts.

b) L’entier n parcourant les puissances de q, il existe une famille cohérente
(cf. 2.2) M,, de sous-schémas en groupes de G, de type multiplicatif, telle que pour
tout point s de S, on ait :

(Mn)e = nTs~

(iii) a) comme (ii) a).
b) L’ensemble E est localement fermé dans ens(G) et la dimension des fibres
de E, relativement a S, est localement constante.
(iv) a) comme (ii) a).
b) Pour tout S-schéma S’ qui est le spectre d’un anneau de valuation discréte,
complet, a corps résiduel algébriquement clos, Eg est l’ensemble sous-jacent a un
sous-tore de Gg.

Alors on a les implications suivantes :

A) (i) & (ii) = (iil) = (iv).

B) Si G est séparé sur S, on a (iii) < (iv), et de plus E est fermé.

C) Les conditions (i), (ii), (iii) (et aussi (iv), si G est séparé sur S) sont équivalentes
dans les deux cas suivants :

1" cas : a) Le préschéma S est réduit ou bien G est plat sur S, et
b) Pour tout point s de S, Ty est un tore central de Gs.
28me cas : S est normal.

De plus, dans les deuz cas ci-dessus, le tore T d’espace sous-jacent F est unique.

Remarques 3.2. — a) Lorsque S est réduit, il est inutile dans (ii) de supposer que la
famille M,, est cohérente, cette condition étant entrainée par les autres hypotheses.
En effet, si 'entier m divise n, les sous-groupes ,,M,, et M,,, sont étales sur S, donc
réduits, et ont méme espace sous-jacent, donc ils coincident.

b) Si S n’est plus supposé normal, il n’est plus vrai en général que (iii) = (i) méme
lorsque S est réduit, géométriquement unibranche et que G est un schéma en groupes
lisse sur S. En effet, considérons le sous-groupe de Borel de SLj g formé des matrices

de la forme :
t u
0tt)’

ou S est la courbe affine sur un corps k ayant pour anneau :

klz,y/(y* — 2®).

Considérons alors I’ensemble E obtenu de la fagon suivante : Au-dessus du « point de
rebroussement de S» (x =y = 0) nous prendrons le tore diagonal (u = 0). Au-dessus
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de ouvert complémentaire (x # 0) nous prendrons le tore déduit du tore diagonal
par conjugaison par I’élément :
ly/x
L")

L’ensemble E obtenu satisfait a (iii) a), d’autre part il est fermé dans G et le sous-
schéma réduit ayant pour ensemble sous-jacent E a pour équations :

ru+tyt—t1) =0
u? —z(t—t"1H2 =0.

Ce n’est donc pas un sous-tore de G, puisque la fibre au-dessus du point de rebrous-
sement n’est pas réduite.

Plan de la démonstration de 3.1.
Dans une premiere partie, nous établirons les implications « faciles » suivantes :

/ \
\m/’

et (iv) = [(iii) et E fermé] si G est séparé sur S.

La démonstration des implications plus délicates se fera en trois étapes :

I) Réduction de 'implication (iii) = (i) (sous les hypotheses de C), 1°" cas), au cas
ou S est normal.

IT) (iii) = (ii) si S est normal.

1) (i) = (i).

2. Démonstration des assertions « faciles » contenues dans 3.1

(i) = (ii) et (iii) est trivial.

(iii) = (iv) Quitte & remplacer S par S, nous pouvons supposer que S est le spectre
d’un anneau de valuation discrete. Soit ¢ le point générique de S et s le point fermé.

Comme E est localement fermé, il existe un sous-préschéma de G, qui est réduit
et dont l’espace sous-jacent est E, nous le noterons E. La fibre générique E; de E
est donc égale au sous-tore T; de rang r de G; (d’apres (iii) a)). Soit E’ I'adhérence
schématique de E; dans E. Le préschéma E’ est irréductible et sa fibre fermée E/, n’est
pas vide (elle contient la section unité de G;) donc E/ est de dimension r (EGA IV
14.3.10). Mais E est alors un sous-schéma fermé de E; et ce dernier est de dimension
r (d’apres (iii) b)) et irréductible (car il a méme espace sous-jacent que T;), donc E/,
a méme espace sous-jacent que E, et par suite E' = E, ce qui prouve que E est plat
sur S.

Soit maintenant E” I’adhérence schématique de E; dans G. Alors E” est un sous-
préschéma en groupes de G plat sur S (Exp. VIII 7.1) qui majore E’ donc E. La fibre
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fermée EY est un sous-groupe algébrique de G;, de dimension r (loc. cit.). Comme
T, est un fermé irréductible de G, de dimension r, E, a méme ensemble sous-jacent
que la composante neutre (E?)% de E”. Soit (E”)? la « composante neutre » de E”,
c.-a-d. le sous-groupe ouvert de E’ complémentaire de la réunion des composantes
irréductibles de E? ne contenant pas l’origine. On a donc :

E = ens[(E")"].

Comme E et E” sont réduits, on a méme E = (E”)°. Finalement, E est un sous-
préschéma en groupes de G, plat et de type fini sur S, a fibres connexes, donc séparé
(Exp. VIg 5.2), dont la fibre générique est un tore Ty, et dont la fibre fermée réduite
est un tore Ty, mais alors E est un tore (Exp. X 8.8).

(if) = (iv). On peut encore supposer que S est le spectre d’un anneau de valuation
discrete, et nous gardons les notations introduites ci-dessus. L’adhérence schématique
dans G de T, est un sous-préschéma en groupes T de G, plat sur S, qui majore M,
pour tout entier n égal & une puissance de ¢. Par suite la fibre fermée de T est un
sous-schéma fermé de G, qui majore (M, )s pour tout n, donc qui majore Ts. Pour

des raisons de dimension, la « composante neutre » T de T admet E pour ensemble

. . =0
sous-jacent et on conclut comme ci-dessus que T est un sous-tore de G.
(iv) = [(iii) et E fermd], si G est séparé sur S. Montrons que E est fermé. (4)

Prouvons d’abord le lemme :

Lemme 3.3. — Si les conditions énoncées dans 3.1 iv) sont satisfaites, E est une partie
localement constructible de ens(G).

Par la méthode habituelle, nous sommes ramenés a étudier le cas ou S est noe-
thérien, integre, de point générique n. Quitte & restreindre S, on peut supposer (Exp.
VIg 10.10) qu’il existe un sous-schéma en groupes de G, soit H, plat sur S, & fibres
connexes, dont la fibre générique H, soit égale a T,. Pour prouver 3.3, il suffit alors
de montrer que ens(H) = E. Or si s est un point de S, il existe, d’apres EGA 11 7.1.9,
un S-schéma ', spectre d’un anneau de valuation discrete, que 'on peut supposer
complet & corps résiduel algébriquement clos, dont le point générique t’ se projette
sur 7 et le point fermé s’ se projette sur s. D’apres (iv) b), il existe un sous-tore Ts: de
Gg/ ayant Eg/ pour espace sous-jacent. Les deux sous-préschémas en groupes Tg et
Hs = H x5 S/, de Gg/, sont plats sur S, & fibres connexes et ont méme fibre générique
Ty, donc ils coincident avec la composante neutre de ’adhérence schématique de Ty
dans Gg/. Par suite ens(Hy) = E, donc ens(H) = E, ce qui prouve le lemme.

Ceci étant, sachant que E est localement constructible, pour voir que E est fermé,
il suffit de montrer que toute spécialisation dans G d’un point de E est un point
de E. Par la technique habituelle, nous sommes ramenés au cas ou S est le spectre
d’un anneau de valuation discrete, complet, a corps résiduel algébriquement clos. Mais
alors, le sous-tore de G, d’espace sous-jacent E ((iv) b)) est fermé dans G puisque G
est séparé (Exp. VIII 7.12).

(AN.D.E. : Le fait que (iv) = (iii) apparaitra au cours de la démonstration.
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3. Suite de la démonstration de 3.1

I) Réduction de (iii) = (i) (C, 1°* cas) au cas ou S est normal.

a) Réduction au cas S affine réduit.

Nous supposons donc que pour tout point s de S, E; est l’'espace sous-jacent a un
sous-tore central de Gg. L’unicité de T résulte alors de Exp. IX 5.1 bis, et de plus
T sera nécessairement central (loc. cit.). Vu l'unicité, pour prouver l'existence de T,
nous pouvons supposer S noethérien, affine d’anneau A. Si S n’est pas réduit, par
hypothese, G est plat sur S. D’apres 2.3, il suffit alors de résoudre le probleme pour
Srea et G X5 Syéq. Nous pouvons donc supposer de plus S réduit.

b) Réduction au cas ot anneau A est de type fini sur Z.

Démontrons d’abord deux lemmes :

Lemme 3.4. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique, E un sous-ensemble de
G, k' une extension de k, Ty un sous-tore de Gy ayant By, pour espace sous-jacent.
Alors si Ty est central ou si k est parfait, E est I’ensemble sous-jacent a un sous-tore
de Gk.

En effet, par descente fpqc, il suffit de montrer que les deux images réciproques de
Ty dans Gy, ot k" = k' ® k' coincident. Or elles ont méme espace sous-jacent, a
savoir I'image réciproque de E. Si T} est central, le lemme est alors conséquence de
Exp. IX 5.1 bis. Si k est parfait, k" est réduit et les deux images réciproques de T,
étant lisses sur k”, sont réduites, donc coincident.

Remarque 3.5. — 11 résulte du lemme précédent que dans ’énoncé de 3.1 (iv), la
propriété (iv) a) est conséquence de (iv) b) dans les deux cas suivants :

(1) On suppose que les corps résiduels des points de S sont parfaits.

(2) Pour tout S’ comme dans (iv) b), on suppose que le tore d’espace sous-jacent
égal a Eg/, est central dans Ggr.

Lemme 3.6. — Soient S un préschéma limite projective de schémas affines S; (cf. EGA
IV 8), H un S-schéma en groupes de type multiplicatif et de type fini. Alors il existe
un indice i, un S;-schéma en groupes H; de type multiplicatif et de type fini et un
S-isomorphisme :

Si de plus H est isotrivial, on peut supposer H; isotrivial.

Comme H est de type fini sur S, H est méme de présentation finie sur S (Exp. IX
2.1Db)), il existe donc un indice ¢ et un Sy-schéma en groupes Hy tel que Hy xg, S soit
isomorphe & H (Exp. VIg. 10). Posant H; = [ H,S;Sy, on a donc H = [[H;SS; pour
tout ¢ > /.

Comme H est de type fini sur S, H est quasi-isotrivial (Exp. X 4.5) donc trivialisé
par un morphisme S’ — S, étale surjectif. Utilisant la quasi-compacité de S, on voit
facilement qu’il existe un recouvrement de S par un nombre fini d’ouverts affines S,
et pour tout o un morphisme étale, surjectif et de présentation finie S/, — S, qui
trivialise H|g, . Ce recouvrement (S,) de S provient alors d’un recouvrement (S; o)
de S; pour i assez grand (EGA IV 8). Quitte & remplacer S; par S; o et S par S,, on
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peut donc supposer que H est trivialisé par un morphisme S’ — S étale surjectif et de
présentation finie. Pour ¢ assez grand, il existe alors un préschéma S/, un morphisme
S — S; étale surjectif, de présentation finie et un S-isomorphisme S; xg, S — S’ (EGA
IV 17.16). Posons alors pour j assez grand :

S;:S;éisj, H;:H]stg, H/:H>S<S/

Vu le choix de &', il existe un groupe abélien M de type fini et un S-isomorphisme
de schémas en groupes : Dg/(M) — H’. Comme les S, sont quasi-compacts et que
S" = lim S;, il résulte de Exp. VIg 10 qu'il existe un indice j et un Sj-isomorphisme
de schémas en groupes :
DS; (M) = H;

Mais c’est dire que H; est un groupe de type multiplicatif quasi-isotrivial.

Lorsque H est isotrivial, on procede de maniére analogue en utilisant une triviali-
sation de H par un morphisme S’ — S étale fini.

Ceci étant nous pouvons effectuer la réduction b) annoncée. L’anneau A de S est
limite inductive filtrante de ses sous-anneaux A; de type fini sur Z. Soient S; =
SpecA;, u; : S — S et uji : Sp — S; (k > j) les morphismes de transition. Comme S
est noethérien et G de présentation finie sur S, il existe un indice 7 et un S;-préschéma
en groupes G;, de type fini sur S, tel que G soit S-isomorphe a G; xg, S. De méme,
E étant localement fermé dans G, on peut supposer qu’il existe un sous-ensemble
localement fermé E; de G; tel que E = E; xg, S (EGA IV 8.3.11). Pour tout j > ¢,
notons G; = G; xg, S; et E; = E; xg, S; et soit Q; 'ensemble des points s de S; tels
que (E;)s soit P'ensemble sous-jacent & un sous-tore central de (G;)s.

11 résulte de 3.4 que Qi = uj_kl(Q ) pour k > j, et par hypothese ens(S) = (QJ)
pour j > i. Par ailleurs je dis que Q; est ind-constructible (EGA IV 1.9.4). En effet,
comme S; est noethérien, il suffit (EGA IV 1.9.10) de voir que si S est un schéma
integre noethérien, de point générique n, et si E, est I’ensemble sous-jacent a un
sous-tore central T, de G, il existe un voisinage U de n tel que pour tout point
s de U, E; possede la méme propriété. Or quitte a restreindre S, on peut supposer
que le centre Z de G est représentable et qu’il existe un sous-schéma en groupes T
de G dont la fibre générique est T, (VIg §10). Mais alors, ens(T) et E sont deux
sous-ensembles localement fermés de ens(G) qui coincident sur la fibre générique, on
peut donc trouver un voisinage U de 7, tel que, au-dessus de U, ens(T) = E (EGA IV
8.3.11). Pour les mémes raisons, on peut supposer que au-dessus de U, T est central
puisque T est un tore (3.6).

Sachant maintenant que Q; est ind-constructible, il résulte de EGA IV 8.3.4 que
Q, = ens(S;) pour j assez grand. Nous pouvons alors remplacer S, G, E par S;, G;,
E; ce qui nous ramene au cas ol S est un schéma affine réduit, de type fini sur Z.

c) Réduction au cas ot S est spectre d’un anneau local noethérien, réduit complet.

En raison de 'unicité du tore d’espace sous-jacent E, la technique habituelle (EGA
IV 8) et le lemme 3.6 permettent de remplacer S par le spectre de 'anneau local A
d’un point de S. Soit S le spectre du complété A de A pour la topologie définie par
I'idéal maximal. Comme A est le localisé d’une algebre de type fini sur Z, S est encore
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réduit (EGA IV 7.6.5). Je dis qu’il suffit de résoudre le probléme apres extension de
la base : S — S. En effet si T désigne le sous-tore de Gg d’espace sous-jacent Eg, ses
deux images réciproques dans G§><s§ sont deux sous-tores centraux qui ont méme

espace sous-jacent, donc coincident (Exp. IX 5.1 bis) et par descente fpqc, T provient
d’un tore T de G qui répond & la question (cf. 3.4).

d) Un lemme de descente.
Rappelons les propriétés suivantes des morphismes finis qui ont été signalées dans
TDTE I : Soient S et S’ deux préschémas et v : S’ — S un morphisme fini. Alors :

(1) Le morphisme u est un épimorphisme si et seulement si le morphisme canonique

de faisceaux :
O — u.(Os)

est injectif.

(2) Le morphisme u est un épimorphisme effectif (Exp. IV 1.3) si et seulement si
le diagramme canonique :

0— Os — u*(ﬁs/) = U*(ﬁS/) ®os U*(ﬁS/)

est exact.

(3) Side plus S est noethérien et si w est un épimorphisme, u est le composé d’une
suite finie d’épimorphismes effectifs finis.

Nous sommes alors en mesure de prouver le lemme suivant dont la démonstration
utilise une technique de descente non plate :

Lemme 3.7. — Soient S un préschéma localement noethérien, G un S-préschéma en
groupes de type fini, S’ un préschéma et u : S’ — S un morphisme fini. Pour tout
S-préschéma T, notons M(T) l’ensemble des sous-groupes de type multiplicatif de G
(resp. ’ensemble des sous-groupes de type multiplicatif et centrauz de Gr) de sorte
que M soit de maniére naturelle un foncteur contravariant défini sur Sch/S. Alors si
u est un épimorphisme effectif (resp. un épimorphisme), le diagramme d’ensembles :

() M(S) — M(S’) = M(S >S< S’)
est exact.

Démonstration. i) Réduction au cas ot u est un épimorphisme effectif. Nous nous
intéressons donc au foncteur des sous-groupes de type multiplicatif et centraux de
G. L’injectivité de M(S) — M(S’) est une question de nature locale sur S, et cette
injectivité étant admise, I’exactitude de (*) devient un probléme de nature locale sur
S. On peut donc supposer S affine noethérien.

Etudions le cas olt u: S — § est le composé de deux épimorphismes finis :
§ L8,
Je dis que si les deux diagrammes :
(x) M(S") — M(S') = M(S’ S>§/ S
()" M(S) — M(S") = M(S” >S< S
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sont exacts, il en est de méme de (x).

En effet 'injectivité de M(S) — M(S’) est claire. Si maintenant T’ est un élément
de : Ker M(S") = M(S' xg8'), a fortiori, T’ appartient & Ker M(S") = M(S’ xg» S’)
donc par l'exactitude de (x)’, provient d’un unique élément T” de M(S”). Il nous suffit
de montrer que T appartient & Ker M(S”) = M(S” xgS") car, vu 'exactitude de
()", T” se descendra sur S. Soient donc TY et T4 les deux images inverses de T”
dans M(S” xgS”). Comme ce sont deux sous-groupes de type multiplicatif centraux
de Ggr x4 g7, pour montrer que T{ = T%, il suffit de voir qu’ils ont mémes fibres (Exp.
IX 5.1 bis). Considérons le diagramme commutatif :

S a— U

S E— U U

Le morphisme v est un épimorphisme fini donc est dominant (propriété (a) ci-
dessus) et fermé, donc est surjectif et il en est de méme de v x v. Soit alors 2’ un point
de S” xgS"” et ' un point de S’ xg S’ au-dessus de z”. Il résulte de la commutativité
du diagramme ci-dessus que les deux images réciproques de (TY),~ et (T4),~ dans
G, coincident, donc (TY ), = (T4).» (EGA IV 2.2.15).

Ce qui précede et une récurrence immédiate sur le nombre des facteurs d’une fac-
torisation de u : S’ — S en épimorphismes effectifs (propriété c) rappelée ci-dessus)
montrent que pour prouver exactitude de (x) dans le cas des sous-groupes de type
multiplicatif centraux, on peut se borner au cas ol u est un épimorphisme effectif.
Finalement, utilisant encore une fois Exp. IX 5.1 bis, on voit qu’il suffit de démontrer
3.7 lorsque M est le foncteur des sous-groupes de type multiplicatif de G et u un
épimorphisme effectif.

ii) Injectivité de M(S) — M(S’). Comme u : S’ — S est un épimorphisme, le
morphisme canonique :
ﬁS I U*(ﬁS/)
est injectif; par ailleurs, un S-groupe de type multiplicatif est plat sur S; 'injectivité
de M(S) — M(S’) est donc une conséquence du lemme plus général suivant :

Lemme 3.8. — Soient f : X — S et g : S — S deuxr morphismes de préschémas,
F un Ox-module quasi-cohérent, X' = X xgS', F' = .F Qg Oy, Q(.F) Uensemble
des Ox-modules quotients & de F qui sont quasi-cohérents et plats sur S, Q(F')
Uanalogue relatif a F', X' et S'. Supposons g quasi-compact et Os — g.(Os:) injectif ;
alors l'application canonique :

Q(F) — Q(F)
% — g ®ﬁS ﬁs/
est injective.

En effet, on peut supposer S affine, puis X affine. Le morphisme g étant quasi-
compact, S’ est alors réunion d’un nombre fini d’ouverts affines S}. Quitte & remplacer
S’ par [[ S, (opération qui conserve l'injectivité de &g — g¢.(C%s/)), on peut supposer
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S’ affine. On est alors ramené & prouver le lemme suivant, dont la démonstration est
immeédiate :

Lemme 3.9. — Soient A — A’ un homomorphisme injectif d’anneauz, M un A-
module, N = M/P un A-module quotient plat sur A, M' = M@ A, N =N®y A’ =
M'/P’. Alors P est l'image inverse de P’ sous I’homomorphisme canonique M — M’
(donc N et P sont connus quand on connait N' et P').

iii) Exactitude de 3.7 () en M(S’). Soit T/ un élément de Ker M(S") = M(S’ xg S').
Supposons avoir prouvé iii) lorsque S est spectre d’un anneau local noethérien.
Pour tout point s de S, il existe donc un sous-groupe de type multiplicatif Ty de
G xs Spec(0s ) qui provient par descente de T’ xg u~! Spec(0s ;). D’apres (Exp.
VIg §10 et 3.6), il existe un voisinage U de s dans S et un sous-schéma en groupes T
de G au-dessus de U qui est de type multiplicatif et qui prolonge T's. Soit U’ 'image ré-
ciproque de U dans S’. On connait alors deux sous-schémas de G|y : T |y et T xy U’
qui coincident sur u~!(Spec(0s s)). Si lon considere u~!(Spec(Fs 5)) comme étant la
limite projective des schémas u~1(V) olt V parcourt les voisinages ouverts de s dans
U, il résulte de EGA IV 8 qu'’il existe un ouvert V de U contenant s tel que T xy U’
et T’ coincident au-dessus de u~1(V). Donc avec les hypotheses faites, T’ se descend
localement sur S, mais en raison de l'unicité prouvée dans ii), T se descend alors
globalement sur S. Bref, il suffit de prouver iii) lorsque S est le spectre d'un anneau
local noethérien.

Notons alors S le spectre du complété de 'anneau de S et soient S” = §' xg5’,
S'=SxgS,S" =8Sxg5" =5 xg95. Je dis qu'il suffit de montrer que le diagramme :
(*) M(S) — M(8') = M(8")
est exact en M(g’ ). Cela résulte du diagramme commutatif ci-dessous ou la deuxieme

ligne est exacte en M(g/ ) par hypothese, ol les deux premieres colonnes sont exactes
(descente fpqc), et ou lapplication f est injective comme il résulte de ii) appliqué a
I’épimorphisme fini :
§xS —SxS
s’ S
déduit de S” — S par le changement de base plat S Xg S8

M(S) ——> M(S') M(S")

~ f ~ ~
M(S XS S) I M(S/ Xgr S/)

(le diagram-chasing est laissé au lecteur). Il résulte de la caractérisation b) des épimor-

phismes finis effectifs que le morphisme S’ — S, déduit de S’ — S par le changement de

base plat S — S, est encore un épimorphisme fini effectif. Nous sommes donc ramenés
au cas ou de plus S est le spectre d’un anneau noethérien local complet.
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Notons Sy le sous-schéma réduit de S qui a pour espace sous-jacent le point fermé
de S. Soient T’ un élément de Ker M(S’) = M(S"), T son image dans M(S”). Comme
S = S’ xg So est fidelement plat sur Sy, il existe un S-sous-groupe de type multiplicatif
To de Gs, dont I'image inverse dans Gg; est T’6 (descente fpqc). Mais S est local
noethérien complet, donc il existe un S-groupe de type multiplicatif T et un Sp-
morphisme ug : T xgSg — T (Exp. X 3.3). L’image inverse u(, de ug au-dessus de S,
se prolonge de maniere unique en un S’-isomorphisme u’ : Tss — T, toujours d’apres
Exp. X 3.3 (noter que S’ étant fini sur S local complet est la somme d’un nombre
fini de schémas locaux complets). Les deux images réciproques de v’ au-dessus de S”
sont deux morphismes de Ts» dans T” qui coincident sur Sy xg S”, donc ils coincident
(loc. cit.). Comme T est plat sur S et que S’ — S est un épimorphisme effectif fini, il
résulte de TDTE I page 8 que le diagramme :

Homs (T, G) — Homs/ (TS/7 GS/) = HOIHSH (TSH, GS”)

est exact. Donc v’ provient d’un morphisme de préschémas u : T — G. De méme
T xg T est plat sur S et par suite I’application :

Homs (T X T, G) — Homsr(Ts/ X TS’, GS')
S S’

est injective. On en déduit immédiatement que u est un morphisme de groupes puis-
qu’il en est ainsi de u/. De plus u est un monomorphisme. En effet, notons d’abord
que Keru est plat sur S, car pour établir ce fait, on peut supposer S artinien local
(EGA 0rrr 10.2.2), donc G séparé (Exp. VI 0.3), mais alors Keru est de type mul-
tiplicatif (Exp. IX 6.8) donc est plat sur S. Comme Ker(u) xg S’ = Ker(u') = 0, on
a Ker(u) = 0 (3.8). Mais u étant un monomorphisme est une immersion (Exp. VIII,
remarques 7.13) et le groupe image u(T) est bien un élément de M(S) dont I'image
dans M(S’) est T’, ce qui acheéve de démontrer 3.7.

e) Fin de la démonstration de I).

Nous sommes ramenés par la réduction c¢) au cas ou S est le spectre d'un anneau
local noethérien réduit et complet A. Soit S’ le spectre du normalisé A’ de A, qui est
fini sur A d’aprés Nagata (EGA Opy 23.1.5); S’ — S est un épimorphisme puisque A
s’envoie injectivement dans A’. Supposons alors qu’il existe un tore T/ de Gg/ ayant
Eg/ pour espace sous-jacent. Les deux images inverses de T’ dans Gg' »_ g sont deux
sous-tores centraux ayant méme espace sous-jacent, donc ils coincident (Exp. IX 5 bis)
donc, d’apres 3.7, T’ provient d’un sous-tore central T de Gg qui admet évidemment
E pour espace sous-jacent. Il suffit donc de démontrer ’existence de T’, ce qui nous
rameéne au cas ot S est normal et achéve la démonstration de I).

IT) Démonstration de (iii) = (ii) lorsque S est normal.

Nous pouvons nous limiter au cas ou S est integre ; soit ¢ son point générique. Pour
tout entier n égal a une puissance de g, soit , G le sous-préschéma de G « noyau » de
I’élévation & la puissance ni*™¢ dans G. Comme E est localement fermé dans G (d’apres
(iii) b)), Pintersection de ens(, G) avec E est localement fermée dans ens(G) ; notons
alors E(n) le sous-préschéma réduit de G qui a ens(,,G) N E pour espace sous-jacent.

Montrons que le morphisme structural : E(n) — S est séparé et universellement
ouvert. Pour ces deux propriétés, on dispose d'un critere valuatif (EGA II 7.2.3 et
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EGA IV 14.5.8). Soit donc S’ un S-schéma qui est le spectre d’un anneau de valuation
discrete, complet a corps résiduel algébriquement clos. Nous avons démontré que 3.1
(iii) = 3.1 (iv), donc il existe un sous-tore T’ de Gg/ ayant Eg/ pour espace sous-
jacent. Or ,, T/ est fini et étale sur S’ donc est séparé et universellement ouvert sur S’
et il en est de méme de E(n) xg S’ qui a méme espace sous-jacent que ,T’.

Par ailleurs, les fibres de E(n) ont le méme nombre de points géométriques, & savoir
r™ si r est le rang du tore Ty. Enfin, la fibre générique E(n):, étant réduite, est égale
a , Ty donc est étale sur Spec(t). Comme S est normal, il résulte alors de SGA 110.11
que E(n) est un revétement étale de S.

Si s est un point de S, E(n), est étale sur Spec k(s), donc est réduit et par suite
coincide avec le groupe de type multiplicatif , Ts. Montrons que E(n) est un sous-
préschéma en groupes de G. En effet, soit m le morphisme

induit par la multiplication dans G. L’application ens(m) sous-jacente a m se factorise
a travers E(n), donc m se factorise a travers le préschéma E(n) puisque le premier
membre E(n) xg E(n) est étale sur S, donc réduit. Il résulte alors de Exp. X 4.8 a)
que E(n) est un sous-groupe de type multiplicatif. Comme on ’a déja remarqué (3.2
a)) la famille des sous-groupes E(n) est nécessairement cohérente. Nous avons donc
prouvé que (iii) = (ii) lorsque S est normal.

ITI) Démonstration de (ii) = (i).

En fait nous allons montrer qu’il existe un unique sous-tore T de G d’espace sous-
jacent égal a E et tel que , T = M,, pour tout n égal & une puissance de g. L'unicité
de T résulte simplement de Exp. IX 4.8 b). Pour établir I'existence de T, compte tenu
de I'unicité, nous pouvons supposer successivement que :

a) S est noethérien.

b) Les M,, sont des sous-groupes centraux. En effet, il suffit de remplacer G par
Z,, = Centr(M,,) pour n assez grand (2.5 et 2.5 bis),

¢) S est le spectre d’un anneau local. Supposons en effet le probleme résolu apres
tout changement de base : Spec(fs ) — S ou s parcourt les points de S. Soit T
le sous-tore de G xg Spec(0s ;) ainsi obtenu. Pour tout s il existe alors un voisinage
ouvert U de s et un sous-tore T de G|y qui prolonge Ty (Exp. VIg §10 et 3.6).
Nous avons démontré que 3.1 (ii) = 3.1 (iv); comme S est noethérien, E est donc
constructible (3.3). Par suite, quitte a restreindre U, on peut supposer que ens (T) =
E xg U (EGA IV 9.5.2). Mais alors, pour tout entier n égal & une puissance de ¢, ,, T
et M,, xs U sont deux sous-groupes de type multiplicatif de G|y qui ont mémes fibres,
donc qui coincident, M,, étant central (Exp. IX 5.3 bis). Bref, avec les hypotheéses
faites, il existe une solution localement sur S, donc en raison de 'unicité, il existe une
solution globale.

d) S est le spectre d’un anneau local noethérien complet, et si s est le point fermé,
T, est trivial. Cela résulte de EGA Orp 10.3.1 et de la descente fpqc.

e) S est réduit. On applique 2.2.
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f) S est normal. On applique le théoréme de finitude de Nagata (EGA Opy 23.1.5)
et le lemme 3.7 dans le cas des sous-tores centraux.

Ces réductions étant faites, comme Ty est trivial, (M, )s est trivial, donc M,, est
trivial (Exp. X 3.3). Si ¢ est un point de S, les sous-groupes , Ty de T; sont donc
triviaux pour tout n égal a une puissance de g, et il résulte facilement de Exp. X 1.4
que Ty lui-méme est trivial. Il nous suffit alors de démontrer le lemme :

Lemme 3.10. — Sous les hypothéses de 3.1 (i), supposons de plus que S soit noethérien
et normal et que pour tout point s de S, T soit un tore trivial. Alors il existe un unique
sous-tore T de G d’espace sous-jacent égal a E, tel que , T = M,, pour tout n égal a
une puissance de q. De plus T est trivial.

L’unicité de T résulte du fait que T étant lisse sur S, T est réduit. Pour prouver
I’existence, on peut supposer S irréductible de point générique 7. Soient r le rang
de T,, TV = G, s+ un un isomorphisme de T% sur T, nu, la restriction de u, a
nT%. Comme ,, T’ et M,, sont triviaux, il existe un unique prolongement ,u de ,u,
en un S-isomorphisme de ,, T/ sur M,,. Je dis que pour tout point s de S, il existe un

isomorphisme de groupes, nécessairement unique :

us : T, = T,
qui prolonge ,us pour tout n égal a une puissance de g. En effet, soit S; un S-schéma,
spectre d’'un anneau de valuation discréte, complet, a corps résiduel algébriquement
clos, dont le point générique ¢ se projette sur 5 et le point fermé s; sur s (EGA 1T
7.1.9). Il résulte de la démonstration de 3.1 (ii) = 3.1 (iv) qu’il existe un sous-tore
T! de Gg, tel que (M,)s, = »T! pour tout n égal & une puissance de q. Comme S;
est normal, T est isotrivial (Exp. X 5.16) et il résulte de la classification des tores
isotriviaux (Exp. X 1.2) et de SGA1 V 8.2 que T, ayant sa fibre générique triviale,
est trivial. On peut donc prolonger I'isomorphisme u, X, t; en un S;-isomorphisme
de schémas en groupes :

ulzT’>S<Sl = Tl

La restriction de u! & , T/ xgS; d’une part, et ,u xgS' d’autre part, coincident sur
la fibre générique par construction, donc coincident. La restriction ul , de ul ala
fibre fermée réalise donc le prolongement cherché apres extension du corps résiduel :
k(s) — k(s1). Il résulte alors de Exp. IX 4.8 a) et de la descente fpqc que ul, se
descend sur k(s) en un isomorphisme de groupes u, : T, = T, qui répond & la
question.

Par ailleurs, T’ est lisse sur S qui est normal, donc est normal. Il résulte alors d’un
critere facile de prolongement des applications rationnelles (EGA IV, 20.4.6), que,
pour qu’il existe un S-morphisme u : T — G dont la restriction & T, pour tout point
s de S, soit le morphisme composé :

T, % Ty — G,
il faut et il suffit qu’il en soit ainsi apres tout changement de base S; — S, o Sy est
le spectre d’un anneau de valuation discréte complet, a corps résiduel algébriquement
clos.
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Or dans le cas présent, un raisonnement analogue a celui que l'on vient de faire,
montre que la condition de prolongement est bien satisfaite. Notons u le S-morphisme
T’ — G ainsi obtenu.

Montrons que u est bien un morphisme de groupes. Soit mys (resp. mg) le mor-
phisme définissant la multiplication dans T’ (resp. G). Nous devons vérifier que
ma o (uxgu) = uomp. Or le sous-préschéma des coincidences de ces deux mor-
phismes est un sous-préschéma de T’ xg T’ qui majore les fibres (car ug est un mor-
phisme de groupes), donc qui a méme espace sous-jacent que T’ xg T’ donc est égal
a ce dernier, puisque TV xg T’ est lisse sur S, donc réduit.

Enfin notons que u est un monomorphisme (puisqu’il en est ainsi sur les fibres)
donc est une immersion (Exp. VIII 7.9). L’image de T’ par u est alors un sous-tore
de G qui a E pour ensemble sous-jacent.

Ceci acheve la démonstration du théoreme 3.1.

4. Caractérisation d’un sous-tore T par les sous-groupes ,, T
1. Enoncé du théoréeme principal

Théoréme 4.1. — Soient S un préschéma localement noethérien connexe, G un S-
préschéma en groupes de type fini sur S, q un entier > 1 inversible sur S, r un entier
positif. Pour tout entier n égal & une puissance de q, soit M(n) un sous-schéma en
groupes de G, de type multiplicatif et de type (Z/nZ)". On suppose que :

a) La famille des sous-groupes M(n) est cohérente, c’est-a-dire que, si 'entier m
divise n, on a :
mM(n) = M(m).
b) Il existe un point s de S et un sous-tore Ty de Gy tel que :
M(n)s = »Ts pour tout n.

c) Pour tout point t de S, il existe un sous-schéma fermé et affine Fy de Gy qui
magore M(n)y pour tout n.

Alors il existe un sous-tore T de G et un seul, tel que , T = M(n) pour tout n égal
a une puissance de q.

On a un théoréme analogue portant sur le relevement des morphismes :

Théoréme 4.1. bis. — Soient S, G et ¢ comme ci-dessus, T un S-tore, et pour tout
entier n égal d une puissance de q, soit u(n) un S-morphisme de groupes : , T — G.
On suppose que :

a) La famille des morphismes u(n) est cohérente, c.-a-d., si m divise n, on a :
u(m) = u(n)],,r.
b) Il existe un point s de S et un morphisme de groupes :

ugs 1 Ty — Gy

tel que us| T, = u(n)s pour tout n égal & une puissance de q.
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c¢) Pour tout point t de S, il existe un sous-schéma fermé et affine Fy de Gy qui
magore u(n)z (,T7) pour tout n.

Alors il existe un unique morphisme de groupes u : T — G, tel que pour tout n égal
a une puissance de q, la restriction de u & ,'T soit égale ¢ u(n).

Remarque 4.2. — Utilisant la semi-continuité inférieure du rang abélien d’un pré-
schéma en groupes plat de type fini sur le spectre d’'un anneau de valuation discréte
(confer. Exp. X 8.7) on peut, dans ’énoncé de 4.1 et de 4.1 bis, affaiblir la condition
c¢) en demandant simplement que le sous-schéma fermé et affine F; exigé existe pour
tout point maximal ¢t de S.

Montrons comment 4.1 bis résulte de 4.1. Soit G’ = G xg T. Pour tout entier n égal
a une puissance de ¢, considérons le morphisme de groupes :

v(n):, T — G

dont les projections sur G et T sont respectivinent u(n) et 'immersion canonique :
»T — T. Le morphisme v(n) est donc une immersion, soit M(n) le sous-groupe image.
Il est clair que la famille des sous-groupes M(n) est cohérente au sens de 4.1, que le
groupe M(n)s est égal & ,, T,, ot T, est le sous-tore de G/, graphe de us, et que pour
tout point ¢ de S, le sous-schéma fermé et affine 'z x; T; de G majore les sous-groupes
M(n)z pour tout n. D’apres 4.1 il existe donc un sous-tore T/ de G’ tel que ,, T/ = M(n)
pour tout n égal & une puissance de . Soient f la restriction & T’ de la projection de
G’ sur T, et f(n) la restriction de f & M(n). On a :

f(n)ow(n)=id, r.
La fibre en s de T’ est le tore déja noté T’, égal au graphe de u, (ceci résulte de Exp.
IX 4.8 b)), donc fs est un isomorphisme. Mais Ker f et Coker f sont des groupes de
type multiplicatif (Exp. IX 2.7) de type constant, S étant connexe, donc réduits au
groupe unité, et f est un isomorphisme. Soit v l'isomorphisme réciproque de f. On
a:

v|, = v(n).

Par suite, le composé de v et de la projection de G’ sur G est un morphisme u : T — G
qui répond a la question. Ce qui précede prouve l’existence du morphisme u ; quant a
P'unicité elle résulte de toute fagon de Exp. IX 4.8 a).

2. Application

Nous nous proposons de généraliser le théoreme 7.1 de Exp. IX.

Soient A un anneau local noethérien complet, I son idéal maximal, S = Spec A,
Sm = Spec(A/T™). Pour tout préschéma X, posons X,,, = X Xg S,y.

Soient alors G un S-préschéma en groupes de type fini, T un S-tore, ¢ un entier
inversible sur S et u,, : Ty, — Gy, (m € N) une famille cohérente de morphismes de
groupes. L’entier n parcourant les puissances de ¢, notons w,,(n) la restriction de u,,
a Ty, et u(n) 'unique morphisme de groupes :

u(n): ,T— G
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qui prolonge les morphismes wu,,(n) pour tout m (1.6 a)). Nous dirons que la famille
(um), m € N, est admissible si pour tout point ¢t de S, il existe un sous-préschéma
fermé affine F7 de Gy qui majore u(n)z (,T;) pour tout n égal & une puissance de ¢
(cette propriété est indépendante de ¢ comme on va le voir).

Proposition 4.3. — Avec les notations ci-dessus, l'application canonique :
Homg 4 (T, G) — liLnHomsm_gr(Tm, Gn)
m

induit un isomorphisme du premier membre sur le sous-ensemble du second membre
formé des familles cohérentes « admissibles ».

En effet, il suffit d’appliquer 4.1 bis en prenant pour s le point fermé de S.

Corollaire 4.4. — Avec les notations ci-dessus, supposons de plus que G est a fibres
affines, alors l’application canonique :
Homg ¢ (T, G) — lim Homg,, ¢r (Ton, G

m

est un isomorphisme.
En effet, si G est a fibres affines, toute famille cohérente est « admissible ».

Remarque 4.5. — Lorsque G est séparé, on peut dans 4.3 remplacer 'anneau A par
un anneau noethérien I-adique ; on peut en effet utiliser EGA III 5.4.1 au lieu de 1.6

a).
3. Démonstration de 4.1

Lemme 4.6. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique, q un entier premier a la
caractéristique résiduelle de k, r un entier > 0, M(n) (n parcourant les puissances de
q) une famille cohérente de sous-groupes de G, de type multiplicatif et de type (Z/nZ)".
Alors il existe un plus petit sous-schéma fermé H de G qui majore les M(n) pour tout
n. De plus, H est un sous-groupe algébrique de G, lisse, connexe et commutatif « dont
la formation est compatible avec ’extension du corps de base ».

Soient M le sous-ensemble de ens(G) réunion des ensembles sous-jacents aux sous-
groupes M(n) pour tout n, et H le sous-schéma fermé réduit de G ayant I'adhérence
de M pour espace sous-jacent. Comme M(n) est étale sur k& donc réduit, M(n) est
contenu dans H et par suite, H est le plus petit sous-schéma fermé de G qui majore
M(n) pour tout n. Soit maintenant k une extension algébriquement close de k. Par
construction, les sous-schémas M(n) sont schématiquement denses dans H (Exp. IX
4.1), les M(n); sont donc schématiquement denses dans Hy (Exp. IX 4.5), par ailleurs
M(n)z est réduit, il en résulte que Hy est nécessairement égal au sous-schéma fermé
et réduit de G qui a pour espace sous-jacent ’adhérence de Mz. Ceci prouve que H
est géométriquement réduit (EGA IV 4.6.1). La famille M(n) étant cohérente, M est
stable par la loi de groupe, de plus M x; M est dense dans ens(H x; H) et Hx, H
est réduit (EGA IV 4.6.5); on en déduit immédiatement que H est un sous-groupe
algébrique de G. De plus H est lisse sur S, car il est géométriquement réduit (Exp. VIa
1.3.1) et H est commutatif puisque les M(n) sont commutatifs. Il reste a voir que H est
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connexe. Soient HY la composante neutre de H, m le nombre de points géométriques
de H/HY, ¢° I’exposant de ¢ dans la décomposition en facteurs premiers de m. Pour
tout entier n égal & une puissance de g, ¢°M(n) est alors contenu dans H?. Mais la
famille M(n) est cohérente et M(n) est de type (Z/nZ)", par suite ¢*M(ng®) = M(n).
Donc H? majore M(n) pour tout n et par suite est égal & H.

Ceci étant, nous allons préciser la condition c¢) de 4.1. En effet, d’apres ce qui
précede, nous pouvons considérer le plus petit sous-schéma fermé H; de G; qui majore
M(n); pour tout n. La formation de H; commutant avec I’extension du corps de base
(4.6), Hy = H; x; ¢ est contenu dans le fermé affine Fz, donc est affine. Bref, H,
est affine. D’autre part, nous savons (4.6) que H; est un groupe algébrique lisse,
connexe, commutatif. Il résulte alors de la structure des groupes algébriques affines
lisses commutatifs et connexes, sur un corps algébriquement clos (BIBLE 4 Th. 4),
que Hj est produit direct d’un tore Ty et d’un groupe unipotent Uz. Mais alors M(n)z
est nécessairement contenu dans Ty, donc Hy = T et par suite, H; est un tore.

Nous pouvons maintenant aborder la démonstration de 4.1.
a) Unicité de la solution : il suffit d’appliquer Exp. IX 4.8 b).

b) Cas ou S est le spectre d’'un anneau de valuation discrete A complet, a corps
résiduel algébriquement clos k. Notons K le corps des fractions de A, s le point fermé
de S, t le point générique, J I'idéal maximal de A, S,,, = Spec(A/J™), X,,, = X Xg Sy.

Distinguons deux cas :

ler cas : Le point s de 4.1 b) est le point générique ¢ de S. Soit alors T/ I'adhérence
schématique dans G du tore T;. La fibre fermée T, est donc un sous-groupe algébrique
de G;, de dimension r, qui majore M(n)s pour tout n, donc T/, majore H,. Mais Hy
est un tore qui contient M(n)s donc Hy a un rang au moins égal & r. Par suite Hy a
méme espace sous-jacent que la composante neutre de T’,. La « composante neutre »
(T')° de T’ est alors un sous-préschéma en groupes de G, plat, séparé (VIg 5.2) dont
la fibre générique T, est un tore et la fibre fermée réduite Hy est un tore. Mais alors
(T')° est un tore (Exp. X 8.8) que nous notons T. Les groupes , T et M,, sont lisses
sur S, donc réduits et comme ils ont méme espace sous-jacent, ils coincident. Donc le
tore T est la solution du probleme.

2éme cas : Le point s de 4.1 b) est le point fermé s de S. Quitte a remplacer G par
I’adhérence schématique dans G du plus petit sous-groupe algébrique H; qui majore
la famille M(n); (4.6), nous pouvons supposer G; affine.

Pour tout entier m > 0, il résulte de 2.2 qu’il existe un unique sous-tore T, de
G,, qui releve T et tel que pour tout entier n égal a une puissance de ¢, on ait
nTm = M(n),,. Par ailleurs, soit T/ = an’s. Comme k est algébriquement clos, T
est trivial et il existe un k-isomorphisme us : T", . T,. Le morphisme u, se releve
de maniére unique en un S,,-isomorphisme u,, : T, — T,, (Exp. IX 3.3). La famille
de morphismes u,,, m € N, définit & la limite un morphisme u des complétés formels
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T’ et G de T et G le long de leur fibre fermée :

T —" s

zJ/ j
T/
ou i et j désignent les morphismes canoniques.

Nous allons montrer que le morphisme u est algébrisable. Pour cela nous allons
nous ramener au cas ou le groupe G est affine.

Q<=—0

Lemme 4.7. — Soient S le spectre d’un anneau de valuation discréte A, X et Y deux
S-préschémas, quasi-compacts, quasi-séparés et plats sur S. Alors, Uapplication cano-
nique :

D(X, 6x) @4 T(Y, 6y) — DX X Y, 0x x, v)

est un isomorphisme.

Soit f : X — S (resp. g : Y — S) le morphisme structural. Comme X (resp. Y)
est quasi-compact et quasi-séparé, il résulte de EGA 19.2.2 et de EGA IV 1.7.4 que
f+(Ox) (resp. g«(Oy)) est une Og-algebre quasi-cohérente qui correspond donc & un
S-schéma affine X (resp. ?) Par hypothese, Y est plat sur S, il résulte alors de EGA
IIT 1.4.15, compte tenu de EGA IV 1.7.21, que l'application canonique (déduite du
morphisme canonique X — }Ni) :

F(XEY’ﬁf{xSY) —>F(X>S<Y,ﬁXst)

est un isomorphisme. Mais X étant plat sur S, X est plat sur S (car plat sur A équivaut
a sans torsion). Appliquons encore EGA III 1.4.15 en permutant les roles de X et Y,
on obtient un isomorphisme :

I(X,05)@aT(Y,05) ~T(XxY,0% , 3) = T(XxY,0% o)
S

d’ou le lemme.

Dans le cas présent, le S-groupe G est plat sur S et de type fini, donc quasi-compact
et quasi-séparé. On peut donc appliquer le lemme & G xg G :

F(G7 ﬁG) N F(G7 ﬁG) ;) F(G >S< G7 ﬁG Xg G)'

Au morphisme my : G xgG — G, définissant la multiplication dans G, correspond
donc un morphisme :

(G, 0c) — I'(G X G, 06 xsa) — (G, 0c) @A T(G, 0c)
donc un S-morphisme : o B
meg - G >S< G— G,
ou G désigne le S-schéma affine ayant T'(G, Og) pour A-algebre. Il est formel, & partir

de 1a, de vérifier que mg munit G d’une structure de S-schéma en groupes, telle que
le morphisme canonique v : G — G soit un morphisme de S-groupes.
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Remarque 4.8. — G joue le role d’un plus grand « quotient affine » de G, d’ailleurs,

on peut montrer que G est bien un quotient de G pour fpqc donc est de type fini sur
S (XVII App. 111, 2).

Dans le cas qui nous occupe, la fibre générique G; de G est affine, il résulte alors
de EGA T19.3.3 que v; est un isomorphisme. Comme G est affine, la famille cohérente
de morphismes :

wm:vmum:T;n—>C~}m (m € N)
provient d’un unique morphisme de S-groupes (Exp. IX 7.1)
w:T — G.

Soit alors T; le sous-tore de G égal & v, "w;(T}). Le tore T, est donc de rang r au
plus (comme image d’un tore de rang r). Montrons que T; majore M(n); pour tout
n. En effet, soit u(n), le S,,-isomorphisme (,,T'),,, — M(n),, obtenu par restriction
de up, & (,T)m. La famille cohérente de morphismes u(n),, provient d’un unique S-

isomorphisme u(n) : , T — M(n) (car M(n) est fini sur S). Pour tout entier m > 0,
on a alors les égalités :

Winl(,11), = (Omtim)](, 1), = (Vo u(n))m.
Par suite, w|, » =vou(n) (1.6 a)). En particulier, on a :
wt\(nT/)t = VUt © u(n)h
donc v; tw; (W T")¢ = u(n)e (WT')s = M(n);.

Ceci prouve bien que T; majore M(n); et entraine que T; est de rang r. On termine
comme dans le premier cas déja étudié, en considérant I’adhérence schématique dans
G de Ty, soit T”. Comme T; majore M(n);, alors T majore M(n)s donc majore T
(théoreme de densité). D’autre part, T étant plat sur S et T; de dimension r, T? est
de dimension r (Exp. VIg 4). Bref, T a méme espace sous-jacent que la composante

neutre de T”, et on conclut comme dans le premier cas que la composante neutre de
T” est un sous-tore de G qui répond & la question.

c) Fin de la démonstration de 4.1.

Pour prouver 'existence du sous-tore T, on peut supposer S réduit (2.2). Compte
tenu de 3.1 (ii) = (i), il suffit alors de prouver que 'ensemble U des points z de S tels
qu’il existe un sous-tore T, de G, avec , T, = M(n), pour tout n égal & une puissance
de ¢, est égal a ens(S). Le tore T, dont il est question est nécessairement unique et
par descente fpqc, il suffit de prouver son existence apres extension du corps résiduel
de = (Exp. IX 4.8 b)).

Ceci étant, comme S est localement noethérien et connexe et comme U n’est pas
vide (il contient le point s de 4.1 b)), on est ramené, par un raisonnement immédiat, &
prouver que si z et ' sont deux points de S, z étant une spécialisation de z’, et si I'un
des deux points appartient a U, alors les deux points sont dans U. Par la technique
habituelle (EGA II 7.1.9) on se rameéne au cas ot S est le spectre d’'un anneau de
valuation discrete complet & corps résiduel algébriquement clos, cas qui a été traité
dans b).
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Ceci acheéve la démonstration du théoreme 4.1.

5. Représentabilité du foncteur : sous-groupes lisses identiques a leur nor-
malisateur connexe

Proposition 5.1. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de présen-
tation finie, H un sous-préschéma en groupes de G, lisse a fibres connexes. Alors :

a) Le normalisateur N de H dans G est représentable par un sous-préschéma fermé
de G, de présentation finie sur S.

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) L’immersion canonique H — N est une immersion ouverte.
ii) Le groupe N est lisse le long de la section unité et sa composante neutre,
qui est alors représentable (Exp. VIg 3.10), est égale a H.

iii) Pour tout point s de S, on a Hy = (N,)Y.
Démonstration. Le préschéma en groupes H est localement de présentation finie sur
S (H est lisse sur S) et & fibres connexes, donc est de présentation finie sur S (Exp.
VIg 5.3.3). L’assertion a) est alors une conséquence de Exp. XI 6.11. L’équivalence
des conditions figurant dans b) est mise ici pour mémoire et a été démontrée dans
VIg 6.5.1.

Ceci étant, nous pouvons énoncer le théoreme principal de ce paragraphe :

Théoréme 5.2. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de présenta-
tion finie sur S, % (ou simplement £ s’il n’y a pas d’ambiguité) le S-foncteur tel
que pour tout S-préschéma S’ on ait :
Za(S') = ensemble des sous-préschémas en groupes de Ggr, lisses sur S', a
fibres connezxes, qui sont identiques a leur normalisateur connexe.

Alors le foncteur £ est représentable par un S-préschéma, réunion d’une famille
croissante (U;);en de sous-préschémas ouverts, quasi-projectifs, de présentation finie
sur S, donc a fortiori séparé sur S.

Premiéres réductions.
Pour tout entier r > 0, soit .%,. le sous-foncteur de .Z tel que pour tout S-préschéma
S’, on ait :
Z-(S') = ensemble des sous-préschémas en groupes de Gg/, lisses,
a fibres connexes, identiques a leur normalisateur connexe
et de dimension relative r.

Comme la dimension des fibres d’un groupe lisse est une fonction localement
constante, le monomorphisme canonique : %, — £ est représentable par une im-
mersion a la fois ouverte et fermée. Il suffit donc de montrer que pour tout r, .Z, est
représentable par un S-préschéma possédant les propriétés ci-dessus, car £ sera alors
représentable par le S-préschéma somme [, . -2

Pour tout entier n > 0, tout S-préschéma S’ et tout sous-préschéma en groupes H
de Gg/, nous noterons H(™ le ni*™¢ jnyariant normal de la section unité S’ — H de
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H (EGA 1V 16.1.2), de sorte que H(™) est un faisceau de Og-modules, de type fini,
qui correspond au ni*™¢ voisinage infinitésimal de la section unité de H. Si H est lisse
sur 8’ de dimension relative r, H™) est un &s-module localement libre dont le rang
p(n,r) ne dépend que de n et de r. Par ailleurs, comme H est un sous-préschéma de
Gg, on a un épimorphisme canonique, compatible avec I’extension de la base :

G ®epgs O =~ G(y,l) — H ™),

Introduisons alors le S-schéma projectif :

Pon,ry = Grass, ) <(G)(n)>

(EGA T 2° éd. 9.7; cf. aussi Séminaire Cartan, 1960/61, Exp. N°14 de A.Grothen-
dieck). Il résulte alors des remarques précédentes que 'application :

H— H™
définit un morphisme canonique :

Un,r + Zr — Pognn-

Le groupe G opere de maniére naturelle sur G, donc sur Py (n,r), par I'intermédiaire
de la représentation :

int : G — Autg . (G), g — int(g).

De plus, si S’ est un S-préschéma. quasi-compact et H un élément de .%,.(S'), on sait
(Exp. XI 6.11) que pour n assez grand, on a :

_ — (n)
N = Normg, , (H) = Normg,_, (H'™).
Pour chaque entier n > 0, introduisons le sous-foncteur .£" de .Z, tel que pour tout
S-préschéma S’, on ait :

Z"(S") = ensemble des sous-groupes H de Gg/ qui appartiennent a .%,.(S')
et tels que Norm,_, (H) = Normg, , (H™).

Représentabilité de L.

Comme lentier r est fixé jusqu’a la fin de la démonstration de 5.2, nous omettrons
de le rappeler dans les notations. Ainsi nous écrirons .Z, ", P,, u, au lieu de .%,,
grn7 Ptp(n,r)7 Up, -

Soit v,, la restriction de u,, au sous-foncteur " de Z. Il résulte de la définition
de Z™ et de 5.1 b) ii) que v, est un monomorphisme. En fait on a le lemme suivant :

Lemme 5.3. Le morphisme v, est une immersion de présentation finie. A fortiori,
L™ est représentable par un S-préschéma, quasi-projectif et de présentation finie
sur S.

Quitte a remplacer S par P,,, on est ramené par la technique habituelle a prouver
lassertion suivante : Soit Q € P,,(S) et considérons le sous-foncteur .# du foncteur
hs représenté par Pobjet final S de Sch/S, tel que pour tout S-préschéma S’; on ait :
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F(S') = hg(S') (ensemble réduit & un élément) s’il existe H € £"(S') tel que
H™ = Qg,
F(S') = o sinon.
Alors, le monomorphisme canonique : # — S est une immersion de présentation finie.
Commengons par transformer la définition du foncteur .%. Pour cela, notons que
le normalisateur de Q dans G est représentable par un sous-préschéma en groupes N
de présentation finie sur S (& savoir 'image réciproque du point Q de P, (S) par le
morphisme :
Je dis que le foncteur % coincide avec le sous-foncteur de hg suivant :
F(S') = hg(S') sion a:
(a) Ng est lisse le long de la section unité et de dimension relative 7.
(b) (Ng/)™ (qui est alors canoniquement un élément de P,,(S')) est
égal a QS/ .
F(S') = @ sinon.
En effet, notons provisoirement .%#7 le foncteur .% premiere maniere et .%5 le fonc-
teur .# deuxiéme maniere. Alors :

i) F1(S') = hs(S') = F(S) = hs(S).

En effet, soit H € .#"(S') le sous-groupe de Gg tel que H™ = Qg/. On a donc :

Normg, , (H) = Norm,, HM) = Normg_, (Qs) = Ngr.

Donc d’apres 5.1 b) ii), Ng est lisse le long de la section unité et sa composante
neutre est H. Par suite, Ng/ est de dimension relative » et comme H est ouvert dans
Ng/ (d’aprés 5.1 b) i)), on a (Ng/)(™ = H™ = Qg. Bref, #»(S") = hg(S').

i) Fa(S') = hs(S') = F1(S) = hs(S).

Par hypothese, Ng: est lisse le long de la section unité, de dimension relative r; sa
composante neutre est donc représentable (Exp. VIg 3.10) par un sous-préschéma en
groupes H, lisse sur S’, & fibres connexes de dimension r. Comme H est invariant dans
Ng/ et ouvert dans Ng/, on a les inclusions suivantes :

Ng/ C Normg, , (H) C Norm, , HM) = Norm,, (Ngf)) = Normg_, (Qs/) = Ngr.

Les inclusions ci-dessus sont donc des égalités. La premiére inclusion montre alors que
H est égal a son normalisateur connexe et la deuxieme montre que H est un élément
de Z™(S'). Clest dire que #1(S') = hs(S).

Les implications i) et ii) entrainent .7 = %#,. Nous gardons la deuxiéme définition
du foncteur .# et nous allons d’abord « représenter la condition a) » par une immersion
de présentation finie. Pour cela, il suffit d’appliquer le :
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Lemme 5.4. — Soient S un préschéma, X un S-préschéma localement de présentation
finie sur S, o : S — X une section de X, r un entier > 0 et L : (Sch/S)° — (Ens) le
sous-foncteur de S défini comme suit :

L(S") = hs(S) si Xg est lisse le long de la section og et de dimension
relative r auz points de og/(S').

L(S") = @ sinon.
Alors :
a) Le monomorphisme L — S est une immersion de présentation finie.

b) Soit J le faisceau conormal relatif a Uimmersion : S — X (EGA 1V 16.1.2) ;
supposons que pour tout point s de S, J ®epg, k(s) soit de rang au plus r, alors
Uimmersion L — S est une immersion fermée.

Démonstration. Le foncteur L est de nature locale sur S, ce qui nous rameéne au cas
ou S est affine. Quitte & remplacer X par un voisinage de o(S), on peut supposer X
de présentation finie sur S, puis (EGA IV 8.9) S noethérien (noter, dans le cas b),
que la formation du faisceau conormal commute & lextension de la base (EGA IV
16.6.4) et que le rang des fibres de J est une fonction constructible sur S). Ceci étant,
pour tout S-préschéma S’, notons J' = Jg le faisceau conormal relatif & la section og,
soient S*(J'), canoniquement isomorphe & S*(J)s, l'algébre symétrique de J' sur Oy,
Gr.(og ) le faisceau de Og/-algebres graduées associé a o (EGA IV 16) et pour tout
entier n > 0 soit o, g : S™(J') — Gry,(og) 'épimorphisme canonique.

Il résulte de EGA IV 17.12.3 et de EGA Opy 19.5.4 que, pour que Xg soit lisse le
long de la section g et de dimension relative r aux points de og/(S’), il faut et il
suffit que :

i) J' soit un Og/-faisceau localement libre de rang r.
ii) Pour tout entier n > 1, 0y, g soit un isomorphisme.

Or il résulte de TDTE IV, lemme 3.6, que « le foncteur qui rend J localement libre
de rang r » est représentable par un sous-préschéma S;, fermé dans S dans le cas
b). Remplacant S par S; on est ramené au cas ou J est localement libre de rang r.
Procédons alors par récurrence sur l’entier n. Supposons avoir représenté par un sous-
préschéma fermé S,,_; de S le « foncteur qui rend les morphismes o, s/ injectifs pour
tout entier ¢ < n — 1 », et montrons que le « sous-foncteur® qui rend on,g injectif »
est représentable par un sous-préschéma fermé S,, de S,,_;. Remplagant S par S,,_;
nous pouvons supposer que o, est bijectif pour ¢ < n — 1. Mais alors, le (n — 1)ime
invariant normal X1 relatif & la section oy admet une suite de composition :
XO© . X(™=1 dont les quotients successifs Gry (0s)y...,Grp_1(0s) sont localement
libres sur Og donc plats, par suite X"~ est plat sur Os. Comme la formation de
X® commute & I’extension de la base (EGA IV 16), on a pour tout S-préschéma S’ :

Grn(ds/) = Ker Xg}) — X(Sr,b_l) = (GTn(U))S/ et On,s" = (Un,S)S"

)N.D.E.:ona remplacé « foncteur » par « sous-foncteur ». Faudrait-il écrire « qui rend o4 g/ injectif
pour g < n»?
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Donc, le foncteur qui nous intéresse est « celui qui rend le morphisme o, g injectif ».
Ce foncteur est de nature locale sur S, ce qui nous permet de supposer S affine et S™(J)
libre sur Og. Mais il est clair alors que le foncteur en question est représentable par
le sous-schéma fermé de S défini par I'idéal engendré par les coordonnées de Ker oy, g
par rapport & une base de S™(J).

Comme S est noethérien, la suite décroissante {S, } de sous-préschémas fermés de
S est stationnaire, et la valeur stationnaire représente le foncteur L, ce qui acheve la
démonstration de 5.4.

Revenons a la question de la représentabilité de ™. Remplagant S par un sous-
préschéma convenable Sp, on peut donc supposer N lisse le long de la section unité
et de dimension relative . Le foncteur .Z™ est alors le « foncteur des coincidences »
de deux sections de P, au-dessus de S, h et g, correspondant aux faisceaux Q et N()
(condition b) intervenant dans la définition du foncteur %5 ci-dessus). Il est donc
représentable par le sous-préschéma fermé de S, image réciproque de la diagonale de
P, xs P, par le morphisme de présentation finie h xg g. Ceci acheve la démonstration
de 5.3.

Etude des morphismes de transition L™ — L™.
Si un sous-groupe H de Gg/ appartient & £"(S’), il appartient a fortiori & Z™(S’)
pour tout m > n, d’ott des monomorphismes naturels :

uyt L — L™ pour m = n.

Lemme 5.5. — Le morphisme u]' est une immersion ouverte.

Quitte a changer S, nous sommes ramenés au probleme suivant : Soient H €
2™ (S),
N = Norm, (H) = Norm (H™)), N’ = Norm, (H™)

et soit 2 : (Sch/S)° — (Ens) le foncteur des coincidences de N et de N’ défini par
2(8") = hg(S') si Ngs = Ng, et 2(S') = @ sinon. Nous devons montrer que 2 — S
est une immersion ouverte. Or je dis que Z est aussi le sous-foncteur de S qui « rend
I'immersion H — N’ ouverte ». En effet, si Ny = Ng,, alors Hys — Ng, est bien une
immersion ouverte puisqu’il en est ainsi de Hgs — Ng/ (prop. 5.1). Réciproquement, si
Hgs — Ng, est une immersion ouverte, H étant a fibres connexes, Hg: est la composante
neutre de Ng, (Exp. VIg 3.10) et par suite est invariant dans Ng,, donc Ng, C Ngr.
Comme de toute facon N’ majore N, on a bien Ngs = Ng,. Les préschémas en groupes
H et N’ sont de présentation finie sur S et H est plat sur S; le fait que 2 — S soit
une immersion ouverte résulte alors de Exp. VIg 2.6.

Fin de la démonstration de 5.2.

Les foncteurs £ étant représentables et les morphismes de transition u]' étant
compatibles entre eux et représentables par des immersions ouvertes, il existe un S-
préschéma X, réunion d’une suite croissante d’ouverts (X;);en, tel que X; représente
le foncteur .Z" et tel que si on identifie £ & X;, 'inclusion X; — X; (j > i) s’identifie
a uf . Pour conclure que X représente le foncteur .2, il suffit alors de remarquer que,
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dans la catégorie des faisceaux sur Sch/S munie de la topologie de Zariski (Exp. IV
6.1), on a :
X =1limX; et £ = 1lim £".
pr— p—

Remarque 5.6. — Avec les notations précédentes, supposons de plus que S ait toutes
ses caractéristiques résiduelles nulles, alors pour tout entier r» > 0, le foncteur %,
est égal a £, donc est représentable par un S-préschéma de présentation finie et
quasi-projectif sur S. En effet, il suffit de montrer que si H € %,.(S’), 'immersion
canonique :
H — N = Norm_, (HY)
S

est une immersion ouverte (car cela entraine N = Normg,_, (H), donc H € ZHS).
Comme H est plat sur S, H et N de présentation finie sur S, il suffit (Exp. VIg 2.6)
de montrer que pour tout point s de S, H; — N, est une immersion ouverte. Or il
résulte facilement(®) du théoréme de Cartier (Exp. VIg 1.6) que si G est un groupe
algébrique sur un corps de caractéristique 0 et si H est un sous-groupe algébrique
connexe, on a :

Normg (H) = Normg, (Lie H) = Norm (HW).

Par contre, si S possede des caractéristiques résiduelles non nulles, les sous-foncteurs
Z" de &, peuvent former une suite strictement croissante (méme lorsque S est
quasi-compact) et dans ce cas, .Z,. n’est pas représentable par un S-préschéma, quasi-
compact sur S. Prenons par exemple le groupe algébrique G, défini sur un corps
k de caractéristique p > 0, égal au produit semi-direct du tore T = G,, x G,,
par le groupe unipotent U = G, x G,, l'opération de T sur U étant définie par :
(t,t',u,u') — (tu,t’n'). Pour tout entier n > 0, considérons alors le sous-groupe lisse
et connexe U,, de U d’équation «’ = u?", et le sous-tore T,, de T d’équation ¢ = t*".
Il est immédiat de vérifier que T,, opere sur U, et que le sous-groupe G,, de G, égal a
T, -U, est lisse, connexe et identique a son normalisateur dans G. Or tous les groupes
Gy, pour n > m, sont distincts et ont méme voisinage infinitésimal d’ordre p™.

Remarque 5.7. — 1l existe sur .Z un faisceau inversible canonique L, dont la restriction
a tout ouvert U de £, quasi-compact sur S, est S-ample. En effet, considérons le sous-
préschéma en groupes H de G ¢ lisse sur .Z, a fibres connexes, égal a son normalisateur
connexe et qui est universel pour ces propriétés. Je dis que 'on peut prendre pour
L, le faisceau (dét(LieH))™! (rappelons que si F est un faisceau de Os-modules sur
un préschéma S, qui est localement libre de rang fini, dét(F) désigne le &s-module
inversible dont la restriction au sous-préschéma ouvert et fermé S, de S (r > 0) ou F
est de rang r, est égale & A\"(F)). Nous gardons les notations de la démonstration de
5.2. Pour prouver l'assertion faite sur L, nous pouvons nous limiter au foncteur £
et prouver que L[|z~ est S-ample. Considérons I'immersion canonique v, : £ — Py,
et soit Q le faisceau localement libre sur P,,, universel pour la grassmanienne P,,.
Par construction, on a : v¥(Q) = H™ (ol maintenant H désigne le sous-préschéma
en groupes de G.gn, universel pour le foncteur .Z;"). Or dét(Q) est le faisceau ample

(O)N.D.E.: On peut appliquer par exemple la proposition I1.6.1 du livre de M. Demazure et P. Gabriel,
Groupes algébriques 1, Masson & North Holland (1970).
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canonique sur P, (EGA T 2°éd., 9.7), donc dét H(™ est ample relativement & L0
(EGA 1T 4.6.13 i) bis). Notons encore J le faisceau conormal, égal & H), et S¢(J) la
partie homogene de degré g de I’algebre symétrique de J sur Og». Comme H est lisse
sur £, il est immédiat que I'on a un isomorphisme canonique :

détH™ ~ T dets(d).

1<g<n

D’autre part, on démontre que pour tout faisceau localement libre J de rang r et pour
tout entier ¢ > 0, il existe un isomorphisme canonique :

dét S9(J) ~ (dét J)®*,

ol s > 0 est un entier qui ne dépend que de r et de g. Finalement, on obtient :
dét H™ ~ (dét J)®* pour un entier s > 0 convenable, donc (EGA II 4.5.6), détJ =
(dét LieH)~! est bien S-ample.

Remarque 5.8. — Soient S un préschéma, G et H deux S-préschémas en groupes de
présentation finie sur S, ¢ : H — G un S-homomorphisme de groupes qui est un
monomorphisme. Si H est lisse sur S, & fibres connexes, on sait (Exp. XI 6.11) que
N = Normg (H) est représentable par un sous-préschéma en groupes fermé de G, de
présentation finie sur S. Supposons de plus que N est lisse le long de la section unité
et a méme dimension relative sur S que H. La composante neutre N° de N est alors
représentable par un sous-préschéma en groupes ouvert de N, lisse sur S (Exp. VIp
3.10). Le monomorphisme i se factorise évidemment & travers N°. En fait on a H = N°.
En effet, pour tout point s de S, on a Hy = (N°),, ces deux groupes algébriques étant
connexes, lisses, et de méme dimension. Comme H est plat sur S, on en déduit que
H — NY est un isomorphisme (EGA IV 17.9.5). Finalement, H est un sous-préschéma
en groupes de G. On a donc montré que le foncteur . introduit dans ce paragraphe
est identique au foncteur des sous-groupes H de G, lisses sur S, a fibres connexes et
égaux a leur normalisateur connexe.

6. Foncteur des sous-groupes de Cartan et foncteur des sous-groupes pa-
raboliques

Lorsque G est un groupe algébrique lisse et connexe, défini sur un corps k algébri-
quement clos, on a défini les sous-tores de G, les sous-tores maximaux, les sous-groupes
de Cartan (Exp. XII 1) les sous-groupes de Borel (Exp. XIV 4.1), les sous-groupes
paraboliques (Exp. XIV 4.8 bis). Nous étendons ces notions au cas d’un préschéma
en groupes sur une base quelconque, de la fagon suivante :

Définition 6.1. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de présenta-
tion finie sur S, H un S-préschéma en groupes, ¢ : H — G un S-monomorphisme qui
fait de H un sous-groupe de G. Nous dirons que H est un sous-tore de G (resp. un
sous-tore maximal de G, un sous-groupe de Cartan, un sous-groupe de Borel, un
sous-groupe parabolique) si :

i) H est lisse sur S.
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ii) Pour tout point géométrique 5 au-dessus de S, Hs est un sous-tore de (Gz)%,

(resp. un sous-tore maximal, un sous-groupe de Cartan, un sous-groupe de Borel, un
sous-groupe parabolique).

Remarques 6.1. bis. —  a) Si le S-groupe H est un sous-tore de G (resp. ...), ses
fibres sont connexes, et par suite H est de présentation finie sur S (Exp. VIg 5.3.3).

b) Si H est un sous-tore de G, alors H est un tore au sens de Exp. IX, comme il
résulte immédiatement de Exp. X 8.1. De plus le monomorphisme i : H — G est une
immersion (cf. 8.3 ci-apres).

c) Si G est lisse sur S, a fibres connexes et si H est un sous-groupe de Cartan de
G (resp. un sous-groupe de Borel, un sous-groupe parabolique), le monomorphisme
1 : H — G est une immersion, de sorte que nos définitions coincident avec celles intro-
duites dans Exp. XII et Exp. XIV. En effet, H est alors identique & son normalisateur
connexe (d’apres XII 6.6 c¢), XIV 4.8 et 4.8 bis) et il suffit d’appliquer 5.8.

Définition 6.1. ter. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes localement
de type fini, s un point S. On appelle rang nilpotent de G au point s, et on note p, (s),
la dimension des sous-groupes de Cartan de (Gg)%,. On définit de fagon analogue le
rang réductif p.(s), le rang unipotent p,(s), le rang abélien pqp(s) (cf. Exp. X 8.7).

Si maintenant G est un groupe algébrique, lisse et connexe, défini sur un corps
k algébriquement clos, rappelons que le radical de G, noté rad(G) est le plus grand
sous-groupe algébrique de G, qui est invariant, lisse, connexe et résoluble ; G/ rad(G)
est alors semi-simple (utiliser Exp. XII 6.1 pour se ramener au cas G affine). Si G est
de plus affine, on définit le radical unipotent rad"(G) de G comme étant le plus grand
sous-groupe algébrique de G, invariant, lisse, connexe et unipotent : G/rad“(G) est
alors réductif.

Proposition 6.2. — Soient S un préschéma, G et H deuxr S-préschémas en groupes de
présentation finie sur S, i : H — G un S-monomorphisme de groupes qui fait de H un
sous-groupe de G et soit P(s) 'une des propriétés suivantes concernant le point s de

S :
i) (Gg5)%y est une variété abélienne (resp. est affine, est un tore, est unipotent).
ii) (Hs)%, est un tore mazimal de Gs.

iii) (Hz)%, est le centralisateur dans (Gz)%y d’un tore de Gz (resp. est un sous-
groupe de Cartan de Gsz).

iv) (Hz)%, est un sous-groupe de Borel (resp. un sous-groupe parabolique) de Gs.

v) (Hs)%, est le radical de G (resp. (Gs)%, est semi-simple).

vi) Gz est affine et (Hs)%,, est le radical unipotent de Gz (resp. (Gs)%y est réduc-
tif).

Alors l’ensemble E des points s de S, tels que P(s) soit vraie est localement

constructible (EGA Oyp 9.1.11).
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Remarque 6.2.1. — Cette proposition complete Exp. VIg §10. Par ailleurs, on peut
encore préciser la structure de E, en utilisant des théoremes de semi-continuité
(cf. Exp. X 8.7); nous en verrons un exemple un peu plus loin.

Démonstration de 6.2.

Notons que si S est le spectre d’un corps, E est invariant par extension de ce corps.
Une réduction standard (EGA IV 9) permet alors de nous ramener au cas ot S est
noethérien intégre, de point générique 7. On doit montrer que E ou ens(S)\ E, contient
un voisinage de n (EGA IV 9.2.1). On peut supposer S affine d’anneau A et de corps
des fractions K. Si L est une extension finie de K, il est immédiat qu’il existe une
sous-A-algebre B de L, finie sur A, ayant L pour corps des fractions. Le morphisme
canonique : S’ — S, ot S’ = Spec B, est dominant, de présentation finie, donc 'image
d’un ouvert non vide de S’ contient un ouvert non vide de S (EGA IV 1.8.4). Du point
de vue qui nous intéresse, nous pouvons donc remplacer S par S, donc remplacer K
par une extension finie L. Ainsi nous pouvons choisir L de fagon que (Gr,)y¢a et (Hr )réd
soient lisses sur L (EGA IV 4.6.6). Quitte & restreindre S, nous pouvons supposer que
Greq et Hygq sont des préschémas en groupes lisses sur S (Exp. VIg §10 et EGA IV 17).
Vu les propriétés a démontrer, nous pouvons remplacer G et H par leurs composantes
neutres (Exp. VIg 10.9) réduites, donc supposer G et H lisses sur S, a fibres connexes.
Enfin, nous pouvons supposer que H est un sous-préschéma en groupes fermé de G
(Exp. VIg 10.4).

Démonstration de 1). Quitte a faire une extension finie de K, nous pouvons suppo-
ser que G, possede une « décomposition de Chevalley », c.-a-d. est extension d’une
variété abélienne D,, par un groupe algébrique linéaire F,, lisse et connexe (Séminaire
Bourbaki 1956/57 N°145). D’apres Exp. VIg 10.16, il existe un voisinage ouvert U de
7, tel que cette extension générique provienne d’une extension :

1—F—Gly —D—1.

On peut de plus supposer F et D lisses sur U, a fibres connexes, F affine sur U et
D propre sur U (EGA IV 8, 9 et 17). Pour tout point s de U, (D, Fy) est alors la
«décomposition de Chevalley » de G;. Par suite, G4 est une variété abélienne (resp. est
affine) si est seulement si Fy (resp. Dy) est le groupe unité, ce qui est une propriété
constructible (EGA IV 9.2.6.1).

Pour établir les deux dernieres assertions de i), nous pouvons, vu ce qui précede,
supposer G affine sur S. Soient ¢ un nombre premier inversible sur S et ,G le « noyau »
de DIélévation a la puissance ¢'®™° dans G. Il résulte facilement de la structure des
groupes algébriques affines que Gy est un tore (resp. est unipotent) si et seulement si
a) 4G est quasi-fini, ce qui est une propriété constructible (EGA IV 9.3.2) et b) G,
a r? points géométriques, ou r désigne la dimension relative de G sur S (resp. (G,
a un seul point). Or la fonction s — (nombre de points géométriques de ;G;) est
constructible (EGA IV 9.7.9). Ceci achéve de démontrer (i).

Démonstration de iii). a) Cas d'un centralisateur d’un tore. Supposons que H,, =
Centan (T,), ou T,, est un tore de G,, et montrons que H, est le centralisateur d’un
sous-tore de G4 pour s dans un voisinage de n. D’apres i), quitte & restreindre S, on
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peut supposer que T, provient d’un sous-tore T de G. Mais alors, Z = Centr(T) est
représentable (Exp. XI 6.11) par un sous-préschéma en groupes de G. Comme H et
Z coincident génériquement, ils coincident au-dessus d’un voisinage de 7. Ceci nous
prouve que ’ensemble E des points s de S tels que H soit le centralisateur dans G
d’un sous-tore de G est ind-constructible (EGA IV 1) et ce résultat nous suffira pour
établir, dans le lemme 6.6 ci-apres, que E est une partie ouverte de S; a fortiori, E
sera bien une partie localement constructible de S.

ili) b) Cas d’un sous-groupe de Cartan. Supposons que H, est un sous-groupe de
Cartan de G,, et montrons que H, est un sous-groupe de Cartan de G, en tout point
s d’'un voisinage de 7. Le groupe H,, est le centralisateur dans G, d’un tore de Gy,
et est nilpotent (Exp. XII 6.6). D’apres a) et Exp. VIg 8.4, H, possede les mémes
propriétés en tout point s d’un voisinage U de 7. Pour tout point s de U, le groupe
H; a donc méme rang réductif que Gy et son unique tore maximal est central (Exp.
XII 6.7), c’est donc le centralisateur d’un tore maximal de Gg, c.-a-d. un groupe de
Cartan de Gg.

Supposons maintenant que H ne soit pas un sous-groupe de Cartan de G et mon-
trons que Hg n’est pas un sous-groupe de Cartan de Gg pour s dans un voisinage
U de 1. Compte tenu de Passertion provisoirement admise dans (a) ci-dessus, nous
pouvons nous limiter au cas ou H est le centralisateur dans G d’un sous-tore T. Mais
alors H,, contient un sous-groupe de Cartan C,, de H,. On vient de voir que, quitte
a restreindre S, C,, se prolonge en un sous-groupe de Cartan C de G, que 'on peut
supposer contenu dans H. Par hypotheése H, majore strictement C,,, donc H; majore
strictement Cg pour s dans un voisinage U de n (EGA IV 9.5.2); a fortiori, Hs n’est
pas un sous-groupe de Cartan de G4 pour s dans U.

Démonstration de ii). Supposons que H,, soit un tore maximal de G, et soit C,, son
centralisateur dans G,,. D’apres i) et iii), H est un tore au-dessus d’un voisinage U de
n et C = Centrg, (H|u) est un sous-groupe de Cartan de G|y. Pour prouver que H
est un tore maximal de G sur un voisinage de 7, on peut alors remplacer G par C,
puis par la composante linéaire F d’une décomposition de Chevalley de C (cf. i)). Soit
q un entier inversible sur S, ,F le noyau de I’élévation & la puissance ¢'®™° dans F.
Comme F est affine, nilpotent, lisse et connexe, Fz est le produit direct de son tore
maximal T par un groupe unipotent (BIBLE 6-04), donc (F = ;T,. Comme H, est
un tore maximal, (H, = I, et par suite, ;H = ;I au-dessus d'un voisinage V de 7.
Pour tout point s de V, ;Hy = T, donc Hy = T est un tore maximal.

Supposons maintenant que H, ne soit pas un tore maximal de G,,. D’apres i), nous
pouvons nous limiter au cas ou H,, est un tore, puis supposer qu’il est contenu dans
un tore T, strictement plus grand. Ce dernier se prolonge en un tore T qui majore
strictement H sur un voisinage U de 7. A fortiori, H; n’est pas un tore maximal pour
seU.

Démonstration de iv). Quitte a restreindre S, on peut supposer que le centre Z de G
est représentable (Exp. VIg 10.11) et plat sur S, ainsi que le quotient G/Z (loc. cit.).
La propriété « Hy majore Zs » est constructible (EGA IV 9.5.2) et tout sous-groupe
parabolique de Gy contient Z; (Exp. XIV 4.9 a)); ceci nous permet de remplacer
G par G/Z donc de supposer G affine sur S (Exp. XII 6.1 et i)). On peut encore
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supposer que G/H est représentable, mais alors H; est un sous-groupe parabolique de
Gs si et seulement si (G/H); est propre (BIBLE 6. Th.4 b)) ce qui est une propriété
ind-constructible (EGA IV 9.3.5). Donc E est ind-constructible et ceci nous suffira
pour prouver que E est ouvert (Lemme 6.6) donc localement constructible.

Examinons maintenant le cas des sous-groupes de Borel. Si H,;, est un sous-groupe
de Borel de G, c.-a-d. un sous-groupe parabolique résoluble de G, ce qui précede
et Exp. VIg 8.4 entrainent que ces propriétés sont encore vraies en tout point s d’un
voisinage de 7. Si maintenant H, n’est pas un sous-groupe de Borel de G, pour
prouver qu’il en est de méme aux points s d’un voisinage de 7, nous pouvons nous
limiter (vu ce qui précede) au cas ot H,, est un sous-groupe parabolique, puis supposer
que H, contient un sous-groupe de Borel B,. On vient de montrer que ce dernier se
prolonge en un sous-groupe de Borel B de G sur un voisinage U de 1. Comme H,,
majore strictement B,,, alors H, majore strictement B, en tout point d’un ouvert V,
et Hy n’est pas un sous-groupe de Borel de G4 pour s € V.

Démonstration de v). Supposons que H, soit le radical de G,,. Le groupe H, est
donc invariant dans G, résoluble (lisse et connexe), il en est donc de méme de H,
pour s appartenant a un voisinage U de n (Exp. VIg 8 et 10), donc, pour s € U, Hy
est contenu dans le radical de G;. Remplagant G par G/H (Exp. VIg 10), il nous faut
prouver que si G,, est semi-simple, G est semi-simple en tout point d’un voisinage
V de 7. Grace a i) et ii), on peut supposer que G est affine sur S et possede un tore
maximal T. Soit W le groupe de Weyl de T (Exp. XII 2) qui est quasi-fini et étale
sur S, donc fini et étale sur un ouvert V. Il résulte alors des propriétés élémentaires
des racines (Exp. XIX 1.12) que G est semi-simple au-dessus de V.

Supposons maintenant que H,, ne soit le radical de G,,. Quitte a remplacer K par
une extension finie L, on peut supposer que G,, possede un radical R,,. D’apres ce qui
précede, R, se prolonge en un sous-préschéma en groupes R de G|y, tel que pour tout
s € U, Ry soit le radical de Gg. Par hypothese, R, # H,,. Donc Ry # H, pour s € V.
Reste & prouver que si G, n’est pas semi-simple, il en est de méme de G, aux points
voisins, mais c’est un cas particulier de ce qui précede (prendre H = groupe unité).

Démonstration de vi). La démonstration est tout-a-fait analogue a celle de v),
compte tenu de i), et est laissée au soin du lecteur.

Corollaire 6.3. — Soient Sy un préschéma quasi-compact, S; (i € L), un systéme pro-
jectif de Sg-préschémas, affines sur Sy, S = liLHSi (EGA 1V 8.2), Go un préschéma en
groupes de présentation finie sur So, G; = Go Xg, Si, G = Go Xg, S, H un sous-groupe
de G. Alors si H est un sous-tore de G (resp. un sous-tore mazimal, un sous-groupe
de Cartan, un sous-groupe de Borel, un sous-groupe parabolique), il existe un indice
i € L, et un sous-groupe H; de G;, tel que H = H; xg, S et que H; soit un sous-tore
de G; (resp. ...).

En effet, H est lisse, a fibres connexes, donc de présentation fine sur S (Exp. VIg
5.3.3). D’apres (Exp. VIg §10) il existe un ¢ € L et un sous-groupe H; de G;, lisse sur
S, tel que H = H; xg, S. Le corollaire Exp. 6.3 résulte alors de la définition 6.1, de 6.2
et de EGA 1V 9.3.3.
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Corollaire 6.3. bis. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de pré-
sentation finie sur S. Alors les fonctions py, pr, pu, pap (cf. 6.1 ter) sont des fonctions
localement constructibles sur S.

11 nous suffit de montrer (EGA IV 9.) que si S est un schéma intégre noethérien de
point générique 7, les fonctions en jeu sont constantes sur un voisinage de 7. Quitte
a remplacer S par un schéma S’, fini sur S, dominant S, nous pouvons supposer que
G, possede un sous-groupe de Cartan C,), possedant une décomposition de Cheval-
ley:1 - L, — C, — A, — 1. Le raisonnement fait dans 6.2 i) prouve que cette
décomposition se prolonge en une décomposition de Chevalley sur un voisinage de 7 :

1—L—C—A—1.

De plus, on peut supposer que C est un sous-groupe de Cartan de G (6.3) et que
le tore maximal T, de L, se prolonge en un tore maximal T de L (6.3). Le corollaire
résulte immédiatement de la et des définitions.

6.4.0. Soient alors S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de présentation
finie sur S, .Z le foncteur des sous-groupes de G, lisses, a fibres connexes et égaux a
leur normalisateur connexe (cf. §5); £ est représentable (5.2 et 5.8). La suite de ce
paragraphe est consacrée a ’étude de certains sous-foncteurs de .£. Plus précisément,
introduisons les sous-foncteurs de .Z, notés £% (resp. €7, resp. &), définis de la
maniére suivante : pour tout S-préschéma S, L€ (S') (resp. €7 (S'), resp. Z(5))
est I'ensemble des sous-groupes H de Gg/, lisses sur S’, & fibres connexes, égaux a
leur normalisateur connexe et tels que pour tout point s de S/, Hz contienne un sous-
groupe de Cartan (6.1) de Gz (resp. soit le centralisateur dans (Gz)%, d’un sous-tore
de Gs, resp. soit un sous-groupe parabolique (6.1) de Gy).

Théoréme 6.4. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de présenta-
tion finie sur S, alors les S-foncteurs L€, €7, P ci-dessus (6.4.0) sont représen-
tables par des S-préschémas de présentation finie sur S, quasi-projectifs sur S.

Remarque 6.5. — Si G est a fibres lisses, par exemple si G est lisse sur S, ou si les
caractéristiques résiduelles de S sont nulles (Exp. VI 1.6.1), tout sous-groupe H de
G, lisse sur S, a fibres connexes, tel que pour tout point s de S, Hg contienne un sous-
groupe de Cartan de (Gs3)°, est nécessairement égal & son normalisateur connexe (et
par suite est un élément de £%(S)). En effet, grace a 5.1 iii), on peut supposer que
S est le spectre d’un corps, auquel cas la propriété a été signalée a la fin de 1’énoncé
de Exp. XIII 2.1.

Notons que I'on a des monomorphismes naturels :

CT

.

LC—— 2.
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Montrons que ces monomorphismes sont des immersions ouvertes de présentation finie,
(ce qui prouvera déja, compte tenu de 5.2 que L€, €7, & sont représentables par
des S-préschémas, réunion d’une suite croissante de sous-préschémas ouverts, quasi-
projectifs et de présentation finie sur S). Or ceci va résulter, par la technique habi-
tuelle, du lemme suivant :

Lemme 6.6. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de présentation
finie, H un sous-groupe de G, lisse a fibres connexes. Alors l’ensemble des points
s de S tels que Hz contienne un sous-groupe de Cartan de Gz (resp. soit égal au
centralisateur, dans (Gs)%,y, d'un tore de Gz) est un ouvert de S. Si de plus, H est
égal & son normalisateur connexe *), l’ensemble des points s de S, tels que H, soit

un sous-groupe parabolique de G4 est également un ouvert de S.

L’assertion a démontrer est locale sur S, ce qui nous permet de supposer S affine,
puis par EGA IV 8.1 et 6.3, S noethérien. Notons E I’ensemble des points de S possé-
dant la propriété en question. Il résulte alors des assertions effectivement démontrées
de 6.2 que E est ind-constructible. Mais S est noethérien, donc pour prouver que E est
ouvert, il suffit alors de montrer que E est stable par générisations (EGA IV 1.10.1).
Utilisant EGA II 7.1.9, nous sommes finalement amenés & prouver que si S est le
spectre d’un anneau de valuation discrete, et si le point fermé s appartient a E, alors
il en est de méme du point générique t. Nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 6.7. — Soient A un anneau local noethérien complet, S = Spec A, s le point
fermé de S, H un S-préschéma en groupes, lisse a fibres connexes, Ts un sous-tore de
H,. Alors :

1) Il existe un sous-préschéma en groupes fermé C de H, lisse, a fibres connezes,
tel que Cy = Centry (T).

ii) Pour tout point t de S, Cy est le centralisateur dans Hy d’un sous-tore T; de Hy.

~

Démonstration de 6.7. Soit T un S-tore, tel qu'’il existe un isomorphisme ug : T, —
T, (Exp. X 4.6). Soient m l'idéal maximal de A, A,, = A/m", S,, = SpecA,,, H,, =
H xgS,, etc. Comme H est lisse sur S, pour tout entier n > 0, il existe un S,,-
morphisme de groupes :
up : T, — H,

qui releve ug (Exp. IX 3.6) et on peut supposer par récurrence sur n que u, releve
Up—1. S0it d’autre part ¢ un nombre premier inversible sur S; pour tout entier ¢ égal a
une puissance de ¢, notons yu,, la restriction de u,, au sous-groupe (T . Pour £ fixé et
n variable, les morphismes yu,, forment un systeme projectif, donc proviennent d’un
unique S-morphisme de groupes su : (/T — H (1.6 a)). Comme H est séparé (Exp.
VIg 5.2) et que ug est un monomorphisme, ;u est un monomorphisme (Exp. IX 6.8)
et méme une immersion fermée, puisqu’il est fini, ,T' étant fini sur S. Notons M(¢) le
groupe image. Il est clair que la famille de sous-groupes de type multiplicatif M(¢) est
cohérente au sens de 4.1. Soit Cy = Centry (M(¢)), qui est représentable par un sous-
préschéma en groupes (2.5), fermé (H est séparé), lisse sur S (Exp. XI 2.4). Les C,

() hypothése en fait superflue, cf. XVII App. III 3.
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forment une famille filtrante, décroissante de sous-schémas fermés, donc stationnaire,
H étant noethérien. La valeur stationnaire est un sous-groupe C, lisse et fermé, tel
que C,; = Centry (T,) d’apres le théoreme de densité (Exp. IX 4.7). Il nous reste &
montrer que pour tout point ¢t de S, C; est le centralisateur dans H; d’un sous-tore
T (ce qui entrainera que C; est connexe). Mais cela va résulter du lemme plus précis
suivant, appliqué & la famille M(¢); de sous-groupes de H; :

Lemme 6.8. — Soient G un groupe algébrique conneze, défini sur un corps k, r un
entier > 0, q un entier premier d la caractéristique (7 de k, M(¢) (¢ parcourant les
puissances de q) une famille cohérente de sous-groupes de type multiplicatif de G, de
type (Z/CZ)" (cf. 4.6), M le sous-groupe algébrique de G engendré par les M(£) (loc.
cit.), T Dunique tore mazimal de M (cf. 3.4). Alors on a

Centr (T) = Centr (M) = Centr (M(¥)) pour { assez grand.

La derniére égalité est bien claire. Pour démontrer la premiére, introduisons le
centre Z de G, G’ = G/Z, M’ (resp. T') I'image de M (resp. T) dans G’, K I'image
réciproque de T dans G (c.-a-d. le sous-groupe algébrique de G engendré par T et
Z). 1 suffit évidemment de prouver que K D M, donc que T/ = M’. Or, M est lisse et
connexe (4.6) et G’ est affine (Exp. XII 6.1), donc M’ est produit direct de son tore
maximal T’ (Exp. XII 6.6 d)) et d’un groupe unipotent (BIBLE 4 Th. 4) (on peut
supposer k algébriquement clos). L’image de M(¢) dans M’ est donc nécessairement
contenue dans T'. Donc 'image réciproque de T’ dans M, majore M(¢) pour tout ¢,
donc est égale & M. Par suite M’ = T’. Ceci prouve 6.8 et donc 6.7.

Ceci étant, démontrons 6.6. Nous nous sommes ramenés au cas ou S est le spectre
d’un anneau de valuation discrete A, que 1'on peut supposer de plus complet & corps
résiduel algébriquement clos. Quitte a remplacer A par son normalisé dans une ex-
tension finie de son corps des fractions, on peut supposer que (Gy)req est lisse®). 11
est clair que, pour prouver 6.6, on peut remplacer G par la composante neutre de
I'adhérence schématique dans G de (G;)%,, donc supposer que G est plat sur S, a
fibres connexes, et que Gy est lisse.

a) Supposons que H; est le centralisateur dans (G;)r¢q d'un tore Ty et montrons
que H; est alors le centralisateur dans G; d’un sous-tore de G;. D’apres le lemme
6.7, il existe un sous-schéma en groupes C de H, lisse sur S, dont la fibre fermée est
H; et tel que C; = Centry, (T;), ot T; est un sous-tore de H;. Comme H est lisse
sur S, a fibres connexes, on en conclut, pour des raisons de dimension, que C = H.
Gardant les notations de 6.7, on a : H = C = C; pour ¢ grand. Considérons de
méme C) = Centrg (M(¢)) (2.5), et soit C’ la valeur stationnaire de Cj, pour ¢ grand
(2.5 bis). Le schéma en groupes C' majore H et est tel que C, = Centrg, (T;) (6.8)
et C, = Centrg (T,). L'hypothese faite sur H, implique : dim Hy = dim C/. Par
ailleurs, dim Hy = dim H; (car H est lisse sur S) et dim C} < dim C/, (Exp. VIg 4.1),
donc on a dim H; = dim C}. Mais G; étant lisse et connexe, C; = Centrg, (T;) est lisse
et connexe, donc finalement on a H; = C} = Centrg, (T;).

(T)N.D.E. : on a supprimé le mot « résiduelle ».
(8)N.D.E. : détails ou références & donner ici. . .

436

437



438

439

278 EXPOSE XV. COMPLEMENTS SUR LES SOUS-TORES

b) Supposons que Hy contienne un sous-groupe de Cartan Cg de Gy, c.-a-d. le
centralisateur dans (Gg)ysq d’un tore maximal Ts de G,. D’apres 6.7, il existe un
sous-schéma en groupes C de H, lisse sur S, a fibres connexes, qui releve Cj,. Il suffit
évidemment de prouver que C; contient un sous-groupe de Cartan de G;. Or d’apres
a) appliqué avec H = C, C; est le centralisateur dans G; d’un sous-tore de Gy, donc
contient un sous-groupe de Cartan de G;.

c¢) Supposons que H; soit un sous-groupe parabolique de Gg. Soit N = Norm, (H).
Par hypothese, H est égal a son normalisateur connexe, donc Ny est lisse, et par
suite est égal a : Norm g ) . (Hs) = Hs (Exp. XII 8 bis). Mais alors N est plat sur S.
Nous verrons dans Exp. XVI, que dans ces conditions, G/N est représentable. Comme
H; = N, est une sous-groupe parabolique de G, (G/N); est propre. Comme (G/N)
est & fibres connexes, et plat sur S, il résulte de EGA III 5.5.1 que (G/N) est propre
sur S. Donc (G/N); = G;/N; est propre sur ¢, et il en est de méme de G;/H;, puisque
N;/H; est fini. Il suffit alors d’appliquer le lemme suivant :

Lemme 6.9. — Soient k un corps, G un k-groupe algébrique, H un sous-groupe algé-
brique lisse et connexe de G, N = Normg H, alors si dimH = dimN et si G/H est
propre, H est un sous-groupe parabolique de G.

En effet, on peut supposer k algébriquement clos et G lisse et connexe. Le centre Z
de G est contenu dans N, et I'hypothese dim H = dim N, entraine que Z’ = (Z)% est
contenu dans H, donc G = G/Z’ est affine (Exp. XII 6.1). Remplagant G par G’, et
H par son image dans G’, on est ramené au cas ou G est affine (Exp. XIV 4.9) et le

lemme 6.9 résulte alors de BIBLE 6 Th. 4. Nous avons donc démontré le lemme 6.6.

Pour achever de démontrer 6.4, il nous faut prouver que les S-préschémas qui re-
présentent € (resp. €7, resp. &) sont de présentation finie sur S. Cette assertion
est locale sur S, ce qui nous permet de supposer S affine, puis, G étant de présentation
finie, S noethérien (EGA IV 8.9). Nous venons de voir que les inclusions naturelles :
€T — £ (resp. ¥ — &) sont des immersions, il en est donc de méme des inclu-
sions : €7 — L€ (resp. P — ZL€) et par suite, il suffit de prouver que £%€ est
représentable par un S-préschéma de présentation finie.

Reprenons les notations introduites dans 5.2. Pour tout entier n > 0, soit donc £
le sous-foncteur de .Z tel que :

Z"(S')={He Z(8) telsque Normg_ (H)= Normg, HMY,

Le S-foncteur " est donc représentable par un sous-préschéma ouvert de .2,
somme des .Z". Chaque .Z" est de présentation finie sur S (5.3) et est vide pour
r > Sup,cg dim G, (qui est un nombre fini, S étant quasi-compact), donc £™ est de
présentation finie sur S. Il suffit de prouver que Z% est contenu dans Z" pour n
assez grand.

Pour tout point s de S, soit d(s) le plus petit entier n (fini ou infini) tel que
ZLCc, C £G4, . Il suflit de montrer que la fonction d est bornée sur S, car si M est un

majorant, £% sera ensemblistement contenu dans .2, donc .£% sera contenu dans
LM puisque ce dernier est un ouvert de .. Un argument immédiat de constructibilité
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nous ramene a prouver que si S est noethérien integre de point générique ¢, alors la
fonction d est bornée sur un voisinage de t.

a) Réduction au cas ou G est lisse sur S.

Procédant comme dans 6.2, on voit que quitte a changer S, on peut supposer
que (G)req est un préschéma en groupes lisse sur S, que nous noterons G’. Posons
X = YCq, X = L€q et soit H (resp. H') le sous-préschéma en groupes de Gx
(resp. G%.) universel pour le foncteur £ €' (resp. £ % ). Comme H est lisse sur X,
H xx(X¢a) est réduit, donc contenu dans Gg(réd et c’est un élément de L€ q/ (Xysd),
d’oti un morphisme canonique p : X,¢q — X'. Il est clair que p est un monomorphisme ;
montrons que p est méme une immersion. Soit N’ le normalisateur de H' dans Gx:.
L’ensemble des points s de X’ tels que I'immersion H, — N/ soit une immersion
ouverte est un ouvert U et H'|y — Ny est une immersion ouverte (Exp. VIg 2.5 et
EGA IV 17.9.5). 1l résulte de 5.1 iii) que U est le plus grand ouvert de X’ au-dessus
duquel H’ est égal & son normalisateur connexe dans Gxs, donc H'|y € L€ g (U).
On en déduit immédiatement que p est un isomorphisme de X,¢q sur U,gq. Si on sait
montrer que .Z% ¢ est de type fini lorsque G est lisse, X’ sera de type fini sur S, donc
Xyea sera de type fini (S est noethérien) et par suite sera contenu dans ,,S”GM pour M
assez grand et il en sera de méme de X.

b) Cas ou S est le spectre d’un corps k algébriquement clos, de caractéristique p > 0
et G est un groupe algébrique lisse sur k.

Au lieu d’utiliser les voisinages infinitésimaux H(™ d’un sous-préschéma en groupes
H de G, nous utiliserons les sous-groupes radiciels g» (H), noyaux des itérés du mor-
phisme de Frobenius dans H (Exp. VII5 4), ce qui est légitime ici, vu que gn (H) est
contenu dans le voisinage infinitésimal d’ordre p™ de la section unité de H. Si T est un
sous-tore de G, pn(T) = pn (T) et il est immédiat par dualité que Centrq (,(T)) est
égal & Centr (T) pour n assez grand. On a alors la proposition plus précise suivante :

Proposition 6.10. — Soient k un corps de caractéristique p > 0, G un k-groupe algé-
brique lisse, T un tore maximal de Gy, m le plus petit entier tel que :

Centr; (ym (T))° = Centrg (T)°.
Alors, pour tout k-préschéma S et pour tout H € £€(S), on a :
Normg, (H) = Normg (¢ (H)).
A fortiori, L€ est contenu dans LP" .

Comme H est lisse sur S, de présentation finie sur S et a un rang nilpotent constant
(& savoir celui de G), nous verrons au paragraphe suivant (7.3), que le foncteur ¢y
des sous-groupes de Cartan de H est représentable par un S-préschéma, lisse sur S
(le lecteur vérifiera que la démonstration donnée de cette propriété, n’utilise pas le
fait que £%n soit de type fini sur S). Il résulte alors de Exp. XIII 3.1 que 'on peut
considérer l'ouvert U des points réguliers de H.

Soit S" un S-préschéma, g un élément de G(S’) normalisant pm (H)g/. Pour prouver
que g normalise Hg/, il suffit de prouver que int(g)Ug: est contenu dans Hg/ ; en effet,
Hg Nint(g)Hg: contiendra alors un sous-groupe ouvert de int(g)H, donc sera égal a
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int(g)H, puisque ce dernier est & fibres connexes. Quitte & remplacer S’ par un S”
convenable, puis S” par S, on est ramené & prouver que si g € G(S) normalise pm (H)
et si u € U(S), alors int(g)u € H(S).

Or soit C 'unique sous-groupe de Cartan de Hg qui « contient » u (Exp. XIII 3.2).
Il nous suffit de montrer que C’ = int(¢)C C H. Comme H € Z%¢(S), C est aussi
un sous-groupe de Cartan de G, mais ce dernier posséde des tores maximaux, donc
(Exp. XII 7.1 (a)) C est le centralisateur dans G de son unique tore maximal T. Il
résulte de la définition de m (et du fait que deux tores maximaux de G sont localement
conjugués pour fpqce (Exp. XII 7.1)) que 'on a :

C = (Centr (T))° = Centrg(ym (T))",
d’oll par conjugaison par g :
¢ = Centrg (int(9) (pm (T)))".
Mais int(g)(,m (T)) est un sous-groupe de type multiplicatif de int(g)(zm= (H)) égal &
rm (H) (g normalise pm (H)), donc est contenu dans H. Il résulte alors de Exp. XIIT 2.1

(qui est démontré lorsque la base est un corps, mais s’étend immédiatement au cas
d’une base quelconque) que pour que C’ soit contenu dans H, il suffit que l'on ait :

Lie C' C Lie H.
Or, LieC’' = int(g)(Lie C) C int(g)(Lie H).

D’autre part, si m > 1, ce qu’il est loisible de supposer, on a (en utilisant Exp.
VIIa 4.1.2) :

LieH = Lie(p= (H)) = Lie (int(g) (g~ (H))) = int(g)(Lie H).
Donc Lie C' C LieH, ce qui acheve la démonstration de 6.10.

Nous aurons besoin d’une autre définition de ’entier m introduit dans 6.10.

Lemme 6.11. — Soient G un groupe algébrique, lisse, défini sur un corps k algébri-
quement clos, de caractéristique p > 0, T un tore maximal de G, g = LieG et R la
famille des caractéres non nuls de T qui interviennent dans la représentation de T
dans g induite par la représentation adjointe de G. Pour tout élément r € R, notons
er le plus grand entier n tel que p™ divise r dans le groupe des caractéres de T. Alors
m = Sup,.cr(e, +1) si R # @ et m =0 sinon.

En effet, Centr (T) est lisse et contenu dans Centrg, (,m (T)), donc :
(Centrg, T)" = (Centrg (,m (T)))" <= Lie(Centrg, T) = Lie(Centrg (pm (T)))
— gt =g  (Exp. II 5.2.3)
Or avec les notations habituelles, on a :
g=00® o
reR

Donc g¥ = gy et glrm(™) = gy + [, cr 8", out R" est la partie de R formée des
caracteres de T dont la restriction a ,m (T) est nulle. Mais un caractére non nul r de
T, a une restriction nulle & ,m (T) si et seulement si m < e,, d’out le lemme.
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c¢) Revenons & la démonstration de 6.4. Nous nous sommes ramenés (d’apres le point
a) et le paragraphe qui le précede), au cas ou S est un schéma intégre noethérien et G
est lisse sur S. Nous devons montrer que la fonction d est bornée sur un voisinage du
point générique t de S. Quitte a changer S, nous pouvons supposer que G possede un
tore maximal (6.2) trivial T = Dg(M). Soit alors g = [[,cy 8" la décomposition de
I’algébre de Lie de G suivant les caractéres de T et soit R ’ensemble fini des caracteres
non nuls de M, tels que g* # 0. Distinguons alors deux cas :

1er cas : le point t, et par suite tous les points de S, ont une caractéristique résiduelle
p > 0. Il est clair, vu ce qui précede, que la fonction d est alors majorée par p™, ou
m est défini comme dans 6.11.

2eme cas : le point t a une caractéristique résiduelle nulle. Pour tout A € R, soit n) le
plus grand entier qui divise A dans le groupe M, et posons n = [[ ny, A € R. Pour tout
nombre premier ¢ divisant n, notons S, la partie fermée de S formée des points de S
dont la caractéristique résiduelle est égale & ¢ et soit U I'ouvert non vide (il contient
t) complémentaire dans S de la réunion des S,. Si maintenant s est un point de U, ou
bien s a une caractéristique résiduelle nulle et alors d(s) = 1 (5.6), ou bien s a une
caractéristique résiduelle p > 0 qui ne divise pas n, donc 'entier m, relatif au groupe
G, défini dans 6.11, est inférieur ou égal & un. Par ailleurs, il résulte de Exp. VII(¥)
que 'on a :

Normg,, (g1 (H)) = Norm,_, (Lie H) = Normg, , HD).

Finalement, il résulte de 6.10 que si H € £%¢,(S), on a : Normg ,(H) =
Normg,, (HM), et par suite d(s) < 1, donc d est bornée par 1 sur U.
Ceci acheve la démonstration de 6.4.

Corollaire 6.12. — Soient S un préschéma et G un S-préschéma en groupes de présen-
tation finie. Supposons que le rang nilpotent (resp. la dimension des sous-groupes de
Borel) des fibres de G soit une fonction localement constante sur S, alors le foncteur
€ des sous-groupes de Cartan de G (resp. le foncteur B des sous-groupes de Borel de
G) est représentable par un S-préschéma de présentation finie sur S.

En effet, quitte a restreindre S, on peut supposer que le rang nilpotent des fibres
v est constant. Mais alors il est clair que % est représenté par le sous-préschéma a
la fois ouvert et fermé du préschéma X qui représente £% (6.4), au-dessus duquel le
sous-groupe universel de Gy relatif au foncteur £%, est de dimension relative v. La
démonstration est analogue pour le foncteur %, compte tenu de la représentabilité du
foncteur &.

7. Sous-groupes de Cartan d’un groupe lisse

Proposition 7.1. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de présen-
tation finie, lisse sur S, a fibres connexes.

(9N.D.E. : argument & expliciter. . .
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i) Soit €.7 le S-foncteur (Sch/S)° — Ens, tel que pour tout S-préschéma S', on
ait :

€T (S') = ensemble des sous-préschémas en groupes H de Gg/, lisses sur S, tels
que pour tout point s' de S', Ho soit le centralisateur dans G d’un sous-tore de G.
Alors, €T est représentable par un S-préschéma de présentation finie sur S, lisse et
quasi-projectif sur S.

i) Si S est artinien et si H € €7(S), H est le centralisateur dans G d’un sous-
tore de G. Si S est le spectre d’un anneau local hensélien, et si H € €7 (S), H est le
centralisateur dans G d’un sous-groupe de type multiplicatif de G, étale sur S.

iii) SiL est un S-préschéma en groupes, lisse et de présentation finie sur S, i : L —
G un S-monomorphisme de groupes, et H un élément de € .7 (S), alors Transp (H,L)
et TranspstrG(H, L) (cf. Exp. VIII 6.5 €)) sont représentables par des sous-préschémas
fermés de G, lisses sur S.

iv) SiHe €7(S), H est fermé dans G, N = Norm, (H) est représentable par un
sous-préschéma en groupes de G, fermé et lisse sur S ; N/H est représentable par un S-
préschéma en groupes, séparé sur S, étale et de type fini sur S ; G/N est représentable
par un S-préschéma lisse et quasi-projectif sur S.

v) Soit G’ un S-préschéma en groupes, de présentation finie sur S et u: G — G/,
un S-morphisme de groupes, fidélement plat, de sorte que G’ satisfait aux mémes
hypothéses que G (Exp. VIg 9). Alors si H € €7 (S), limage de H par u est repré-
sentable par un sous-préschéma en groupes H' de G’ qui est un élément de € T/ (S).
De plus, H — H' est fidelement plat et si H est le centralisateur dans G d’un tore T,
H' est le centralisateur dans G’ du tore T' = u(T).

vi) Sous les conditions de v), considérons le S-morphisme :
uw:6Tq— C€Tq, H+— H = u(H).

Alors uw est un morphisme fidélement plat quasi-compact ; si de plus Ker u est central,
U est un isomorphisme, lisomorphisme réciproque étant H' — u=1(H’).

Démonstration de ii). Pour la premiere assertion, on peut supposer S local artinien
de point fermé s. Soit H € €.7(S) et Ts le tore central maximal de Hz qui est déja
défini sur x(s) (cf. 3.4). Comme Hy € €7 (s), on a : Hy = Centrg_T,. Le groupe H
est lisse, donc Ty se releve (de maniére unique) en un sous-tore T de H, central dans
H (Exp. IX 3.6 bis et Exp. IX 5.6). Mais alors H = Centr, T majore H et a méme
fibre que H; comme H est plat sur S, on a H=H’" (Exp. VIg 2.5).

Supposons maintenant que S soit le spectre d’un anneau local hensélien, qu’on peut
supposer noethérien par les réductions habituelles. Notons s le point fermé de S, T
le tore central maximal de Hy, ¢ un entier inversible sur S, ¢ une puissance de ¢, T
un S-tore ayant une fibre fermée isomorphe a T (Exp. X 4.6). Soit d’autre part (H
le « noyau » de I'élévation a la puissance /1™ dans H et soit Uy le plus grand ouvert
de ¢H qui est étale sur S. Il résulte alors de 1.3 et du fait que H est plat sur S que Uy,
majore ¢Ts. Comme S est hensélien, il existe un unique S-morphisme :

Ug:gT—>Ug
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qui, sur la fibre fermée, induit I'immersion canonique ;Ts — (Uy)s. En raison de
l'unicité, on voit facilement que wy est un morphisme de S-groupes, central (Exp. IX
5.6 a)). Procédant alors comme dans 6.6 et 6.7, on montre que uy est une immersion
et que si My est le groupe image u,(¢T), alors Centr (M) est égal & H pour ¢ assez
grand (c’est ici que sert 'hypothese S noethérien).

Démonstration de i). Le groupe G est lisse sur S, & fibres connexes, donc si H €
€7 (S), H a ses fibres connexes (Exp. XII 6.6 b)) et est égal & son normalisateur
connexe (6.5) de sorte que le foncteur 4.7 défini dans 7.1 i) coincide avec le foncteur
aussi noté .7 qui a été défini dans 6.4.0. Donc, d’apres le théoreme 6.4, €7 est
représentable par un S-préschéma de présentation finie et quasi-projectif sur S. Il reste
a montrer que ce préschéma est lisse sur S. On se ramene d’abord par EGA IV 8§,
au cas ou S est affine noethérien. Grace a Exp. XI 1.5, il suffit alors de prouver que
si S est le spectre d’un anneau local artinien, Sg un sous-schéma défini par un idéal
nilpotent, Hy un élément de €.7(Sy), alors Hy se releve en un sous-préschéma en
groupes H de G, lisse sur S. Or d’apres ii), Hy = Centrg T, ot Ty est un sous-tore
de Gy. Comme G est lisse, T se reléve en un sous-tore T de G (Exp. IX 3.6 bis), et il
suffit de prendre H = Centr (T) qui est bien lisse sur S (Exp. XI 2.4 et lemme 2.5).

Démonstration de iii). Comme H est lisse, & fibres connexes, alors, d’apres Exp. XI
6.11, Transp G(H, L) est représentable par un sous-préschéma fermé de G, de présen-
tation finie sur S. Pour montrer que ce transporteur est lisse, on se ramene, comme
ci-dessus, a prouver que si S est local artinien, Sy un sous-préschéma fermé de S,
go € G(So) tel que int(gg)Ho C Lo, alors gg se reléve en g € G(S) tel que int(g)H C L.
Le groupe G étant lisse sur S, il existe une section g; de G qui releve gg; soit
H' = int(g;)H. C’est donc un élément de €7 (S) tel que Hy C Ly. D’apres ii), H’
est le centralisateur dans G d’un tore T' de G. Comme L est lisse, le tore T{, de Lg se
releve en un tore T” de L (Exp. XI 3.6 bis). Le groupe Centr; T” est contenu dans
Centry T”, a méme fibre que ce dernier (& savoir Hy) et est lisse, donc est égal a
Centr T” = H”. Les sous-tores T’ et T” de G sont deux relevements de Tj, donc
sont conjugués par un élément h de G(S) se réduisant suivant la section unité de Gg
(Exp. IX 3.3 bis); il en est donc de méme de leurs centralisateurs H' et H” dans G.
La section g = hgp releve go et 'on a bien int(g)H C L.

Si maintenant g € Transp, (H,L)(S), pour que int(g)H = L, il faut et il suffit que
pour tout s € S, dim Hy = dim L. Il en résulte que si U désigne le sous-préschéma de
S a la fois ouvert et fermé au-dessus duquel les fibres de H ont méme dimension que
celles de L, le transporteur strict de H dans L, TranspstrG(H,LL est représentable
par le S-préschéma :

U x Transp, (H, L).

Démonstration de iv). Pour voir que si H € €7 (S), H est fermé dans G, on peut
supposer S affine noethérien, puis S spectre d’'un anneau local complet (EGA IV
8), mais alors H est le centralisateur dans G d’un sous-groupe de type multiplicatif
(d’apres ii)) donc est fermé puisque G est séparé sur S (Exp. VIg 5.2).
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Drapres iii), N = Normg(H) = Transpstr ,(H, H) est représentable par un sous-
préschéma en groupes lisse sur S et fermé dans G. Considérons le S-morphisme :

G— %7, g — int(g)H.

Il résulte de iii) que ce morphisme est lisse, son image est donc un ouvert U de €7 .
On prouve alors comme dans Exp. XI 5.3 que G/N est représentable par U, donc en
particulier est quasi-projectif.

Etudions maintenant le quotient N/H. Grace & EGA IV 8, pour prouver que N/H
est représentable, on peut supposer S affine noethérien, puis S spectre d’'un anneau
local A donc de dimension!?) finie. Nous allons procéder par récurrence croissante
sur la dimension de S. Si dimS = 0, la propriété résulte de Exp. VIn §4. Notons
maintenant que si N/H est représentable, il est séparé sur S (car H est fermé dans
N d’apres iv)), de type fini et étale sur S (car N est lisse sur S, de type fini et H
est ouvert dans N), donc N/H est nécessairement quasi-affine sur S (SGA1 VIIL.6.2).
Par descente effective des schémas quasi-affines (loc. cit. 7.9), on peut remplacer A
par son complété donc supposer S spectre d’un anneau local noethérien complet.
Soient s son point fermé et U = S\ s. Par hypothese de récurrence, (N|y)/(H|u)
est représentable par un U-groupe K. Soient alors T le tore central maximal de Hy,
¢ un entier inversible sur S, ¢ une puissance de g, My "unique sous-groupe de type
multiplicatif de H, central, qui releve ;T (cf.ii)). Choisissons ¢ assez grand pour
que Centry(My) = H, et soit N = Normg(M;). Comme Centr,(M,) = H, on a
N’ C Normg (H). De plus, on vérifie immédiatement que T (donc aussi (My)s) est un
sous-groupe caractéristique de Hy (c.-a-d. stable par Aut,,(Hs)), donc Ng normalise
(My)s et par suite Ny = N’. La démonstration de Exp. XI 5.9 prouve alors que
le quotient N'/H = Normg (M)/ Centr (M) est représentable par un S-groupe K'.
Comme N’ est lisse sur S et que N, = N, N’ est un sous-groupe ouvert de N (Exp.
VIg 2.5) qui contient H, donc 'image de N’|y dans K est un sous-groupe ouvert,
isomorphe & K'|yy. Soit L le S-préschéma obtenu par recollement de K et de K’ grace
a l’isomorphisme précédent et soit p le S-morphisme N — L, obtenu par recollement
des projections canoniques N|y — K et N’ — K'. 1l est clair que (L, p) représente le
quotient N/H.

Démonstration de v). Supposons d’abord que S soit le spectre d’un corps k. L’image
H’ de H est alors un sous-groupe lisse de G’. Nous devons montrer que H' € €7 ¢/ (S),
ce qui va résulter du lemme plus précis suivant :

Lemme 7.2. — Soient u : G — G’ un épimorphisme de k-groupes algébriques lisses et
connexes, T un tore de G, T' son image dans G’, alors :

u(Centrg, T) = Centrg, T'.

Notons H = Centr T, H = Centry, T/, H” = w(H). On a H” C H'. Pour prouver
que H = H”, on peut supposer le corps de base algébriquement clos et il suffit de
prouver que tout sous-groupe de Cartan de H' est contenu dans H”. En effet, H”
contiendra alors 'ouvert des points réguliers de H’, donc H” sera un sous-groupe

(10)N.D.E. : (de Krull)
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ouvert de H' et par suite sera égal & H' puisque ce dernier a ses fibres connexes. Soit
donc C’ un sous-groupe de Cartan de H'; C’ est aussi un sous-groupe de Cartan de
G’, puisque H' est le centralisateur d’un tore T/, donc a méme rang réductif et méme
rang nilpotent que G’. Posons K = (u=1(C’))%,. Comme T est dans le centre de H’,
C’ contient T’, donc K contient T. Soit alors C un sous-groupe de Cartan de K qui
contient T. Le tore T est contenu dans I'unique tore maximal de C qui est central dans
C (Exp. XII 6.6 ¢)) donc C est contenu dans H = Centr, T. Utilisant maintenant le
fait que deux sous-groupes de Cartan de G sont conjugués et que 'image d’un sous-
groupe de Cartan de G est un sous-groupe de Cartan de G’ (Exp. XII 6.6), on en
déduit que C est aussi un sous-groupe de Cartan de G, son image est donc un sous-
groupe de Cartan de G’; comme elle est contenue dans C’, on a u(C) = C’, donc C’
est bien contenu dans H”.

Nous avons donc établi v) lorsque S est le spectre d’un corps k. Etudions maintenant
le cas général. Comme G, H et G’ sont de présentation finie sur S, pour prouver que
u(H) est représentable et est un élément de €7 ¢/ (S), on se ramene par la technique
habituelle au cas ou S est affine noethérien, puis au cas ou S est le spectre d’un anneau
local. Par descente fpqc des sous-préschémas de G/, on peut méme supposer que S est
le spectre d’'un anneau local noethérien complet A.

Reprenons les notations de ii), c.-a-d. : Soient T le tore central maximal de H,
(s est le point fermé de S), My un sous-groupe de type multiplicatif de H qui releve
¢Ts et tel que H = Centr M,. Soit T/, 'image de T dans G,. Comme G’ est séparé
sur S (Exp. VIg 5.2), 'image de My par u est un sous-groupe de type multiplicatif
M, de G’ (Exp. IX 6.8). Posons alors H" = Centry, M), qui est un sous-préschéma
en groupes lisse de G’. Pour tout entier ¢/ égal & une puissance de g, il existe £
tel que (M})s majore ¢T%, on peut donc supposer ¢ choisi assez grand pour que
H, = Centrg, T, = us(H;), olt la derniére égalité résulte de 7.2. La restriction de u
a H, soit v, se factorise évidemment & travers H'. Prouvons que v : H — H’ est un
morphisme plat. Comme H et H’ sont plats sur S et que Hy, — H/, est plat, v est plat
sur un voisinage de Hy (EGA IV 11.3.10 et 11.3.1). Le morphisme v est donc plat
sur un sous-groupe ouvert de H (Exp. VIg 2.2) donc v est plat, H ayant ses fibres
connexes. L’image ensembliste de H est donc un ouvert de H' (nécessairement égal a
(H")?) qui, muni de sa structure induite, représente le faisceau image u(H) (pour la
topologie fpqc). Le fait que u(H) soit un élément de € 7 ¢/ (S) résulte alors de 7.2.

Supposons maintenant que H soit le centralisateur dans G d’un tore T et soit T’
Iimage de T par u, qui est un sous-tore de G’ (Exp. IX 6.8). L’image de H par u est
contenue dans Centrq, (T'), coincide fibre par fibre avec ce dernier (7.2) et est lisse
sur S, donc u(H) = Centrq, (T7).

Démonstration de vi). Pour montrer que @ est un S-morphisme fidelement plat,
sachant que €7 ¢ et €T ¢ sont lisses sur S (d’apres i)), il suffit de le vérifier sur
les fibres géométriques. Nous sommes donc ramenés au cas ou S est le spectre d’'un
corps k algébriquement clos. Soient H' € 47 g/ (k), T/ son tore central maximal,
T un sous-tore de G dont I'image est T/, H = Centr(T), de sorte que H' = wu(H)
(7.2), N = Normg(H), N = Norm,(H'). Nous avons montré dans iv) que G/N
(resp. G’ /N') s’identifient canoniquement & des voisinages ouverts de H dans 4.7 g
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(resp. de H' dans 4.7 /). Moyennant ces identifications, la restriction de u & G/N
coincide avec le morphisme naturel :

w:G/N— G'/N’

déduit de u par passage au quotient. Or w est un épimorphisme d’espaces homogenes
sous G donc est fidelement plat. Ceci prouve que @ est un morphisme plat tel que
u(€.7 ), qui est donc un ouvert de ¥.7 @, contienne tout point de €7 ¢/ (k). Comme
€ T g est de type fini sur k, on en déduit que u est surjectif, donc est fidelement plat.

Les assertions complémentaires contenues dans vi) dans le cas ot Keru est central
résultent de Exp. XII 7.12.

Le théoreme suivant généralise le théoreme 7.1 de Exp. XII :

Théoréme 7.3. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes de présenta-
tion finie sur S, lisse, a fibres connexes et considérons le S-foncteur € : (Sch/S)° —
Ens tel que :

€ (S") = ensemble des sous-groupes de Cartan de Gg.

i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le foncteur € est représentable.

b) Le foncteur € est représentable par un S-préschéma lisse, quasi-projectif,
de présentation finie sur S a fibres affines.

¢) Le groupe G posséde localement pour la topologie étale un sous-groupe de
Cartan.

d) Le groupe G posséde localement pour la topologie fidelement plate un sous-
groupe de Cartan.

e) Le rang nilpotent des fibres de G est une fonction localement constante sur

S.

ii) i les conditions précédentes sont réalisées, deux sous-groupes de Cartan de G
sont localement conjugués pour la topologie étale. L’ensemble des points réguliers des
fibres de G (Exp. XIII 2.7) est un ouvert Gyeg, de présentation finie sur S, et toute
section de Greg au-dessus de S est contenue dans un sous-groupe de Cartan de G et
un seul.

iii) Soit G’ un S-préschéma en groupes de présentation finie sur S et u : G — G’
un S-morphisme de groupes fidélement plat, de sorte que G’ est lisse sur S, a fibres
connezes. Alors si C est un sous-groupe de Cartan de G, u(C) = C' est représentable
par un sous-groupe de Cartan de G’ et C — C' est fidélement plat.

iv) Sous les conditions de 1) et iii) le morphisme :
u: g — Cor, Cr—u(C)=C
est fidélement plat. Si de plus Ker(u) est central, u est un isomorphisme.

v) Pour tout renseignement complémentaire concernant les transporteurs, les rela-
tions avec les tores mazximauzx, on pourra consulter 7.1 et Exp. XII 7.1.
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Démonstration. i) On va montrer que b) = ¢) = d) = e) = b) = a) = d).

b) = c¢). Soit s un point de S. Comme % est lisse sur x(s), il existe des points de
%, dont le corps résiduel est une extension finie séparable de k(s). Appliquant Exp.
XTI 1.10, on voit qu’il existe un voisinage ouvert U de s et un morphisme étale surjectif
U’ — U tel que Gy possede un sous-groupe de Cartan.

¢) = d) est bien clair.

d) = e). Soit s € S. Par hypothese, il existe un S-préschéma S’, plat sur S, dont
limage contient s, tel que Ggr possede un sous-groupe de Cartan. Soit s’ un point de
S" au-dessus de s. Le rang nilpotent des fibres de Gg est donc constant sur Spec Og/ o
et par suite le rang nilpotent des fibres de G est constant sur Spec Og 5 qui est I'image
de Spec Oy o (EGA IV 2.3.4 ii)). Soit r sa valeur. Il résulte de 6.3 bis que I'ensemble
E, formé des points = de S tels que le rang nilpotent de G, soit égal a r est une partie
ind-constructible de S, donc contient un voisinage de s (EGA IV 1.10.1).

e) = b). L assertion est locale sur S, on peut donc supposer que le rang nilpotent des
fibres de G est constant et égal & r. Pour tout S-préschéma S’, il y a alors identité entre
les sous-groupes de Cartan de Gg/ et les sous-préschémas en groupes de Gg/, lisses
sur S, de dimension relative r, dont les fibres géométriques sont les centralisateurs
d’un tore. Comme %7 est représentable, d’apres 7.1, € est représentable par le sous-
préschéma & la fois ouvert et fermé de €7, qui représente le sous-foncteur de €.
formé des groupes de dimension relative r. Les autres assertions figurant dans b) sont
contenues dans 7.1 i), sauf le fait que les fibres de ¢ sont affines qui, lui, résulte de
Exp. XII 7.1 d).

11 est clair que b) = a). Montrons que a) = d). Il résulte de 6.2 iii) que le foncteur
% commute aux limites inductives filtrantes d’anneaux, donc si € est représentable, il
est nécessairement représentable par un S-préschéma localement de présentation finie
(EGA 1V 8.14.2). Pour prouver que % est lisse sur S, on est ramené & montrer que si
S est affine et si Sq est le sous-schéma fermé défini par un idéal nilpotent J, alors tout
sous-groupe de Cartan Cy de Gg = G Xg Sg se releve en un sous-groupe de Cartan C
de G. Mais lexistence de Cq entraine que la condition e) est satisfaite pour Sy donc
pour S qui a méme espace sous-jacent, et on conclut du fait que d) = b). Puisque ¥
est lisse sur S et que € — S est surjectif, on voit que a) = d).

ii) Soient C et C’ deux sous-groupes de Cartan de G. Alors TranspG(C,C/) est
représentable par un préschéma lisse sur S (7.1 iii)), & fibres non vides (confer Exp.
XII 6.6 a) et ¢)). Le fait que C et C’ soient localement conjugués pour la topologie
étale est alors une conséquence du lemme de Hensel (Exp. XI 1.10).

Les autres assertions de ii) sont des conséquences de XIII 3.1 et XIII 3.2, compte
tenu de 1).

iii) Soit C un sous-groupe de Cartan de G. On sait (7.1 v)) que u(C) est représen-
table par un sous-groupe lisse C’ de G’. Comme les fibres de C’ sont des sous-groupes
de Cartan des fibres de G’ (Exp. XII 6.6 d)), C’ est un sous-groupe de Cartan de G'.

iv) Pour prouver que le morphisme u est fidélement plat, on procéde comme dans
7.1 vi).

Si maintenant Kerwu est central et si C’ est un sous-groupe de Cartan de G/,
u~1(C") = C est lisse, a fibres connexes (7.1 vi)) et ses fibres sont des sous-groupes de
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Cartan (Exp. XII 6.6 f)), donc C est un sous-groupe de Cartan de G, ce qui acheve
la démonstration de iv), compte tenu de 7.1 vi).

8. Critére de représentabilité du foncteur des sous-tores d’un groupe lisse

8.0. Dans ce paragraphe, si S est un préschéma et G un S-préschéma en groupes, I
(ou simplement .7 §'il n’y a pas d’ambiguité) désigne le S-foncteur (Sch/S)° — Ens
tel que, pour tout S-préschéma S’ on ait :

7 (S") = ensemble des sous-tores de Ggr.
On définit de méme 7% comme étant le foncteur des sous-tores centraux de G.

Proposition 8.1. — Soient S un préschéma localement noethérien et G un S-préschéma
en groupes de type fini. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le foncteur Jg « commute aux limites adiques d’anneaux locauz artiniens »,
c.-a-d. pour tout S-préschéma de la forme Spec(A) = S', ot A est un anneau local
noethérien complet pour la topologie définie par son idéal mazimal m, application
canonique :

7(8) — m 7(S,) (ot S}, = Spec(A/m")
n
est bijective.

ii) Comme dans i) mais on se limite au cas ot A est un anneau de valuation

discréte complet a corps résiduel algébriquement clos.

iii) Comme dans ii), mais on se limite au sous-foncteur T de T relatif auz
sous-tores de G de dimension relative 1.

i bis) Pour tout S-préschéma S’ comme dans i) et pour tout S'-tore T, lapplication
Canonique :
Homsf_gr(T, GS/) g @Homsil_gr(T%, GS%)
n
est bijective.
ii bis) Comme i bis), mais on se limite au cas ot A est un anneau de valuation
discréte complet a corps résiduel algébriguement clos.

iii bis) Comme ii bis), mais on se limite au cas ot T est le groupe multiplicatif G, .

Remarque 8.2. — On a une proposition analogue en se restreignant aux sous-tores
centraux de G et aux homomorphismes centraux d’un tore dans G.

Démonstration. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 8.3. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, T un S-tore,
u:'T — G un S-morphisme de groupes. On suppose de plus que G est de présentation
finie sur S ou bien que S est localement noethérien et G localement de type fini. Alors :

a) Keru est un sous-groupe de type multiplicatif de T.

b) Le quotient T' = T/ Keru est un tore.

c) Le monomorphisme canonique T — G, déduit de u par passage au quotient, est
une 1mmersion.
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Ce lemme est une conséquence de Exp. IX 6.8 lorsque G est séparé sur S. Dans le
cas général, on se rameéne comme d’habitude au cas ou S est noethérien. Montrons
d’abord que K = Kerwu est plat. Nous pouvons supposer que S est le spectre d’un
anneau local artinien (EGA Oy 10.2.6), auquel cas G est séparé (Exp. VIg 5.2), donc
K est de type multiplicatif (Exp. IX 6.8) et a fortiori plat sur S. Prouvons maintenant
que Keru est fermé dans T, ce qui nous ramene au cas ou S est le spectre d’'un
anneau de valuation discrete (EGA II 7.2.1). Comme T est plat, & fibres connexes,
u se factorise a travers la composante neutre de I'adhérence schématique dans G de
la fibre générique de G. Nous pouvons donc supposer G plat a fibres connexes, mais
alors G est séparé (Exp. VIg 5.2), donc K est fermé. Ceci étant, il résulte de Exp. X
4.8 b) que K est un sous-groupe de type multiplicatif de T. Le quotient T/ = T /K est
alors représentable et T’ est un groupe de type multiplicatif (Exp. IX 2.7) dont les
fibres sont des tores, c’est donc un tore. Le fait que le monomorphisme T — G soit
une immersion résulte alors de Exp. VIII 7.9.

Démonstration de 8.1.

i) = i bis). Posons T,, = Ts, G, = Gs/ et soit (up)pen un élément de
lim Homg: (T, Gy). Pour tout entier n, u,(Ty) est donc un sous-tore T7, de Gy,
(lemme 8.3). Par hypothese, il existe un unique sous-tore T” de G qui releve T, pour
tout n. Comme T’ est & fibres affines, on conclut grace a 4.4.

i bis) = 1). Soit (T )nen un élément de lim .7 (S, ). D’aprées Exp. X 4.6, il existe
un S’-tore T/ et un Sp-isomorphisme :

Up T{) = To.
Comme T, est lisse sur S/, up se reléve en un S),-morphisme
up : T, — T, (Exp. IX 3.6)

et on peut supposer la famille (u,)nen cohérente, donc provenant d’un morphisme
u: T/ — G. L’image de T’ par u est alors un sous-tore de G (lemme 8.3) qui reléve
T,, pour tout n.

Les implications i) = ii) = iii) d’une part et i bis) = ii bis) = iii bis) d’autre part
sont évidentes. L’implication iii) = iii bis) se démontre comme i) = i bis). Il nous
suffit donc de prouver : iii bis) = ii bis) = i bis).

ii bis) = i bis). Avec la terminologie introduite dans 4.3, lassertion i bis) est vraie
si et seulement si tout élément (u,)nen de linn Homg, g (Ty, Gyp) est « admissible ».
Pour tout point ¢ de S’ distinct du point fermé s de ', il existe un S-schéma S”, spectre
d’un anneau de valuation discrete complet a corps résiduel algébriquement clos, dont
le point générique se projette sur ¢ et le point fermé se projette sur s (EGA II 7.1.9).
On en déduit immédiatement un critére valuatif pour qu'une famille de morphismes
soit admissible. C’est dire que ii bis) = i bis).

iii bis) = ii bis). Soit T un S-tore, ol S est le spectre d’un anneau de valuation
discrete complet & corps résiduel algébriquement clos. Le tore T est alors trivial (Exp.
X 4.6), c.-a-d. isomorphe a (G,,,s)" pour un entier r convenable. Soit (uy,)nen un élé-
ment de lim Homs,, ¢:((Gn,)§, , Gn). Par hypothese, les restrictions des u,, & chaque
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facteur de (G,,)§ proviennent d’un morphisme de groupes :
Gm7 g — G.

D’ott un morphisme produit (G,,)§ — G” qui, composé avec le morphisme G" — G
défini par la loi de composition dans G, fournit un morphisme :

v:(Gnp)s — G.

Vu lexistence du morphisme de groupes u,, il est clair que u,, = v,. Il reste a voir
que v est un morphisme de groupes, ce qui se traduit par le fait que deux morphismes
évidents f,g : X = (Gpn,)§ Xs(Gy)§ — G coincident. Soit Z le sous-schéma des coin-
cidences de f et g. Comme (G,,)§ est a fibres connexes et que v(G,,)g contient la
section unité, on voit comme dans 8.3 que v se factorise a travers la composante neutre
de G, ce qui nous permet de supposer G séparé (Exp. VIg 5.2), donc Z est fermé. Par
ailleurs, comme v,, est un morphisme de groupes, on a f, = g, pour tout n, donc Z
contient un voisinage de la fibre fermée de X (EGA I 10.9.4), donc est schématique-
ment dense dans X, X ayant ses fibres lisses et irréductibles (Exp. IX 4.6) et par suite

Z =X, donc f =g.

Définition 8.4. — Soient S un préschéma localement noethérien, G un S-préschéma
en groupes de type fini et . Uensemble des S-schémas S’, spectre d’'un anneau de
valuation discrete complet a corps résiduel algébriquement clos, de point fermé s, de
point générique ¢, tels que (Gt)géd soit lisse et possede une décomposition de Chevalley,
c.-a-d. soit extension d’une variété abélienne par un sous-groupe algébrique linéaire,
lisse et connexe L; (cette décomposition est alors unique). Si S’ € ., désignons par
G’ (resp. L) 'adhérence schématique dans Gg de Gy (resp. Ly).
Dans ces conditions, nous dirons que

«la partie abélienne de G ne dégénere pas en une partie torique », ou plus
brievement que G satisfait & la propriété AT,

si pour tout S’ € .7, Ly a méme rang réductif que G. (Intuitivement, supposons que
le quotient A = G’ /L soit représentable, auquel cas A est un préschéma en groupes
plat tel que (At)?éd soit une variété abélienne. La condition « AT » signifie alors que
A a un rang réductif nul, donc que (AS)?éd est extension d’une variété abélienne par
un groupe unipotent.)

De méme, supposant de plus G a fibres connexes, nous dirons que
G satisfait a la propriété ATC
si pour tout S’ € ., 'adhérence schématique Z du centre Z; de G; satisfait & AT.
Ces définitions techniques sont justifiées par la proposition suivante :

Proposition 8.5. — Soient S un préschéma localement noethérien, G un S-préschéma
en groupes de type fini. Alors :
a) Pour que le foncteur & des sous-tores de G « commute auz limites adiques

d’anneaux locaux artiniens » (cf. 8.1), il faut et il suffit que G satisfasse a la propriété
AT (8.4).
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b) Si G est a fibres connezes, pour que le foncteur T € des sous-tores centraux de
G commute aux limites adiques d’anneaux locaur artiniens, il faut et il suffit que G
satisfasse a la propriété ATC (8.4).

Nous aurons besoin du lemme technique suivant :

Lemme 8.6. — Soient S le spectre d’un anneau de valuation discréte, s le point fermé
de S, G un S-préschéma en groupes plat et de type fini, Ts un sous-tore de Gs. Alors
il existe un S-schéma S', spectre d’un anneau de valuation discréte, fidélement plat sur
S, de point fermé s', et un sous-schéma en groupes C de Gg/, plat sur S/, commutatif,
a fibres connezes, tel que Cy magore Ty x4 8.

Quitte & remplacer S par S, spectre d’un anneau de valuation discrete fidelement
plat sur S, on peut supposer que Ty est égal & (G,,)7 et que le degré de transcendance
de k(s) sur le corps premier est > r (EGA Opp 10.3.1 et EGA II 7.1.9). 1l existe alors
un élément T de Ts(s) tel que tout sous-groupe algébrique de Gz qui « contient » T,
majore Ts (cf. Exp. XIIT preuve de 2.1 (ii) = (vii)). Comme G est plat sur S, par
T passe une quasi-section (EGA IV 14.5.8) et par suite, quitte & remplacer S par le
spectre d’'un anneau de valuation discrete fidelement plat sur S, on peut supposer
qu’il existe une section x de G au-dessus de S qui releve . Soit C; le sous-groupe
algébrique commutatif de G; engendré par x; (Exp. VIg 7) et soit C l'adhérence
schématique de C; dans G. Il est clair que C; contient T, donc majore Ty, et par
suite, la « composante neutre » de C sera un schéma en groupes plat et commutatif
qui répondra a la question.

Démonstration de 8.5 a).

Supposons que le foncteur .7 commute aux limites adiques d’anneaux artiniens et
montrons que G satisfait & la propriété AT. Soit donc S’ € ., et soit T, un tore
maximal de G.. Nous devons prouver que T est contenu dans L. La formation de L
et de G’ commute évidemment aux extensions fidelement plates S” — S’ d’anneaux
de valuation discrete. Quitte & changer S, nous pouvons donc, d’apres le lemme 8.6,
supposer qu’il existe un sous-schéma en groupes C de Gg,, plat et commutatif, tel
que Cg; majore T,. Mais alors T, est un sous-tore central de Cy et par suite se releve
infinitésimalement en un sous-tore central (cor. 2.3). Vu I’hypothese faite sur G, Ty
se releve en un sous-tore T de G. Evidemment T, est contenu dans la composante
linéaire L; de G¢, donc T est contenu dans L.

Supposons maintenant que G satisfasse a la propriété AT et montrons que la
condition 8.1 iii) bis est vérifiée. Soit donc S le spectre d’un anneau de valuation
discrete A, complet, a corps résiduel algébriquement clos, m l'idéal maximal de A,
S, = Spec(A/m"), u,, n € N, un systéme cohérent de morphismes de groupes
Un : (G, 8)n — Gn = G xgS,. Soit ¢ un nombre premier inversible sur S. L’en-
tier ¢ parcourant les puissances de g, il existe un unique S-morphisme de groupes :

U éGm,S — G

qui releve un|l(va s). bour tout n (prop. 1.6 a)). Par suite, s'il existe un S-morphisme
de groupes u : G,,,s — T, qui releve u,, pour tout n, sa restriction a G, g est unique-
ment déterminée. Compte tenu du théoréme de densité (Exp. IX 4.8 (a)) ceci prouve
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I'unicité de u et le fait que pour prouver I’existence de u, nous pouvons nous permettre
une extension fidelement plate de la base. Or (Gz)%, posséde une décomposition de
Chevalley et celle-ci est déja définie sur une extension finie L. du corps des fractions K
de A. Quitte a remplacer S par le normalisé de S dans L, nous pouvons donc supposer
que S € .. Le morphisme ,u; se factorise a travers (Gy)psq, donc su se factorise a
travers 'adhérence schématique G” de (G¢)sqa dans G’. Toujours grace au théoreme
de densité, on en déduit que u, se factorise & travers G!! pour tout n. Comme G
possede la propriété AT, tout sous-tore de G/, et a fortiori de G, est contenu dans
Ls, donc ug se factorise a travers Lg. Je dis que pour tout n, u, se factorise a travers
L,. En effet, comme L; est invariant dans (G”);, L est invariant dans G”, d’autre part
L est plat sur S, donc pour tout entier n, le quotient H,, = G/’ /L,, est représentable
(Exp. VI §4). L’image de (G, s), dans H,,, est un sous-tore de H,, (Exp. IX 6.8),
dont la fibre fermée est nulle, donc cette image est nulle et par suite u,, se factorise
a travers L,,. Mais comme L; est affine, on en déduit que la famille u,, est admissible
(prop. 4.3), ce qui achéve la démonstration.

La démonstration de 8.5 b) est tout-a-fait analogue a celle de 8.5 a), compte tenu
de 8.2 et de Exp. IX 5.6 a).

Proposition 8.7. — Soient S un préschéma localement noethérien, G un S-préschéma
en groupes de type fini. Alors :

i) Si G est a fibres connexes et satisfait a AT, il satisfait a ATC.
ii) Si G satisfait & AT, tout sous-préschéma en groupes de G satisfait a AT.

iii) Si G est plat sur S et si le rang abélien des fibres de G est une fonction locale-
ment constante sur S, alors G satisfait a AT.

i) résulte immédiatement de 8.5 et de Exp. IX 5.6 a).

ii) Soit H un sous-préschéma en groupes de G. Pour prouver que H satisfait a la
propriété AT, nous pouvons supposer que S est le spectre d’un anneau de valuation
discrete complet et nous devons montrer que toute famille cohérente de S,,-morphismes
de groupes

Unp - (Gm,S)n — Hn

est admissible (8.5 et 8.1 iii bis)). Or par hypothese, G satisfait & la propriété AT,
donc il existe un S-morphisme de groupes

u: (Gp)s — G

qui releve u,, pour tout n. Procédant comme dans la démonstration de 8.5, on voit
que ul,g,, s (ou £ parcourt les puissances d’'un nombre premier ¢ inversible sur S)
se factorise a travers H. Par densité, on en déduit que sur la fibre générique, u; se
factorise & travers H;. Comme (G,,)s est réduit, il en résulte bien que u se factorise
a travers H.

iii) Soit S’ € . (notations de 8.4). Le groupe L est plat sur S, sa fibre générique
L; est affine; dans ces conditions, on peut montrer que L, est nécessairement affine
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(XVII App. II1, 2). Comme G et L sont plats, on a G = G’ et la dimension des fibres
de G et L est constante sur S (Exp. VI 4) de sorte que l'on a les inégalités :

rg abélien G; < dim Gy — dimL; = dim G; — dim L; = rg abélien G;.

L’hypothése entraine que ces inégalités sont des égalités. Il en résulte que (G;/ Ls)?éd
est une variété abélienne, donc a un rang réductif nul, et par suite Ly a méme rang
réductif que Gs.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver les théoremes principaux de ce
paragraphe :

Théoreme 8.8. — Soit G un préschéma en groupes de type fini sur un préschéma S
localement noethérien. Supposons G plat sur S et a fibres connexes. Alors :

a) Pour que le foncteur T€ des sous-tores centraur de G soit représentable, il
faut et il suffit que G possede la propriété ATC (8.4). De plus, dans ce cas, TE est
représentable par un S-préschéma étale et séparé sur S.

b) Sous les conditions de a), pour tout S-tore, le foncteur Hom centg , (T, G) des
homomorphismes centraux de T dans G est représentable par un S-préschéma étale
et séparé sur S.

Théoreme 8.9. — Soient S un préschéma localement noethérien et G un S-préschéma
en groupes de type fini, lisse sur S.

a) Pour que le foncteur F des sous-tores de G soit représentable, il faut et il suffit
que G posséde la propriété AT (8.4). De plus dans ce cas, T est représentable par un
S-préschéma lisse et séparé sur S ; plus précisément, le morphisme structural F — S,
admet une factorisation canonique :

T5Y 35S
ot v est un morphisme lisse et quasi-projectif (donc de type fini) et u est un mor-
phisme étale séparé.

b) Sous les conditions de a), pour tout S-tore T, le foncteur Homg ,.(T,G) des
homomorphismes de T dans G est représentable par un S-préschéma lisse et séparé
sur S.

Démonstration de 8.8 a).

Si le foncteur J € est représentable, il commute aux limites adiques d’anneaux
artiniens, et par suite, (8.2 et 8.5 b)) G possede la propriété ATC. Pour établir la
réciproque, nous utiliserons le résultat suivant, qui sera démontré dans EGA VI, et se
trouve également dans ’exposé de Murre : Sém. Bourbaki, Mai 1965, N°294, Théoreme
1, corollaire 2.

Lemme 8.10. — Soient S un préschéma localement noethérien, et # un foncteur
contravariant défini sur Sch/S, d valeurs dans la catégorie des ensembles. Pour que
F soit représentable par un S-préschéma étale et séparé, (il faut et) il suffit que F
satisfasse aux cing propriétés suivantes :

i) F est un faisceau pour la topologie fpgc (Exp. IV).
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i) # commute aux limites inductives d’anneauz (Exp. XTI 3.2).

ili) # commute auzx limites adiques d’anneauz locauz artiniens (8.1 1)).

iv) F satisfait au « critere valuatif de séparation », c.-a-d. que pour tout S-schéma
S’ qui est le spectre d’un anneau de valuation discréte, de point générique t, lappli-
cation canonique :

F(8) — F(t)

est injective.

v) F est infinitésimalement étale (Exp. XI 1.8).

Montrons que le foncteur 7% de 8.8 satisfait aux cinq conditions de 8.10.

i) Le foncteur 7 (resp. %) est un faisceau pour la topologie fpqc deés que G
est de présentation finie sur S. En effet, tout monomorphisme d’un tore dans G est
alors une immersion (Exp. VIII 7.9), et la propriété résulte de la descente fpqc des
sous-préschémas.

ii) Le corollaire 6.3 prouve que le foncteur 7 commute aux limites inductives
d’anneaux si G est de présentation finie sur S; on en déduit immédiatement qu’il en
est de méme de TE.

iii) En vertu de 8.5, la condition iii) équivaut précisément & la propriété ATC.

iv) résulte simplement du fait que si S est le spectre d’'un anneau de valuation
discrete, deux sous-tores de G qui ont méme fibre générique, coincident et plus préci-
sément coincident avec la composante neutre de ’adhérence schématique dans G de
leur fibre générique.

v) résulte de 2.3 puisque G est plat sur S.

Démonstration de 8.8 b).

Procédant comme dans Exp. XI 4.2, on voit qu’il suffit de prouver que le groupe
produit T xg G satisfait encore & la propriété ATC, ce qui est immédiat sur la défini-
tion.

Démonstration de 8.9 a).

Quitte & remplacer G par sa composante neutre (Exp. VIg 3.10), on peut supposer
G & fibres connexes. Si T est un sous-tore de G, son centralisateur Centr(T) est
alors représentable (Exp. XI 6.11) par un sous-préschéma en groupes de G, lisse sur
S (Exp. XTI 2.4), a fibres connexes (Exp. XII 6.6 b)), donc est un élément de €.7(S),
ol €7 est le foncteur défini dans 7.1 i). Il est clair que 'application :

T — Centrq(T)

définit un S-morphisme :
u: S —C€T

Comme €7 est représentable par un S-préschéma lisse et quasi-projectif sur S (7.1
1)), il nous suffit de prouver que le morphisme u est représentable par un morphisme
séparé et étale.

Aprés changement de base convenable S’ — S (avec S’ = 4.7, donc S’ localement
noethérien), nous sommes ramenés au probléme suivant : soient S un préschéma loca-
lement noethérien, G un S-préschéma en groupes, lisse et de type fini sur S, a fibres
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connexes, H un sous-groupe de G, lisse sur S et a fibres connexes. Considérons le
sous-foncteur X de €y tel que, pour tout S-préschéma S’, X(S’) soit 'ensemble des
sous-tores centraux T de Hg/, tels que Centrg, (T) = Hg'. Nous allons montrer que
X est représentable par un S-préschéma étale et séparé sur S.

En effet, par hypothese, G satisfait & la propriété AT, il en est donc de méme
de H (8.7 ii)), et comme H est & fibres connexes, H satisfait aussi & la propriété
ATC (8.7 1)). D’autre part H est lisse sur S, donc plat. D’apreés 8.8 a) 7%y est
représentable par un S-préschéma étale et séparé sur S. Il nous suffit alors de montrer
que le monomorphisme canonique : X — 7%y est représentable par une immersion
ouverte.

Posons S’ = %'y et soit K le centralisateur dans Gy du tore central « universel »
de Hg/. Le groupe K est un schéma en groupes lisse sur S’, & fibres connexes, qui
majore Hg/. Par définition, on a X = ] /s Hsr /K qui est bien représentable par le
sous-préschéma & la fois ouvert et fermé de S’, au-dessus duquel Hg: et K ont méme
dimension relative.

On prouve 8.9 b) de fagon analogue & 8.8 b).

Corollaire 8.11. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes lisse sur
S et de présentation finie. Alors, si le rang abélien des fibres de G est une fonction
localement constante sur S (en particulier si les fibres de G sont affines), le foncteur
des sous-tores de G est représentable par un S-préschéma, lisse et séparé sur S, et il
en est de méme du foncteur Homg , (T, G), pour tout S-tore T.

En effet, ’assertion est locale sur S, nous pouvons donc supposer S affine et le rang
abélien des fibres de G constant. On peut alors trouver (Exp. VIg §10) un schéma
affine noethérien Sp et un Sy-préschéma en groupes Gy, lisse, de type fini sur Sy,
tel que G soit S-isomorphe & Gy xg, S. Par ailleurs, le rang abélien des fibres d’un
S-préschéma en groupes de présentation finie sur S est une fonction ind-constructible
(6.3 bis). Par un raisonnement standard (EGA IV 8), on conclut que dans le cas
présent, on peut supposer le rang abélien des fibres de Gy constant sur Sg. Mais alors
Go possede la propriété AT (8.7 iii)), et par suite (8.10) le foncteur des sous-tores
de Gy est représentable par un Sp-préschéma lisse et séparé sur Sp, d’ou la propriété
annoncée pour G. Pour ce qui est du foncteur ms_gr(T, G), on procede de maniére
analogue.

Généralisation de 8.9.

Le foncteur .7 des sous-tores d’un groupe lisse G n’étant par nécessairement re-
présentable, nous allons énoncer des conditions suffisantes pour qu’'un sous-foncteur
de 7 soit représentable.

Proposition 8.12. — Soient S un préschéma localement noethérien, G un S-préschéma
en groupes, lisse sur S, a fibres connexes et F un sous-S-foncteur du foncteur  des
sous-tores de G, vérifiant les propriétés suivantes :

i) .Z est un faisceau pour la topologie fpqc (Exp. IV).

i) F commute auz limites inductives d’anneauz (Exp. XTI 3.2).
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iii) F commute aux limites adiques d’anneauz locaux artiniens (Exp. XI 3.3).
iv) F est infinitésimalement lisse sur S (Exp. XI 1.8).

v) Z est stable par automorphismes intérieurs de G, c.-a~d. pour tout S-préschéma
S, ona:
Te Z(S) et ge G(S) = int(g9)T € Z(5).

Alors & est représentable par un S-préschéma, lisse et séparé sur S.

Proposition 8.12. bis. — Soient S et G comme ci-dessus, T un S-tore et F un sous-
foncteur de Hoims_gr(T, G), vérifiant les propriétés suivantes :
i), ii), iii), iv) comme ci-dessus.
v) F est stable par automorphismes intérieurs de G, c.-a-d. pour tout S-préschéma
S’ ona:
ue F(S) et ge G(S') = int(g)u € F(5).

Alors F est représentable par un S-préschéma lisse et séparé sur S.

Démonstration de 8.12. (La démonstration de 8.12 bis est tout-a-fait analogue et
est laissée aux soins du lecteur.)

Soit u : F — €7 (7.11)) le S-morphisme qui & tout élément T de .#(S’) associe
I'élément Centrq_, (T) de €7 (S'). Comme %7 est représentable par un S-préschéma
lisse et quasi-projectif (7.1 1)), nous sommes ramenés a prouver la représentabilité de
u. Apres changement de base €7 — S, nous sommes ramenés au probléme suivant :
étant donnés S et G comme ci-dessus, H un sous-groupe lisse de G, a fibres connexes,
nous devons représenter le foncteur Fy tel que Fu(S’) = ensemble des éléments
T € Z#(5), tels que :

Hg = Centrg_, (T).

Nous allons montrer que Fy est étale et séparé sur S. Pour ce faire, il nous suffit
de vérifier les cinq conditions de 8.10.

Les conditions i), ii) et iii) de 8.10 résultent facilement de 8.12 i), ii) et iii). On a
déja remarqué que 7€'y était un foncteur séparé et infinitésimalement étale, donc
Fu, qui est un sous-foncteur de 7€'y, est séparé et infinitésimalement non ramifié
(Exp. XTI 1.8). Il nous suffit donc de montrer que .y est infinitésimalement lisse (loc.
cit.). Soit S le spectre d’un anneau local artinien, Sy un sous-schéma de S défini par un
idéal nilpotent, Ty un élément de .Zy(Sp) ; prouvons que T se reléve en un élément T
de 7 (S). Par hypothese (8.12 iv)), Ty se reléve en un élément T’ de .Z(S). D’autre
part, H étant lisse, Ty se releve en un sous-tore T” de Hg (Exp. IX 3.6 bis) qui est
conjugué de T/ par un élément g € G(S) (loc. cit.), donc T” € .F#(S) (8.12 v)). Comme
Centrg, (T") est lisse sur S et coincide avec Hg, au-dessus de Sp, T" est dans le centre
de Hg (Exp. IX 5.6 a)) et son centralisateur dans G est égal & Hg, bref T” € Zu(S),
et on prend T = T”.

Corollaire 8.13. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes lisse et de
présentation finie sur S, a fibres connexes et soit T P le sous-foncteur de T, dont
l’ensemble des points a valeurs dans un S-préschéma S’ est l’ensemble des sous-tores
T de Gy tels que, pour tout point s' de S', Ty soit contenu dans le sous-groupe dérivé
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(Exp. VIg 7) de Gy. Alors T 9 est représentable par un S-préschéma lisse et séparé
sur S.

Corollaire 8.13. bis. — Soient S et G comme ci-dessus, T un S-tore et soit
Homderg ., (T, G)

le sous-foncteur de Homg , (T, G) dont l’ensemble des points a valeur dans S' est
Uensemble des S'-morphismes u : Ts — Gg: tels que, pour tout point s’ de S’ uy se
factorise a travers le groupe dérivé de Gy . Alors ce foncteur est représentable par un
S-préschéma lisse et séparé sur S.

Le corollaire 8.13 et le corollaire 8.13 bis se démontrent de fagcon analogue ; prouvons
par exemple 8.13 bis. Par le procédé habituel, nous nous ramenons au cas ou S est
noethérien. Vérifions que les cinq conditions de 8.12 bis sont vérifiées :

Les conditions i) et iv) résultent immédiatement des propriétés correspondantes du
foncteur Homg (T, G). La condition v) est vérifiée car le groupe dérivé d'un groupe
algébrique est invariant (Exp. VIg § 7). Pour établir ii), nous sommes ramenés par une
réduction standard (EGA IV 8) & prouver que si S est un schéma inteégre noethérien
de point générique n et si u : T — G est un S-morphisme de groupes qui sur la fibre
générique se factorise a travers le groupe dérivé de Gy, alors il existe un voisinage U de
7 tel que, pour tout point s de U, u, se factorise a travers le groupe dérivé de G. Mais
cela résulte immédiatement de Exp. VIg 10.12. Pour établir iii), reprenons les nota-
tions de 4.3. Pour montrer qu’un élément (u,)men de I'an Hom dersm_gr(Tm, Gn)
est « admissible », au sens de 4.3, et provient d'un élément de Homderg .. (T, G), on
se ramene immédiatement au cas ou S est le spectre d’un anneau de valuation discrete
complet (cf. 8.1). Soient ¢ le point générique et s le point fermé de S, D I'adhérence
schématique dans G du groupe dérivé D; de Gy.

a) Dg contient le groupe dérivé de Gs. En effet, comme D; est invariant dans G
et G plat sur S, D est invariant dans G. De plus le morphisme :

G X G — G, (z,y) — zyzty "
se factorise a travers D; sur la fibre générique, donc il se factorise a travers D. Par
suite le groupe algébrique G4/Dy est commutatif, d’on 'assertion a).

b) Si u,, € Homdersm_gr(Tm,Gm), u,, se factorise a travers D,,. En effet, par
hypothese, us se factorise a travers le groupe dérivé de Gy, donc a fortiori se factorise
a travers Dy, d’apres a). Comme D, est plat sur S, et invariant dans G,,, le groupe
quotient H,,, = G,,, /Dy, est représentable (Exp. VI §4). Comme 'image de T,,, dans
H,, est un tore (Exp. IX 6.8) dont la fibre fermée est nulle, I'image de T,, est nulle;
c’est dire que u,, se factorise a travers D,,.

c¢) La famille (u;,)men est « admissible » et se releve en un morphisme T — G qui
appartient a Hom ders_gr(T7 G). Vu ce qui précede et 4.1 bis, il suffit de prouver que
D; est un groupe algébrique affine, ce qui résulte du lemme suivant :

Lemme 8.14. — Soit G un groupe algébrique, lisse et connexe, défini sur un corps k.
Alors le groupe dérivé D de G est affine.
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Comme la formation de D commute & 'extension du corps de base (Exp. VIg
7), on peut supposer k algébriquement clos. Mais alors G est extension d’une variété
abélienne A par un groupe linéaire L. Comme A est commutatif, D est nécessairement
contenu dans L donc est affine.

Tores maximauz.

Théoreme 8.15. — Soient S un préschéma localement noethérien et G un S-préschéma
en groupes, lisse et de type fini sur S. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le S-foncteur T 4 , dont ’ensemble des points & valeurs dans un S-préschéma
S’ est égal a l'ensemble des tores mazimauz de Gg (Exp. XII 1.3), est représentable.

ii) Le foncteur T M précédent est représentable par un S-préschéma lisse et quasi-
projectif sur S, a fibres affines.
iii) Le groupe G posséde localement pour la topologie étale un tore maximal.

iv) Le groupe G posséde localement pour la topologie fidélement plate un tore mazi-
mal.

v) Le groupe G posséde la propriété AT (8.4), et le rang réductif de ses fibres est
une fonction localement constante sur S.

Démonstration : ii) = 1) est clair.

i) = iii). En effet, comme G est de présentation finie sur S, il résulte de 6.3 que
T M commute aux limites inductives d’anneaux, donc est localement de présentation
finie §il est représentable (EGA IV 8.14). Par ailleurs 7. est formellement lisse
(Exp. XI 2.1 bis). Donc 8'il est représentable, il est représentable par un préschéma
lisse sur S et iii) résulte alors du lemme de Hensel (Exp. XI 1.10).

iii) = iv) est clair.

iv) = v). Soit s un point de S. Par hypothese, il existe un S-préschéma S’, plat
sur S, dont 'image contient s, tel que Gg/ posseéde un tore maximal T’. Soit s’ un
point de S’ au-dessus de s. Le rang réductif des fibres de Gg: est donc constant sur
Spec Oy o et par suite, le rang réductif des fibres de G est constant sur I'image de
Spec Os: ¢, qui est Spec Os s (EGA IV 2.3.4 ii)). Or le rang réductif des fibres de G
est une fonction localement constructible sur S (6.3 bis), donc ce rang est constant
sur un voisinage de s (EGA IV 1.10.1).

Pour voir que G possede la propriété AT, considérons un S-schéma S, spectre
d’un anneau de valuation discréte, le point fermé s; de S; se projetant sur le point s
précédent. Le préschéma S] = Sy xg S’ est fidelement plat sur S; et Gg; possede un
tore maximal. Soient A (resp. A’) Panneau de S; (resp. S{). Considérant A’ comme
limite inductive de ses sous-A-algebres de type fini, il résulte de 6.3 qu’il existe un
Sq-schéma SY tel que Ggy possede un tore maximal et tel que le morphisme structural
S7 — S; soit de type fini et surjectif. Utilisant maintenant EGA 1T 7.1.9, nous pouvons
supposer que S] est le spectre d’un anneau de valuation discréte. Mais alors il est clair
que Gg;, donc aussi Gg,, possede la propriété AT. Comme ceci est vrai pour tout S-
préschéma Si, spectre d’'un anneau de valuation discrete, G possede la propriété AT.

v) = i). En effet d’apres 8.9, le foncteur .7 des sous-tores de G est représentable et
il est clair que 7. est représentable par le sous-préschéma & la fois ouvert et fermé
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de 7, qui représente le sous-foncteur des tores de rang r, ou r désigne le rang réductif
de G (que l'on peut supposer constant).

ili) = ii). En effet, si la condition iii) est réalisée, nous pouvons utiliser les résultats
de Exp. XII 7.1. Le foncteur .7 .# est donc canoniquement isomorphe au foncteur des
sous-groupes de Cartan de G et il suffit d’appliquer 7.3 i).

Remarque 8.16. — On peut montrer que le préschéma .4 des tores maximaux de
G est affine sur S (), ce qui généralise Exp. XII 5.4.

Corollaire 8.17. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, lisse et de
présentation finie sur S. Supposons que le rang abélien et le rang réductif des fibres
de G soient des fonctions localement constantes sur S, alors G vérifie les propriétés
(équivalentes) 1) a iv) de 8.15.

Nous pouvons supposer que le rang abélien et le rang réductif des fibres de G sont
constants. Procédant comme dans 8.11, et compte tenu de 6.3 bis, on se raméne au
cas ol S est noethérien. Mais alors G possede la propriété AT (8.7) et on conclut par
8.15 v).

Corollaire 8.18. — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, lisse sur S.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Le rang unipotent p, et le rang abélien pay, (6.1 ter) des fibres de G sont des
fonctions localement constantes sur S.

b) Le rang unipotent p,, est localement constant et G posséde localement pour la
topologie fpqc des tores mazimauz.

¢) Le rang réductif p, (6.1 ter) et le rang abélien p.y, des fibres de G sont des
fonctions localement constantes sur S.

Remarques 8.19. — Sous les hypotheses de 8.18, un raisonnement plus précis, utilisant
la semi-continuité inférieure du rang abélien (annoncée dans Exp. X 8.7) permet de
montrer que si deux des trois rangs p,, pr, pab sont localement constants, alors il en
est de méme du troisieme.

Démonstration de 8.18. Quitte & remplacer G par sa composante neutre, nous pouvons
supposer G de présentation finie sur S (Exp. VIg 5.3.3).

a) = c). Soit s un point de S. Comme p,y, est localement constant, il résulte de
8.11 que, quitte a faire une extension étale, couvrant S, on peut supposer qu’il existe
un sous-tore T de G, dont la fibre T est un tore maximal de G;. Soit C = Centr(T),
qui est un sous-préschéma en groupes de G, lisse sur S, a fibres connexes. Pour tout
point ¢ de S, C; contient évidemment un sous-groupe de Cartan C; de G;. Quitte &

(*)cf. M. Raynaud, Faisceaux amples sur les schémas en groupes et les espaces homogenes (these, a
paraitre)(N.D.E. : voir Lecture Notes Math. 119 (1970), Springer), notamment IX 2.9.
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restreindre S, on peut supposer p,,, pap €t la dimension relative de C sur S constants.
On a alors les inégalités :
dim Cs = dim C; > dim C} = py(t) + pap(t) + dim T}
= pu(8) + pap(s) + dim Ts = p,(s) = dim C;.

On en déduit que C; = C}, donc que T est un tore maximal de G et a fortiori,
pr(t) = pr(s).

c) = b) d’apres 8.17.

b) = a). En effet, puisque G possede localement pour la topologie fpqc des tores
maximaux, il possede localement pour la topologie fpqc des sous-groupes de Cartan,

et par suite (Exp. XII 7.3) le rang nilpotent p,, = py, + pr—+ papb est localement constant.
Comme p,- et pap, sont localement constants, p, est localement constant.



